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Ôîðìóëèðóåòñÿ çàäà÷à îá îïèñàíèè êëàññà ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ, ñîäåðæàùèõ íåçàìêíó-

òûå àðõèìåäîâû êîíóñû. Èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå íà ïóòè ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àðõèìåäîâî óïîðÿäî÷åííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðî-

ñòðàíñòâî, ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ, êîíóñ, êëèí.

1. Ââåäåíèå

Ïîäìíîæåñòâî K âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä R íàçûâàåòñÿ êëèíîì, åñëè K 6= ∅,

K+K ⊂ K è λK ⊂ K äëÿ âñåõ 0 6 λ ∈ R. Êîíóñîì íàçûâàþò êëèíK, óäîâëåòâîðÿþùèé

óñëîâèþ K ∩ (−K) = {0}. Èíûìè ñëîâàìè, êëèí � ýòî íåïóñòîå ìíîæåñòâî, çàìêíóòîå

îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé λ1x1 + · · · + λnxn ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîý��èöèåí-

òàìè λ1, . . . , λn, à êîíóñ � ýòî êëèí, êîòîðûé ìîæåò ñîäåðæàòü âåêòîðû x è −x ëèøü

â ñëó÷àå x = 0.
Ïîíÿòèå êîíóñà òåñíî âçàèìîñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì óïîðÿäî÷åííîãî âåêòîðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà � âåùåñòâåííîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà X, ñíàáæåííîãî òàêèì îòíîøå-

íèåì ïîðÿäêà 6, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ X è 0 6 λ ∈ R èç x 6 y ñëåäóåò x + z 6 y + z
è λx 6 λy. À èìåííî, åñëè (X,6) � óïîðÿäî÷åííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, òî ìíî-

æåñòâî X+ := {x ∈ X : x > 0} ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì; è íàîáîðîò: åñëè K ⊂ X � êîíóñ è

x 6K y ⇔ y − x ∈ K (x, y ∈ X), òî (X,6K) � óïîðÿäî÷åííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

è X+ = K (ñì., íàïðèìåð, [1, 3.2; 2℄).

Óïîðÿäî÷åííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî (X,6) íàçûâàþò àðõèìåäîâûì ïðè âûïîë-

íåíèè ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ:

åñëè x, y ∈ X, y > 0 è x 6
1
n
y äëÿ âñåõ n ∈ N, òî x 6 0.

Ýòî óñëîâèå îáåñïå÷èâàåò äîïóñòèìîñòü ïåðåõîäà ê ïðåäåëó â ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâàõ

ñ �èêñèðîâàííûìè âåêòîðàìè è ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè (ñì. [2, 1.11�12℄). Â ÷àñò-

íîñòè, åñëè ïðîñòðàíñòâî X àðõèìåäîâî, x1, . . . , xn ∈ X+
, λ1mx1 + · · · + λnmxn > 0 äëÿ

âñåõ m ∈ N è äëÿ êàæäîãî èíäåêñà i ∈ {1, . . . , n} ñóùåñòâóåò ïðåäåë λi = lim
m→∞

λim ∈ R,

òî λ1x1 + · · ·+ λnxn > 0.
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Êîíóñ K ⊂ X íàçûâàþò àðõèìåäîâûì, åñëè àðõèìåäîâî ñîîòâåòñòâóþùåå óïîðÿäî-

÷åííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî (X,6K). Êîíóñ çàâåäîìî àðõèìåäîâ, åñëè îí çàìêíóò

â êàêîé-ëèáî âåêòîðíîé òîïîëîãèè. (Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåõîä ê ïðåäåëó â ëèíåéíûõ íåðà-

âåíñòâàõ äîïóñòèì áåç êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé.) Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ,

íåâåðíî: àðõèìåäîâ êîíóñ â òîïîëîãè÷åñêîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íå îáÿçàí áûòü çà-

ìêíóòûì. Ïðîñòûì ïðèìåðîì íåçàìêíóòîãî àðõèìåäîâà êîíóñà ñëóæèò ìíîæåñòâî

s+fin(N) = {x : N → R+ : (∃m ∈ N)(∀n > m) x(n) = 0}

â ëþáîì èç êëàññè÷åñêèõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ℓp(N), 1 6 p 6 ∞.

Èçâåñòíî, ÷òî â õàóñäîð�îâîì òîïîëîãè÷åñêîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå âñÿêèé àðõè-

ìåäîâ êîíóñ, èìåþùèé íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü, çàìêíóò (ñì. [2, 2.4℄). Êðîìå òîãî, àðõè-

ìåäîâîñòü êîíóñà è åãî çàìêíóòîñòü ðàâíîñèëüíû â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå (ñì. 3.1 (f)).

Äî íåäàâíåãî âðåìåíè ýòèì íàáëþäåíèåì �àêòè÷åñêè èñ÷åðïûâàëèñü ñâåäåíèÿ î êëàñ-

ñå ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ ñóùåñòâóþò íåçàìêíóòûå àðõèìåäîâû êîíóñû. Íà äàííûé

ìîìåíò âîïðîñ îá èñ÷åðïûâàþùåì îïèñàíèè òàêèõ ïðîñòðàíñòâ ïî-ïðåæíåìó îòêðûò.

Íèæå ìû ïðèâåäåì íåêîòîðûå èäåè è ðåçóëüòàòû, âîçíèêøèå íà ïóòè ê ðåøåíèþ ýòîé

çàäà÷è â êëàññå ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ.

2. Òåðìèíû è îáîçíà÷åíèÿ

Ïóñòü X � âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî è S ⊂ X. Ñèìâîëîì coreS îáîçíà-

÷àåòñÿ ÿäðî ìíîæåñòâà S, à ñèìâîëàìè linS, coneS è aff S � ñîîòâåòñòâåííî ëèíåéíàÿ,

êîíè÷åñêàÿ è à��èííàÿ îáîëî÷êè S:

coreS =
{
x ∈ X : (∀ y ∈ X)(∃ ε > 0) x+ [0, ε]y ⊂ S

}
;

linS =

{
n∑

i=1

λixi : n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ S, λ1, . . . , λn ∈ R

}
∪ {0};

coneS =

{
n∑

i=1

λixi : n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ S, λ1, . . . , λn ∈ R+

}
∪ {0};

aff S =

{
n∑

i=1

λixi : n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ S, λ1, . . . , λn ∈ R,

n∑

i=1

λi = 1

}
.

Çàìåòèì, ÷òî coneS � íàèìåíüøèé ïî âêëþ÷åíèþ êëèí â X, ñîäåðæàùèé S.

2.1. Ïóñòü B � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî X. Òîãäà

(1) coneB = {λx : x ∈ B, λ > 0} ∪ {0};

(2) åñëè A � à��èííîå ïîäïðîñòðàíñòâî X, 0 /∈ A è B ⊂ A, òî A ∩ coneB = B;
â ÷àñòíîñòè, åñëè 0 /∈ aff B, òî aff B ∩ coneB = B;

(3) åñëè 0 /∈ B, òî êëèí coneB ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì.

Òåðìèí ¾ïîäïðîñòðàíñòâî¿ ïî óìîë÷àíèþ îçíà÷àåò ¾âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî¿.

Ïðÿìûìè è ëó÷àìè íàçûâàþòñÿ ìíîæåñòâà âèäà x+ Ry è x+ R+y, ãäå y 6= 0.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà I ñèìâîëîì s(I) îáîçíà÷àåòñÿ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
âñåõ �óíêöèé x : I → R, à ñèìâîëîì sfin(I) � åãî âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå

èç �óíêöèé x ∈ s(I) ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì suppx := {i ∈ I : x(i) 6= 0}. Àðõèìåäîâû

êîíóñû {x ∈ s(I) : (∀ i ∈ I) x(i) > 0} è s+(I) ∩ sfin(I) îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè

ñèìâîëàìè s+(I) è s+fin(I). Ìû òàêæå èñïîëüçóåì ñîêðàùåíèÿ: S := s(N) è Sfin := sfin(N).
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Ñèìâîëîì X#
îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ íà âåêòîð-

íîì ïðîñòðàíñòâå X, à ñèìâîëîì X ′
� ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ �óíê-

öèîíàëîâ íà òîïîëîãè÷åñêîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå X.

Âñÿêîå êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ïî óìîë÷àíèþ íàäåëÿåòñÿ ñòàíäàðò-

íîé (åäèíñòâåííîé) õàóñäîð�îâîé âåêòîðíîé òîïîëîãèåé.

Ïîä ëîêàëüíî âûïóêëûì ïðîñòðàíñòâîì ïîíèìàåòñÿ âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî, ñíàáæåííîå õàóñäîð�îâîé ëîêàëüíî âûïóêëîé âåêòîðíîé òîïîëîãèåé.

Ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìîì êðóãå âîïðîñîâ âàæíàÿ ðîëü îòâîäèòñÿ ñèëüíåéøåé

ëîêàëüíî âûïóêëîé òîïîëîãèè, ìû íàïîìíèì íåñêîëüêî åå ýêâèâàëåíòíûõ îïèñàíèé

(ñì., íàïðèìåð, [1, 3℄).

2.2. Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà òîïîëîãèè τ íà âåùåñòâåííîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå X
ðàâíîñèëüíû:

(a) τ � ñèëüíåéøàÿ ëîêàëüíî âûïóêëàÿ òîïîëîãèÿ íà X;
(b) ìíîæåñòâî U ⊂ X ÿâëÿåòñÿ τ -îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x ∈ X òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà x ∈ coreC ⊂ U äëÿ íåêîòîðîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà C;
() τ � ëîêàëüíî âûïóêëàÿ òîïîëîãèÿ, â êîòîðîé âíóòðåííîñòü ëþáîãî âûïóêëîãî

ìíîæåñòâà ñîâïàäàåò ñ åãî ÿäðîì;

(d) τ � ëîêàëüíî âûïóêëàÿ òîïîëîãèÿ, â êîòîðîé íåïðåðûâíû âñå ïîëóíîðìû;

(e) τ � òàêàÿ òîïîëîãèÿ Ìàêêè íà X, ÷òî (X, τ)′ = X#
.

3. Àðõèìåäîâû ìíîæåñòâà

Èç òåõíè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé óäîáíî îáîáùèòü ïîíÿòèå àðõèìåäîâà êîíóñà íà ñëó÷àé

ïðîèçâîëüíûõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ. Âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî C âåùåñòâåííîãî âåêòîð-

íîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçîâåì àðõèìåäîâûì ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ:

åñëè x, y ∈ X è x+ 1
n
y ∈ C äëÿ âñåõ n ∈ N, òî x ∈ C.

Ñîãëàñíî [2, 1.11℄ â ñëó÷àå, êîãäà C ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì, ïîñëåäíåå îïðåäåëåíèå ðàâíîñèëü-

íî ïðèâåäåííîìó â � 1.

3.1. Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà âûïóêëîãî ìíîæåñòâà C ⊂ X ðàâíîñèëüíû:

(a) ìíîæåñòâî C àðõèìåäîâî;

(b) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X è ε > 0 èç x+ (0, ε] y ⊂ C ñëåäóåò x ∈ C;
() X \C = core(X \C);
(d) ïåðåñå÷åíèå C ñ ëþáîé ïðÿìîé â X çàìêíóòî;

(e) ïåðåñå÷åíèå C ñ ëþáûì ïîäïðîñòðàíñòâîì X ðàçìåðíîñòè 6 2 çàìêíóòî;
(f) ïåðåñå÷åíèå C ñ ëþáûì êîíå÷íîìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì X çàìêíóòî;

(g) C ñåêâåíöèàëüíî çàìêíóòî â íåêîòîðîé õàóñäîð�îâîé âåêòîðíîé òîïîëîãèè íà X;
(h) C ñåêâåíöèàëüíî çàìêíóòî â ñèëüíåéøåé ëîêàëüíî âûïóêëîé òîïîëîãèè íà X.

⊳ Èìïëèêàöèè (a)⇐(b)⇐()⇐(d)⇐(e)⇐(f)⇐(g)⇐(h) î÷åâèäíû.

×òîáû ïîêàçàòü (a)⇒(f), ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

X0 ⊂ X è ïîëîæèì C0 := C ∩ X0. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 0 ∈ C0. Ïîñêîëüêó â ïîä-

ïðîñòðàíñòâå linC0 ⊂ X0 ìíîæåñòâî C0 èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü, ê C0 ïðèìåíèìû

ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â [2, 2.4℄, èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî àðõèìåäîâî ìíîæåñòâî C0

çàìêíóòî â (êîíå÷íîìåðíîì) ïîäïðîñòðàíñòâå linC0, à çíà÷èò, è â X.

Ïîêàæåì, ÷òî (f)⇒(h). Ïóñòü τ � ñèëüíåéøàÿ ëîêàëüíî âûïóêëàÿ òîïîëîãèÿ íà X.

Áëàãîäàðÿ (f) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ â τ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè xn → x èìååò êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èç (xn)n∈N
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ìîæíî áûëî áû èçâëå÷ü òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (yn)n∈N, ÷òî x /∈ lin{yn : n ∈ N},
è òîãäà ñõîäèìîñòü yn → x â τ ïðîòèâîðå÷èëà áû íàëè÷èþ íåïðåðûâíîãî (ñì. 2.2 (e))

ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà, ðàâíîãî 0 íà {yn : n ∈ N} è 1 â òî÷êå x. ⊲

Èç 3.1 ñ î÷åâèäíîñòüþ âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà àðõèìåäîâûõ ìíîæåñòâ.

3.2. (1) Åñëè C � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî êàêîãî-ëèáî âåêòîðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà

X0 ⊂ X, òî àðõèìåäîâîñòü C â X0 ðàâíîñèëüíà àðõèìåäîâîñòè C â X.

(2) Åñëè X è Y � âåùåñòâåííûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, T : X → Y � ëèíåéíàÿ

èíúåêöèÿ, y ∈ Y è C � àðõèìåäîâî âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî X, òî T (C) + y ÿâëÿåòñÿ

àðõèìåäîâûì âûïóêëûì ïîäìíîæåñòâîì Y .
(3) Âñÿêîå à��èííîå ïîäïðîñòðàíñòâî àðõèìåäîâî.

(4) Ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà àðõèìåäîâûõ ìíîæåñòâ àðõèìåäîâî.

3.3. Åñëè ìíîæåñòâî E ⊂ X ëèíåéíî íåçàâèñèìî, òî coneE � àðõèìåäîâ êîíóñ â X.

⊳ Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ñòàíäàðòíûé ëèíåéíûé èçîìîð�èçì sfin(E) ↔ linE îòîá-

ðàæàåò àðõèìåäîâ êîíóñ s+
fin
(E) íà coneE, è ïðèâëå÷ü 3.2 (1), (2). ⊲

3.4. Ïóñòü B � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî X, 0 /∈ aff B. Ìíîæåñòâî coneB ÿâëÿåòñÿ

àðõèìåäîâûì êîíóñîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B àðõèìåäîâî è íå ñîäåðæèò ëó÷åé.

⊳ Íåîáõîäèìîñòü. Èç àðõèìåäîâîñòè ìíîæåñòâ coneB è aff B (ñì. 3.2 (3)) âûòåêàåò

àðõèìåäîâîñòü èõ ïåðåñå÷åíèÿ B (ñì. 2.1 (2)). Äîïóñòèì, ÷òî B ñîäåðæèò êàêîé-ëèáî

ëó÷ x + R+y, ãäå y 6= 0. Òîãäà

1
n
x + y = 1

n
(x + ny) ∈ coneB äëÿ âñåõ n ∈ N, îòêóäà

â ñèëó àðõèìåäîâîñòè coneB ñëåäóåò y ∈ coneB. Ïîñêîëüêó y 6= 0, íàéäåòñÿ òàêîå

÷èñëî λ > 0, ÷òî λy ∈ B (ñì. 2.1 (1)). Òàêèì îáðàçîì, x, λy, x + λy ∈ B, à çíà÷èò,

0 = x+ λy − (x+ λy) ∈ aff B âîïðåêè óñëîâèþ.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ñîãëàñíî 2.1 (3) êëèí K := coneB ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì. Îñíîâûâàÿñü

íà 3.1 (f), ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî X0 ⊂ X è ïîêàæåì,

÷òî ïåðåñå÷åíèå K0 := K ∩ X0 çàìêíóòî â X0. Êàê ëåãêî âèäåòü, K0 = coneB0, ãäå

B0 := B ∩ X0. Ïîñêîëüêó â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå X0 âûïóêëîå ìíîæåñòâî B0

àðõèìåäîâî è íå ñîäåðæèò ëó÷åé, îíî çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî â X0. Êðîìå òîãî, 0 /∈ B0.

Èç [4, II.3.4℄ ñëåäóåò, ÷òî K0 = coneB0 � çàìêíóòûé êîíóñ â X0. ⊲

4. Íåçàìêíóòûå àðõèìåäîâû êîíóñû

Èçëîæåíèå èìåþùèõñÿ íà äàííûé ìîìåíò ñâåäåíèé î íåçàìêíóòûõ àðõèìåäîâûõ êî-

íóñàõ ìû ïðåäâàðèì óêàçàíèåì îäíîãî èç ïðîñòûõ ñïîñîáîâ èõ ïîñòðîåíèÿ.

4.1. Ïóñòü Y � ïîäïðîñòðàíñòâî òîïîëîãè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà X,

C ⊂ Y � íåçàìêíóòîå â Y àðõèìåäîâî âûïóêëîå ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå ëó÷åé,

è z ∈ X \Y . Òîãäà cone(C + z) � íåçàìêíóòûé àðõèìåäîâ êîíóñ â X.

⊳ Ïîëîæèì A := Y + z, B := C+ z. ßñíî, ÷òî B � àðõèìåäîâî âûïóêëîå ìíîæåñòâî,

íå ñîäåðæàùåå ëó÷åé, ïðè÷åì aff B ⊂ A è 0 /∈ A. Ñëåäîâàòåëüíî, coneB � àðõèìåäîâ

êîíóñ (ñì. 3.4). Êîíóñ coneB íå çàìêíóò â X, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåñå÷åíèå

A ∩ coneB = B (ñì. 2.1 (2)) áûëî áû çàìêíóòî â A, à òîãäà C áûëî áû çàìêíóòî â Y . ⊲

Èòàê, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü íåçàìêíóòûé àðõèìåäîâ êîíóñ, äîñòàòî÷íî â êàêîì-

ëèáî ñîáñòâåííîì ïîäïðîñòðàíñòâå íàéòè íåçàìêíóòîå àðõèìåäîâî âûïóêëîå ìíîæåñòâî,

íå ñîäåðæàùåå ëó÷åé.

Êàê èçâåñòíî, ñèëüíåéøàÿ âåêòîðíàÿ òîïîëîãèÿ íà ïðîñòðàíñòâå X = sfin(I) íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ëîêàëüíî âûïóêëîé â ñëó÷àå íåñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà I. Ýòî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç
òîãî �àêòà, ÷òî ìíîæåñòâî V :=

{
x ∈ X :

∑
i∈I

√
|x(i)| < 1

}
íå ñîäåðæèò íè îäíîãî
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âûïóêëîãî ïîãëîùàþùåãî ïîäìíîæåñòâà (ñì., íàïðèìåð, [5, 6.I℄). Ïðè ýòîì äîïîëíåíèå

X \V ¾àðõèìåäîâî¿ (íàïðèìåð, â ñìûñëå óñëîâèÿ 3.1 (f)), íî íå çàìêíóòî íè â îäíîé

èç ëîêàëüíî âûïóêëûõ òîïîëîãèé íà X. �àçóìååòñÿ, ìíîæåñòâî X \V íå ÿâëÿåòñÿ âû-

ïóêëûì è ñîäåðæèò ëó÷è, íî èç íåãî óäàåòñÿ ¾âûðåçàòü¿ �ðàãìåíò, îáëàäàþùèé âñåìè

íóæíûìè íàì ñâîéñòâàìè.

4.2. Òåîðåìà. Â ëþáîì ëîêàëüíî âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâå íåñ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè

ñóùåñòâóåò âûïóêëîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå íå ñîäåðæèò ëó÷åé è ÿâëÿåòñÿ àðõèìåäîâûì,

íî íå çàìêíóòûì.

⊳ Äîñòàòî÷íî �èêñèðîâàòü êàêîå-ëèáî íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî I, ðàññìîòðåòü ïðî-

ñòðàíñòâî X = sfin(I), ñíàáæåííîå ïðîèçâîëüíîé ëîêàëüíî âûïóêëîé òîïîëîãèåé, è íàé-

òè â íåì òàêîå àðõèìåäîâî âûïóêëîå ìíîæåñòâî C, íå ñîäåðæàùåå ëó÷åé, ÷òî 0 /∈ C è

0 ∈ clC. Ïîêàæåì, ÷òî òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò ìíîæåñòâî

C :=

{
x ∈ s+fin(I) :

∑

i∈I

x(i) 6 1,
∑

i∈I

√
x(i) > 1

}
.

Êàê ëåãêî âèäåòü, 0 /∈ C, ìíîæåñòâî C âûïóêëî è íå ñîäåðæèò ëó÷åé, à àðõèìåäîâîñòü C
âûòåêàåò èç î÷åâèäíîé çàìêíóòîñòè åãî ïåðåñå÷åíèé ñ êîíå÷íîìåðíûìè ïîäïðîñòðàí-

ñòâàìè âèäà {x ∈ X : suppx ⊂ J}, ãäå J � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî I.

Îñòàåòñÿ îáîñíîâàòü âêëþ÷åíèå 0 ∈ clC. Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ

âûïóêëóþ îêðåñòíîñòü íóëÿ U ⊂ X è ïîêàæåì, ÷òî U ∩ C 6= ∅. Äëÿ n ∈ N ïîëîæèì

In :=
{
i ∈ I : 1

n
χ{i} ∈ U

}
. Ïîñêîëüêó 0 ∈ coreU , èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

⋃
n∈N In = I. Èñ-

ïîëüçóÿ íåñ÷åòíîñòü I, �èêñèðóåì êàêîå-ëèáî ÷èñëî n ∈ N, äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâî In
áåñêîíå÷íî, è âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå ïîïàðíî ðàçëè÷íûå i1, . . . , in ∈ In. Íåïîñðåäñòâåí-
íàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ

1
n

(
1
n
χ{i1} + · · · + 1

n
χ{in}

)
ýëåìåíòîâ

1
n
χ{ik} ∈ U ïðèíàäëåæèò êàê U , òàê è C. ⊲

4.3. Ñëåäñòâèå. Â ëþáîì ëîêàëüíî âûïóêëîì ïðîñòðàíñòâå íåñ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè

ñóùåñòâóåò íåçàìêíóòûé àðõèìåäîâ êîíóñ.

⊳ Ïóñòü Y � êàêîå-ëèáî íåñ÷åòíîìåðíîå ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî â ðàññìàòðè-

âàåìîì ïðîñòðàíñòâå X. Ñîãëàñíî 4.2 â Y èìååòñÿ íåçàìêíóòîå àðõèìåäîâî âûïóêëîå

ìíîæåñòâî C, íå ñîäåðæàùåå ëó÷åé. Âûáèðàÿ z ∈ X \ Y è èñïîëüçóÿ 4.1, çàêëþ÷àåì,

÷òî cone(C + z) � íåçàìêíóòûé àðõèìåäîâ êîíóñ â X. ⊲

Òàêèì îáðàçîì, â íåñ÷åòíîìåðíîì ñëó÷àå íåçàìêíóòûå àðõèìåäîâû êîíóñû ñóùå-

ñòâóþò äàæå â ñèëüíåéøåé ëîêàëüíî âûïóêëîé òîïîëîãèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â êîíå÷-

íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ âñå àðõèìåäîâû êîíóñû çàìêíóòû. Â ñ÷åòíîìåðíîì æå ñëó÷àå

èíòåðåñóþùèé íàñ âîïðîñ îêàçûâàåòñÿ íàèáîëåå ñëîæíûì. Íà äàííûé ìîìåíò ìû íå

âëàäååì èñ÷åðïûâàþùèì îïèñàíèåì òîïîëîãèé, äîïóñêàþùèõ íàëè÷èå íåçàìêíóòûõ àð-

õèìåäîâûõ êîíóñîâ â ñ÷åòíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü çàìåòêè ïîñâÿùåíà

èçëîæåíèþ íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ íà ïóòè ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è.

Êàê èçâåñòíî, âî âñåõ òîïîëîãèÿõ, ñîãëàñîâàííûõ ñ äàííîé äâîéñòâåííîñòüþ, çàìêíó-

òûå âûïóêëûå ìíîæåñòâà îäíè è òå æå (ñì., íàïðèìåð, [1, 10.4.9; 3, 8-3.6℄). Ñëåäîâàòåëü-

íî, èçó÷àåìîå íàìè ñâîéñòâî ëîêàëüíî âûïóêëîãî ïðîñòðàíñòâà X ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿ-

åòñÿ åãî òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûì ïðîñòðàíñòâîì X ′
, à òî÷íåå, ðàñïîëîæåíèåì X ′

â X#
. Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X ñíàáæåíî ñëàáîé òîïîëîãèåé, ñî-

ãëàñîâàííîé ñ äâîéñòâåííîñòüþ ìåæäó X è X ′
.

Èç ñêàçàííîãî âûøå ÿñíî, ÷òî ìû íå îãðàíè÷èì îáùíîñòü, ïåðåéäÿ ê ðàññìîòðåíèþ

ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ âèäà Sfin |Y :=
(
Sfin, σ(Sfin |Y )

)
, ãäå Sfin := sfin(N), Y �
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âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî S := s(N), à σ(Sfin |Y ) � ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ íà Sfin, íàâåäåí-

íàÿ Y ïîñðåäñòâîì äâîéñòâåííîñòè 〈x |y〉 =
∑

n∈N x(n)y(n).
Ïîñêîëüêó èñïîëüçóåìîå íàìè ïîíÿòèå ëîêàëüíî âûïóêëîãî ïðîñòðàíñòâà âêëþ÷àåò

òðåáîâàíèå õàóñäîð�îâîñòè, óìåñòíî ñðàçó îïèñàòü ïîäïðîñòðàíñòâà Y ⊂ S, íàâîäÿùèå

îòäåëèìóþ òîïîëîãèþ σ(Sfin |Y ).

4.4. Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Y ⊂ S ðàâíîñèëüíû:

(a) ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ σ(Sfin |Y ) õàóñäîð�îâà;
(b) (∀x ∈ Sfin\{0})(∃ y ∈ Y ) 〈x |y〉 6= 0;
() Y ïëîòíî â S îòíîñèòåëüíî (òèõîíîâñêîé) òîïîëîãèè ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè;

(d) (∀n ∈ N)(∀ z ∈ Rn)(∃ y ∈ Y ) y(1) = z(1), . . . , y(n) = z(n);
(e) (∀n ∈ N)(∃ y ∈ Y ) y(1) = · · · = y(n− 1) = 0, y(n) = 1.

Ïðîñòðàíñòâî Y , îáëàäàþùåå ëþáûì èç ðàâíîñèëüíûõ ñâîéñòâ 4.4 (a)�(e), áóäåì íà-

çûâàòü ïðåäñòàâèòåëüíûì.

Â ðàìêàõ ââåäåííûõ âûøå îáîçíà÷åíèé èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (Sfin |Y )′ = Ŷ , ãäå
Ŷ := {ŷ : y ∈ Y } � ïðîñòðàíñòâî êåò-�óíêöèîíàëîâ ŷ := 〈· |y〉 (ñì. [1, 10.3, 10.4℄).

Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð�èçìà z 7→ ẑ ìåæäó S è S
#
fin ðàñïîëîæåíèå Y

â S ïîâòîðÿåò ðàñïîëîæåíèå (Sfin |Y )′ â S
#
fin, à èíòåðåñóþùèé íàñ âîïðîñ ïðèîáðåòàåò

ñëåäóþùóþ �îðìóëèðîâêó.

4.5. Çàäà÷à. Âûÿñíèòü, äëÿ êàêèõ ïðåäñòàâèòåëüíûõ âåêòîðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

Y ⊂ S â ïðîñòðàíñòâå Sfin |Y ñóùåñòâóåò íåçàìêíóòûé àðõèìåäîâ êîíóñ.

Ïðîñòðàíñòâà Y , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ çàäà÷è 4.5, óñëîâèìñÿ äëÿ êðàòêîñòè

íàçûâàòü òîíêèìè.

Áåçóñëîâíî, ÷åì ìåíüøå ïðîñòðàíñòâî Y , òåì ñëàáåå òîïîëîãèÿ σ(Sfin |Y ) è òåì áîëü-

øå â ïðîñòðàíñòâå Sfin |Y íåçàìêíóòûõ êîíóñîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêîå (ïðåäñòàâèòåëü-

íîå) ïîäïðîñòðàíñòâî òîíêîãî ïðîñòðàíñòâà òàêæå ÿâëÿåòñÿ òîíêèì. Â ÷àñòíîñòè, åñëè

áû òîíêèì îêàçàëîñü âñå ïðîñòðàíñòâî S, çàäà÷à 4.5 áûëà áû òðèâèàëüíîé.

4.6. Ïðîñòðàíñòâî S íå ÿâëÿåòñÿ òîíêèì: â Sfin |S âñå àðõèìåäîâû âûïóêëûå ìíîæå-

ñòâà çàìêíóòû.

⊳ Êàê èçâåñòíî, íà Sfin ñèëüíåéøàÿ ëîêàëüíî âûïóêëàÿ òîïîëîãèÿ τ(Sfin |S) ÿâëÿåòñÿ
ñåêâåíöèàëüíîé (ñì. [3, 12-3.113℄). Ñ ó÷åòîì 3.1 (h) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå àðõèìåäîâû

âûïóêëûå ìíîæåñòâà çàìêíóòû â τ(Sfin |S), à çíà÷èò, è â σ(Sfin |S). ⊲

Èòàê, ñàìî ïðîñòðàíñòâî S íå ÿâëÿåòñÿ òîíêèì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ïîêàçàíî

íèæå, â S èìåþòñÿ òîíêèå ïîäïðîñòðàíñòâà.

4.7. Åñëè â õàóñäîð�îâîì òîïîëîãè÷åñêîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå X ñóùåñòâóåò

íåçàìêíóòîå ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî, òî â X ñóùåñòâóåò íåçàìêíóòûé àðõèìå-

äîâ êîíóñ.

⊳ Èñïîëüçóÿ ñ�îðìóëèðîâàííûå óñëîâèÿ, íåñëîæíî íàéòè ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ìíî-

æåñòâî E ⊂ X è ýëåìåíò x ∈ X òàêèå, ÷òî x ∈ clE \ linE. Ñîãëàñíî 3.3 ìíî-

æåñòâî coneE ÿâëÿåòñÿ àðõèìåäîâûì êîíóñîì. Ýòîò êîíóñ íå çàìêíóò, ïîñêîëüêó

x ∈ clE \ linE ⊂ cl coneE \ coneE. ⊲

Êàê ëåãêî âèäåòü, óñëîâèþ 4.7 óäîâëåòâîðÿåò ëþáîå áåñêîíå÷íîìåðíîå íîðìèðîâàí-

íîå ïðîñòðàíñòâî X. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïðèìåðîì òîíêîãî ïðîñòðàíñòâà

ñëóæèò ℓ∞(N) (êàê è ëþáîå åãî ïðåäñòàâèòåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî).

Åñòåñòâåííî âîçíèêàþùàÿ ãèïîòåçà î òîì, ÷òî â Sfin |Y âñå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå

ìíîæåñòâà çàìêíóòû ëèøü â ñëó÷àå Y = S, îïðîâåðãàåòñÿ ñëåäóþùèì íåòðèâèàëüíûì

êëàññîì êîíòðïðèìåðîâ.
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4.8. Òåîðåìà. Ïóñòü Λ � ïðîèçâîëüíîå íåîãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî R. Òîãäà

â ïðîñòðàíñòâå Sfin | lin Λ
N
âñå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ìíîæåñòâà çàìêíóòû.

⊳ Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïðîèçâîëüíîå ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ Sfin
è ïîêàçàòü, ÷òî 0 /∈ clE â òîïîëîãèè σ(Sfin | lin Λ

N). Ñ ýòîé öåëüþ ìû ïîñòðîèì ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü y ∈ ΛN
, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ |〈e |y〉| > 1 äëÿ âñåõ e ∈ E. Èñêîìûå

÷èñëà y(n) ∈ Λ îïðåäåëèì ñëåäóþùåé ðåêóðñèåé ïî n ∈ N: åñëè y(1), . . . , y(n − 1) ∈ Λ
óæå îïðåäåëåíû, âûáåðåì y(n) ∈ Λ òàê, ÷òîáû

|y(n)| >
1

|e(n)|

(
1 +

∣∣∣∣
n−1∑

i=1

e(i)y(i)

∣∣∣∣
)

äëÿ âñåõ e ∈ En, ãäå En = {e ∈ E : e(n) 6= 0, (∀ i > n) e(i) = 0}. (Áëàãîäàðÿ ëèíåé-

íîé íåçàâèñèìîñòè ìíîæåñòâî En êîíå÷íî, è ïîýòîìó íóæíîå ÷èñëî y(n) ñóùåñòâóåò.)
Íåðàâåíñòâî |〈e |y〉| > 1 ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ e ∈ E, òàê êàê ïðè e ∈ En ìû èìååì

|〈e |y〉| =

∣∣∣∣
n∑

i=1

e(i)y(i)

∣∣∣∣ > |e(n)y(n)| −

∣∣∣∣
n−1∑

i=1

e(i)y(i)

∣∣∣∣ > 1

è, êðîìå òîãî,

⋃
n∈NEn = E. ⊲

Çàìåòèì, ÷òî lin ΛN 6= S, íàïðèìåð, â ñëó÷àå Λ ⊂ Q. Äåéñòâèòåëüíî, R ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé áåñêîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì Q, â òî âðåìÿ êàê îáðàç

{y(n) : n ∈ N} ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè y ∈ linQN
ñîäåðæèòñÿ â ïîäïðîñòðàíñòâå R,

èìåþùåì êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü íàä Q.

Ïðèâåäåííûé ïðèìåð íå ñíèìàåò âîïðîñ î òîì, âñå ëè ïðîñòðàíñòâà, îòëè÷íûå îò S,

ÿâëÿþòñÿ òîíêèìè. Òåì íå ìåíåå èìåþòñÿ îïðåäåëåííûå àðãóìåíòû â ïîëüçó ñëåäóþùåãî

ïðåäïîëîæåíèÿ.

4.9. �èïîòåçà. Ïðîñòðàíñòâî linQN
íå ÿâëÿåòñÿ òîíêèì, ò. å. âñå àðõèìåäîâû êîíóñû

â ïðîñòðàíñòâå Sfin çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî ñëàáîé òîïîëîãèè σ(Sfin | linQ
N).

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî çàäà÷à êàðäèíàëüíî óïðîùàåòñÿ ïðè çàìåíå êîíóñîâ êëèíüÿìè.

Ïîñêîëüêó âñÿêîå âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ àðõèìåäîâûì êëèíîì, îïèñàòü

ñ÷åòíîìåðíûå ëîêàëüíî âûïóêëûå ïðîñòðàíñòâà, ñîäåðæàùèå íåçàìêíóòûé àðõèìåäîâ

êëèí, íå ñîñòàâëÿåò òðóäà: ýòî â òî÷íîñòè òå ïðîñòðàíñòâà X, äëÿ êîòîðûõ X ′ 6= X#
.

Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ ñëó÷àÿ êîíóñîâ îêàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíîé.

Àâòîðû ïðèçíàòåëüíû Ê. Â. Ñòîðîæóêó çà ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ.
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NONCLOSED ARCHIMEDEAN CONES

IN LOCALLY CONVEX SPACES

Gutman A. E., Emel'yanov E. Yu., and Matyukhin A. V.

The problem is stated of desribing the lass of loally onvex spaes whih inlude nonlosed Arhimedean

ones. Some results are presented in the ourse of solving the problem.

Key words: Arhimedean ordered vetor spae, loally onvex spae, weak topology, one, wedge.


