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GL(n, k) � ~��������L�����������������������	���2�������=~����L��~�������������U�������2���������������P���������������������
tij(α)

���L����������~� ����������
(i, j)

�
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H
��~������������U����������£I�������	�¥�z�r���������r����¦����¥�§��~��=�u�������2��������������¨��������������������¨z���I������~���~���~��^~�����~��`��~� �������������~�~���� � ~��������������������������������	� ¡#© ~����� �����~��������I��������~����������~��������������

H
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n
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(i, j)
������~���������~�«�¬ © (i− j, n) = 1
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H � ~��������������������������������	� ¡
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[�º�»�º�¼#½'¾�¿PÀ	¾�ºÂÁ2º�Ã2Ä�¼	Å�Á	ÁrÆ

H
Á2º�Ç2È2º�ÉÊÇ2Ë	È2Ì�É	È2º�ÉÍÄ�¼	Å�Á	Á	Î

GL(n, k) Ï º�Ä�Æ�¾�ÆR¾�¼rÆ�È2Ð�»�Ì�Ñ	Ò	Ë	½�ÓÔ ËÂÕ×Ö�ØÙ¿rÌ�Ð�Ç2Ë�º�ÈrÆ=Ð�º�ÃrÌ�¼#Ú�Ë	¾uÛ�ÇrÌ Ô Ì�È	¾�Æ�¼	È	ÎiÌ!¾�¼rÆ�È2Ð�»�Ì�Ñ	Ò	Ë	Ë tij(α) = e+ αeij
ÈrÆ�»�Ð�Ì�ÜzÁ2º�Ý�Ë	Ò	Ë	½�Ü

(i, j)
¿
i 6= j Þ Ã	Ç2½ßÈ2Ì�Ñ�º�¾�º�¼	Î7Ü α ∈ k

¿
α 6= 0 à�á VfÈrÆ�Ð�¾�º�½'â�Ì�É¹¼rÆ Ï º�¾�Ì Ô ÎfÃrº�Ñ'Æ�Ý�Î1»#Æ�Ì Ô ¿7À	¾�ºÌ�Ð�Ç2ËãÁ2º�Ã2Ä�¼	Å�Á	ÁrÆ

H
Ð�º�ÃrÌ�¼#Ú�Ë	¾�È2Ì�¼rÆ�Ð�â�Ì�Á	Ë Ô Î1É Ô Æ�Ñ�Ð�Ë Ô Æ�Ç2ä�È	Î1Éß¾�º�¼�ËãÛ�ÇrÌ Ô Ì�È	¾�Æ�¼	È	Å�åæ¾�¼rÆ�È2Ð�Ó

»�Ì�Ñ	Ò	Ë	åçÈrÆGÈ2Ì�Ñ�º�¾�º�¼2º�Éwº�Ã2È2º�É§Á2º�Ý�Ë	Ò	Ë	Ë�¿'¾�º!º�ÈrÆ Ï º�Ä�Æ�¾�Æ!¾�¼rÆ�È2Ð�»�Ì�Ñ	Ò	Ë	½ Ô Ë á JGÆ Ô Á	¼2Ì�ÃrÐ�¾�Æ�»�Ç2½	Ì�¾�Ð�½Ë	È	¾�Ì�¼2Ì�Ð�È	Î Ô ËèÐ�ÇrÌ�Ã2Å�åPâ!Ë	Éw¼2Ì�Ý�Å�Ç2ä�¾�Æ�¾�¿rÃrº�Ñ'Æ�Ý�Æ�È	È	Î1É4»=¼rÆ Ï º�¾�Ì�é�Ì�Ð�Ç2ËèÁ2º�Ã2Ä�¼	Å�Á	ÁrÆ H Ð�º�ÃrÌ�¼#Ú�Ë	¾
Ò	Ë	Ñ'Ç2Ë	À2Ì�Ð�Ñ	Å�å Ô Æ�¾�¼	Ë	Ò	Å#ÓêÁ2Ì�¼2Ì�Ð�¾�Æ�È2º�»�Ñ	ÅÊÁ2º�¼#½�Ã2Ñ'Æ n ËµÛ�ÇrÌ Ô Ì�È	¾�Æ�¼	È	Å�åë¾�¼rÆ�È2Ð�»�Ì�Ñ	Ò	Ë	åìÁ2º�Ý�Ë	Ò	Ë	Ë
(i, j)

¾�Æ�Ñ�º�É�¿2À	¾�º=JUd�Z
(i− j, n) = 1

¿	¾�º�Á2º�Ã2Ä�¼	Å�Á	ÁrÆ
H Ï º�Ä�Æ�¾�Æ�¾�¼rÆ�È2Ð�»�Ì�Ñ	Ò	Ë	½ Ô Ë ád`¾ Ô Ì�¾�Ë Ô ¿íÀ	¾�ºwÁ2Ì�¼	»�Î1ÉRË	ÝuÐ�îGº�¼ Ô Å�Ç2Ë	¼2º�»#Æ�È	È	Î7ÜÂ¼2Ì�Ý�Å�Ç2ä�¾�Æ�¾�º�»4Ãrº�Ñ'Æ�Ý�Æ�ÈR»RÕ ï�ØÙ¿íº�Ã2ÈrÆ�Ñ�º	¿íÃrº�ÓÑ'Æ�Ý�Æ�¾�Ì�Ç2ä�Ð�¾�»�º	¿LÁ	¼	Ë	»�Ì�ÃrÌ�È	È2º�Ìã»çÕ ï�ØGÃrº�Ð�¾�Æ�¾�º�À	È2ºµÐ�Çrº�Ú�È2º�Ì�¿LËçÐ�º�Á	¼2º�»�º�Ú�Ã�Æ�Ì�¾�Ð�½ðÄ�¼2º Ô º�Ý�Ã2Ñ	Ë Ô Ë»�Î1À	Ë2Ð�ÇrÌ�È	Ë	½ Ô Ë á@rBòñ4yrmíó`ô�õ,öemeyrpr÷¥qçmeo�ø�ô�õ,ù'ú�q	ú'yrpaöûyr|ry2ø#üeq#ýeo#üeö�nIB T�îGº�¼ Ô Å�Ç2Ë	¼	Å�Ì Ô º�Ð�È2º�»�È	ÎiÌè¼2Ì�Ó

Ý�Å�Ç2ä�¾�Æ�¾�Îæ¼rÆ Ï º�¾�Î á ZGÇ2½ÂÒ	Ë	Ñ'Ç�Æ π = (1 2 . . . n)
Ã	Ç2Ë	È	Î

n
À2Ì�¼2Ì�Ý

(π)
º Ï º�Ý�ÈrÆ�À	Ë ÔaÔ Æ�¾�¼	Ë	Ò	Å#ÓÁ2Ì�¼2Ì�Ð�¾�Æ�È2º�»�Ñ	ÅzÁ2º�¼#½�Ã2Ñ'Æ

n áþ�o#yrmeo�óPqð@rBiÿ` 2�����è0 - ����"2 	0	0��
H
*
H 6 GL(n, k)

* � - �N��"	���8�����8������$8����"�$� �� ��"���$8��
'���	�

 ��� tij(ξ) Þ �����Â$8��� - � - "�/� i 6= j

*
ξ 6= 0)

�R������"�� 
  	� 08��"N��������$ - 
��� (π)
0 - "������	�

n
6�� ���	�

���8;
(i− j, n) = 1

* � - 0 - ����"2 	0	0��
H � - �������u��"���$8��
'��� 
 ���	�í� 6þ�o#yrmeo�óPqSA8B1ÿ` 2�����

H � 0 - ����"2 	0	0��u0 - �	$ - �Â�	�	$8���	$ - ����"2 	0	0	/
GL(n, k)

* � - �N��"	�����=���
$8��"������¤��0	�2�í/1�Ê�����2���2��������$	/1�ð� - "

T = T (d)
* ��
��	���$	$	/1�ç�!"������	�	������$	/i� "������!�#"N��$	�8���

k( p
√
d)
������08��$	�

n
- ��$ - 
�$ - � - 0 - ���

k
$8��������$ - ���'��"����8����"��8�����	�	� Þ �í�	$	�2 - ��" - 0	$	/1�¹� - " à 6�� ����	�

H
� - �N��"	���8�����8������$8����"�$� ��æ��"���$8��
'��� 
 ��� * � - 0 - ����"2 	0	0�� H � - �������u��"���$8��
'��� 
 ���	�í� 6Y^ÝG¾�Ì�º�¼2Ì Ô Î?ÖLÈ2Ì�Á2º�Ð�¼2Ì�ÃrÐ�¾�»�Ì�È	È2º¤»�Î1¾�Ì�Ñ'Æ�åP¾uÐ�ÇrÌ�Ã2Å�åPâ!Ë2ÌLÐ�ÇrÌ�ÃrÐ�¾�»�Ë	½ á� õ,o! #"�ú'pröeoð@rBG�a 2��� - 
����$�S��� - "N���í/

1
* �����	�

t21(ξ) ∈ H
�	�	�

tn,1(ξ) ∈ H
*
ξ 6= 0,

� -
0 - ����"2 	0	0��

H � - �������u��"���$8��
'��� 
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¤� 6���6
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n = p � 0#" - ��� - ��$����� #"�������$ - �w���8��� -�* 0 - ����"2 	0	0��
H
� - �N��"	���8�

���8������$8����"�$� �� ��"���$8��
'��� 
 ��� tij(ξ)
*
i 6= j

*
ξ 6= 0,

� 
 �	�	�	���������� ��Í������"�� 
  	� 08��"N��������$ - 
��� (π)0 - "������	�
p
6i+�- ������0 - ����"2 	0	0��

H � - �������u��"���$8��
'��� 
 ���	�í� 6V ¼rÆ Ï º�¾�Ì`Á	¼	Ë	È	½'¾�ÎÍÐ�ÇrÌ�Ã2Å�åPâ!Ë2ÌPÐ�¾�Æ�È'Ã�Æ�¼	¾�È	ÎiÌLº Ï º�Ý�ÈrÆ�À2Ì�È	Ë	½¥é In = {1, 2, . . . , n} � º�¾�¼2Ì�Ý�º�Ñ
ÈrÆ�¾�Å�¼rÆ�Ç2ä�È2º�Ä�º�¼#½�Ã�Æ'¿

n > 2 � εs = (0, . . . , 1, . . . , 0)
¿
1 6 s 6 n, �

Ð�¾�Æ�È'Ã�Æ�¼	¾�È	Î1É Ï Æ�Ý�Ë2Ð^Æ�¼	Ë2î Ô Ì�Ó¾�Ë	À2Ì�Ð�Ñ�º�Ä�º
n
Ó Ô Ì�¼	È2º�Ä�ºUÁ	¼2º�Ð�¾�¼rÆ�È2Ð�¾�»#Æ kn � eij � Ô Æ�¾�¼	Ë	ÒrÆUÅ�Ñ�º�¾�º�¼2º�É§ÈrÆLÁ2º�Ý�Ë	Ò	Ë	Ë (i, j)

Ð�¾�º�Ë	¾§Ö�¿
Æ4ÈrÆ�º�Ð�¾�Æ�Ç2ä�È	Î7Ü Ô Ì�Ð�¾�Æ�Ü È	Å�Ç2Ë � e � Ì�Ã2Ë	È	Ë	À	ÈrÆ�½ Ô Æ�¾�¼	Ë	ÒrÆ�Á2º�¼#½�Ã2Ñ'Æ n � tij(α) = e + αeij �Û�ÇrÌ Ô Ì�È	¾�Æ�¼	ÈrÆ�½è¾�¼rÆ�È2Ð�»�Ì�Ñ	Ò	Ë	½¥¿ α ∈ k � k � Á2º�ÇrÌLÈ2Ì�À2Ì�¾�È2º�ÉzÜ�Æ�¼rÆ�Ñ	¾�Ì�¼	Ë2Ð�¾�Ë	Ñ	Ë á]^Å�Ð�¾�ä

π = (1 2 . . . n) �
Ò	Ë	Ñ'Ç�Ã	Ç2Ë	È	Î

n
¿�Á2º�Çrº�Ú�Ë Ô σ = πk−1 = (1 2 . . . n)k−1 ¿ 2 6 k 6 n,

σ =

(

1 2 . . . n− k n− k + 1 n− k + 2 . . . n
k k + 1 . . . n− 1 n 1 . . . k − 1

)

.

ZGÇ2½¹Á	¼2º�Ë	Ý�»�º�Ç2ä�È2º�ÉµÁ2Ì�¼2Ì�Ð�¾�Æ�È2º�»�Ñ	Ë
ω
À2Ì�¼2Ì�Ý

(ω)
º Ï º�Ý�ÈrÆ�ÀrÆ�Ì�¾�Ð�½ Ô Æ�¾�¼	Ë	ÒrÆ�ÓêÁ2Ì�¼2Ì�Ð�¾�Æ�È2º�»�Ñ'Æ'¿`Û�ÇrÌ�ÓÔ Ì�È	¾�Î Ñ�º�¾�º�¼2º�ÉSº�Á	¼2Ì�ÃrÌ�Ç2½'åP¾�Ð�½ÊîGº�¼ Ô Å�Çrº�É�é (ω)ij = δi,ω(j)

¿�Ä�ÃrÌ
δrs �

Ð�Ë Ô »�º�ÇSW^¼2º�È2Ì�Ñ�Ì�¼rÆ áJLÌ�¾�¼	Å�Ã2È2º=Á	¼2º�»�Ì�¼#½	Ì�¾�Ð�½èîGº�¼ Ô Å�Ç�Æ Þ a = (aij) à
((ω)−1a(ω))ij = aω(i)ω(j), (1)

[x, y] = xyx−1y−1 �
Ñ�º Ô,Ô Å�¾�Æ�¾�º�¼�Û�ÇrÌ Ô Ì�È	¾�º�» x, y áZGÇ2½ßÁ	¼2º�Ë	Ý�»�º�Ç2ä�È2º�Ä�ºã»�Ì�Ñ	¾�º�¼rÆ

x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ kn \ 0̄ ¼rÆ�Ð�Ð Ô º�¾�¼	Ë ÔcÔ Æ�¾�¼	Ë	Ò	Å c(x) ¿Û�ÇrÌ Ô Ì�È	¾�ÎðÑ�º�¾�º�¼2º�Éè»�Î1À	Ë2Ð�Ç2½'åP¾�Ð�½wÁ2º=îGº�¼ Ô Å�Ç�Æ Ô Þ d ∈ k à

(c(x))ij =

{

xi+1−j , j 6 i;

dxn+i+1−j , j > i+ 1.

]^Å�Ð�¾�ä
xn−d � È2Ì�Á	¼	Ë	»�º�Ã2Ë Ô Î1É Ô È2º�Ä�º�À'ÇrÌ�È�Ð�¾�Ì�Á2Ì�È	Ë n ÈrÆ�Ã!Á2º�ÇrÌ Ô k ¿ d ∈ k. KNº�Ä�Ã�Æ ei = θi−1 ¿

1 6 i 6 n, θ = n
√
d
º Ï ¼rÆ�Ý�Å�åP¾wÐ�¾�Æ�È'Ã�Æ�¼	¾�È	Î1É Ï Æ�Ý�Ë2Ð�¼rÆ�Ã2Ë	Ñ'Æ�Ç2ä�È2º�Ä�ºw¼rÆ�Ð	�!Ë	¼2Ì�È	Ë	½ K = k( n

√
d)Ð�¾�Ì�Á2Ì�È	Ë

n
Á2º�Ç2½

k á HèÎ ¼rÆ�Ð�Ð Ô Æ�¾�¼	Ë	»#Æ�Ì Ô È2Ì�¼rÆ�Ð�â�Ì�Á	Ë Ô Î1É Ô Æ�Ñ�Ð�Ë Ô Æ�Ç2ä�È	Î1É ¾�º�¼ T = T (d)
¿

Ñ�º�¾�º�¼	Î1Éu½'»�Ç2½	Ì�¾�Ð�½¤º Ï ¼rÆ�Ý�º ÔÂÔ Å�Ç2ä�¾�Ë	Á'Ç2Ë	Ñ'Æ�¾�Ë	»�È2º�ÉzÄ�¼	Å�Á	Á	Î Á2º�Ç2½ K = k( n
√
d)
Á	¼	Ë=¼2Ì�Ä�Å�Ç2½'¼	È2º Ô»�Çrº�Ú!Ì�È	Ë	Ë�Ì�ÌP»

GL(n, k) á Vµ»�Î Ï ¼rÆ�È	È2º Ô Ï Æ�Ý�Ë2Ð�Ì^¾�º�¼ T = T (d)
º�Á	¼2Ì�ÃrÌ�Ç2½	Ì�¾�Ð�½wÑ'Æ�Ñ Ô Æ�¾�¼	Ë	À	ÈrÆ�½Ä�¼	Å�Á	ÁrÆ

T = T (d) = {c(x) : x ∈ kn \ 0̄}.

¥Æ Ô Ì�¾�Ë Ô ¿�À	¾�ºi¾�º�¼ T = T (d)

Ð�º�ÃrÌ�¼#Ú�Ë	¾^Ò	Ë	Ñ'Ç2Ë	À2Ì�Ð�Ñ	Å�å Ô º�È2º Ô ËrÆ�Ç2ä�È	Å�å Ô Æ�¾�¼	Ë	Ò	ÅLÁ2º�¼#½�Ã2Ñ'Æ n
Þ Á2º Ô º�Ã2Å�Ç2åaÐ�Ñ'Æ�Ç2½'¼	È	Î7Ü Ô Æ�¾�¼	Ë	Ò à�á MðË Ô Ì�È	È2º	¿2¾�Æ�Ñ�º�»�º�É Ô Æ�¾�¼	Ë	Ò2Ì�Éè½'»�Ç2½	Ì�¾�Ð�½ c(0, 1, 0, . . . , 0) á

A8BPl4yr÷¥q'ø#q	ú'o�õ,ù	"�ú'pryRú'o#yrmeo�ó�� @
VÊÛ�¾�º Ô ÁrÆ�¼rÆ�Ä�¼rÆ�îGÌ Ô ÎÍÃrº�Ñ'Æ�Ý�Î1»#Æ�Ì Ô ¾�Ì�º�¼2Ì Ô Å�Ö á
èo�ó^óPq¹@rBíÿ` 2�����

π = (1 2 . . . n) � 
 �	�	�¤���	�	$	/ n
* �����8��� *

σ = πk−1, 2 6 k 6 n
6i+�- �����

1)
0 - "���� - � |σ| ���8������$8��� σ "���
'��$

|σ| = n

(n, k − 1)
,

���N�
(n, k − 1) =

���8;
(n, k − 1)

* 0#"�������� ��� - �z0 - "���� - �S� - 
�0����������4��$����2����$����!�2�
m
* �����

� - � - " - � -
σm(1) = 1 : |σ| = min{m : σm(1) = 1};

2)
�����z��� � /� i 6= j

�2�������
i− j ≡ (σ(i) − σ(j))(mod n) �



� �8������$8����"�$	/^�!��"���$8��
'��� 
 �	�è
=$�������"2 	0	0����z$8��"������¤��0	�2� - � - �����2���2��������$ - � - � - "�� Ö��
3)
�2�������!������� -��G- "8�N ����

σ(i) = πk−1(i) =

{

i+ k − 1, 1 6 i 6 n− k + 1;

i+ k − 1− n, n− k + 2 6 i 6 n.
(2)

C
Ö à ]LÌ�¼	»#Æ�½¤îGº�¼ Ô Å�Ç�Æ^Ð�Á	¼rÆ�»�Ì�Ã	Ç2Ë	»#ÆLÃ	Ç2½�Ç2å Ï º�Ä�ºLÛ�ÇrÌ Ô Ì�È	¾�Æ a Ñ�º�È2Ì�À	È2º�Ä�ºUÁ2º�¼#½�Ã2Ñ'Æ n á V�¾�º�Ó¼rÆ�½§ÀrÆ�Ð�¾�ä¤Å�¾�»�Ì�¼#Ú�ÃrÌ�È	Ë	½zÇrÌ�Ä�Ñ�º�»�Î1¾�Ì�Ñ'Æ�Ì�¾uË	ÝL¾�º�Ä�º	¿	À	¾�º

πm(1) = 1⇐⇒ πm = (1).

ï à Z!º�Ð�¾�Æ�¾�º�À	È2º¤¼rÆ�Ð�Ð Ô º�¾�¼2Ì�¾�äu¾�¼	Ë�Ð�Ç2Å�ÀrÆ�½ 1 6 j < i 6 n− k + 1
¿
n− k + 2 6 j < i 6 n

Ë
1 6 j 6 n− k + 1

¿
n− k + 2 6 i 6 n á V7º�»�Ð�Ì�ÜwÐ�Ç2Å�ÀrÆ�½�Ü i− j ≡ (σ(i) − σ(j))(mod n) á� à�� º�¼ Ô Å�Ç�Æ Þ ï à »�Î1¾�Ì�Ñ'Æ�Ì�¾uË	ÝGº�Á	¼2Ì�ÃrÌ�ÇrÌ�È	Ë	½wÁ2Ì�¼2Ì�Ð�¾�Æ�È2º�»�Ñ	Ë σ á B�	��
���������������IVÊÃ�Æ�Ç2ä�È2Ì�É���Ì Ô Ô ÎçÁ	¼2Ì�Ã2Á2º�Ç�Æ�Ä�Æ�Ì Ô ¿rÀ	¾�º�Á2º�Ã2Ä�¼	Å�Á	ÁrÆ H Ð�º�ÃrÌ�¼#Ú�Ë	¾ Ô Æ�¾�¼	Ë'ÓÒ	Å#ÓêÁ2Ì�¼2Ì�Ð�¾�Æ�È2º�»�Ñ	Å

(π) á�zmeo! íõ,y��ão#üeöeoã@rBíÿ` 2�����
j > 2

*
k = n− j + 2

*
σ = πk−1.

+�- �������2�������!������� -��G- "8�N ����

(σ)−1tij(α)(σ) = tσ(i)1(α), (3)

���N�
σ(j) = 1

*
i−j ≡ (σ(i)−1)(mod n)

6 �ß�#������$ - ����� * �����	�
tij(α) ∈ H

�����L$8��� - � - "�/�
i 6= j

* � -
tr1(α) ∈ H

�����
r = σ(i)

6 ;u���8��� * �����	�
tr1(α) ∈ H

�����z
'���9�
r > 2 Þ �w$8��� - � - "�/�è$8��$� ��8��
�/�

α ∈ k)
* � - 0 - ����"2 	0	0��

H � - �������¹��"���$8��
'��� 
 ���	�í� 6 � $���� - ������$ -�* �����	�ß����� $8��� - � - " - � -
r
*

1 6 r 6 n
* �í/ �2�������

trj(α) ∈ H
�����R
'���9�

j 6= r Þ �¹$8��� - � - "�/�¹$8��$� ��8��
�/� α ∈ k)
* � -

0 - ����"2 	0	0��
H � - �������u��"���$8��
'��� 
 ���	�í� 6

C
Z!º�Ð�¾�Æ�¾�º�À	È2º¤»�º�Ð�Á2º�Ç2ä�Ý�º�»#Æ�¾�ä�Ð�½�îGº�¼ Ô Å�Ç�Æ Ô Ë Þ Ö à Ë Þ ï à�á B

C ����� ��� �"!"�$#&%�'(!") � !"� ��* �+
,-���è]^Å�Ð�¾�ä
tij(α) ∈ H Þ Ã	Ç2½ÂÈ2Ì�Ñ�º�¾�º�¼	Î7Ü i 6= j

¿
α 6= 0 àËçJUd�Z

(i − j, n) = 1 á KNº�Ä�Ã�Æ¹Ð�º�Ä�Ç�Æ�Ð�È2º Á	¼2Ì�Ã	Çrº�Ú!Ì�È	Ë	å Ö
tσ(i)1(α) ∈ H

¿`Á	¼	Ë	À2Ì Ô (σ(i) −
1) ≡ (i − j)(modn)

¿,ÆwÁ2º�¾�º Ô ÅRJUd�Z (σ(i) − 1, n) = 1 Þ Ì�Ð�Ç2Ë j > 2
¿í¾�º Ï Ì�¼2Ì Ô σ = πk−1 Ë

k − 1 = n − j + 1 à�á KeÆ�Ñ	Ë Ô º Ï ¼rÆ�Ý�º Ô ¿ Ô º�Ú�È2ºwÐ�À	Ë	¾�Æ�¾�ä2¿¥À	¾�º tk1(α) ∈ H, JUd�Z (k − 1, n) = 1
Þ Æ�Á2º�¾�º Ô Å�¿8Ð�º�Ä�Ç�Æ�Ð�È2ºuÇrÌ Ô,Ô ÌuÖGÁ2º�¼#½�Ãrº�Ñ4Á2Ì�¼2Ì�Ð�¾�Æ�È2º�»�Ñ	Ë σ = πk−1 ¼rÆ�»�Ì�È n à�á Y Ô Ì�Ì Ô σ(1) = k

¿
σ−1(k) = 1

¿
tσ(1),1(α) ∈ H

Ë�Ð�º�Ä�Ç�Æ�Ð�È2ºzîGº�¼ Ô Å�ÇrÌ Þ Ö à tσ−s(1),σ−s−1(1)(α) ∈ H
¿
0 6 s 6 n − 2 áYLÐ�Á2º�Ç2ä�Ý�Å�½wË	Ý�»�Ì�Ð�¾�È	Å�å Ñ�º Ô,Ô Å�¾�Æ�Ò	Ë2º�È	È	Å�åcîGº�¼ Ô Å�Ç2Å

[tir(α), trj(β)] = tij(αβ), i 6= j, i 6= r, r 6= j, (4)

Á2º�Ç2Å�ÀrÆ�Ì Ô

[[. . . [[tσ(1),1(α), t1,σ−1(1)(α)], tσ−1(1),σ−2(1)(α)], . . .], tσ−s(1),σ−s−1(1)(α)]

= tσ(1),σ−s−1(1)(α
s+2), 0 6 s 6 n− 2.

d`¾ Ô Ì�¾�Ë Ô ¿8À	¾�º σ−s−1(1) 6= σ(1)
Ã	Ç2½è»�Ð�Ì�Ü

s
¿
0 6 s 6 n− 2 á ]Lº�Û�¾�º Ô Å Þ σ(1) = k à Ô Î Ë Ô Ì�Ì Ô

tkj(ξ) ∈ H
Ã	Ç2½R»�Ð�Ì�Ü

j 6= k Þ ËßÃ	Ç2½RÈ2Ì�Ñ�º�¾�º�¼2º�Ä�º ξ 6= 0 à�á KNº�Ä�Ã�Æ�Ð�º�Ä�Ç�Æ�Ð�È2º�Á	¼2Ì�Ã	Çrº�Ú!Ì�È	Ë	å Ö
Á2º�Ã2Ä�¼	Å�Á	ÁrÆ

H Ï º�Ä�Æ�¾�Æ�¾�¼rÆ�È2Ð�»�Ì�Ñ	Ò	Ë	½ Ô Ë á B



Ö�� ;U"�����
���� 6�� 6 * < - � � ����
¤� 6���6
� BPl4yr÷¥q'ø#q	ú'o�õ,ù	"�ú'pryRú'o#yrmeo�ó��

2

V Ð�Ë'Ç2Å�Á	¼2Ì�Ã	Çrº�Ú!Ì�È	Ë	½�Ö�¿�¾�Ì�º�¼2Ì Ô ÎaÖ1ËuÐ�ÇrÌ�ÃrÐ�¾�»�Ë	½�Öi»GÃ�Æ�Ç2ä�È2Ì�É���Ì ÔRÔ ÎÊÁ	¼2Ì�Ã2Á2º�Ç�Æ�Ä�Æ�Ì Ô ¿'À	¾�º
tk1(α) ∈ H

¿
3 6 k 6 n− 1

¿
q = k− 1

¿
2 6 q 6 n− 2

¿�JUd�Z
(q, n) = b > 2

¿
q = q1 · b

¿
n = n1 · b áZ�Æ�ÇrÌ�Ì�¿

n1 > 2 Þ Ë	ÈrÆ�À2Ì n 6 q à ¿�Á	¼	Ë	À2Ì Ô n1 = 2
¾�º�Ç2ä�Ñ�ºU»!º�Ã2È2º Ô Ð�Ç2Å�ÀrÆ�Ì�éeÑ�º�Ä�Ã�Æ n = 2b �

À2Ì�¾�È2º
Ë
k = b+ 1 á VSº�Ð�¾�Æ�Ç2ä�È	Î7ÜèÐ�Ç2Å�ÀrÆ�½�Ü n1 > 3 ád`Á	¼2Ì�ÃrÌ�Ç2Ë Ô ÃrÌ�É2Ð�¾�»�Ë2ÌPÄ�¼	Å�Á	Á	Î 〈π〉 ¿#ÈrÆ Ô È2º�Ú!Ì�Ð�¾�»�Ì In× In »�Ð�Ì�Ü=Á2º�Ý�Ë	Ò	Ë	É§Ñ	»#Æ�Ã2¼rÆ�¾�È2º�É Ô Æ�¾�Ó¼	Ë	Ò	ÎçÁ2º�¼#½�Ã2Ñ'Æ

n á MðË Ô Ì�È	È2º	¿2Á2º�Ç�Æ�Ä�Æ�Ì Ô π ◦ (i, j) = (π(i), π(j)) á
èo�ó^óPqÊA8B��è$ - �=������
 -

In × In
0#"N���N������
���������� �Â
§
��#�N� - ��� �����	$8��$	��� n - " � �8� * �	���U������2L� - � - "�/�4� - �N��"	���8�

n
���8������$8� - 
 Þ 0���" à��

O0 =
{

(1, 1), . . . , (n, n)
}

, O1 =
{

(2, 1), (3, 2), . . . , (n, n− 1), (1, n)
}

,

Oi =
{

(i+ 1, 1), (i+ 2, 2), (i+ 3, 3), . . . , (n, n− i), (1, n− i+ 1), (2, n− i+ 2), . . . , (i, n)
}

,
���N�

0 6 i 6 n− 1.
;u���8��� * $8����"2 ���$ - 
��#�N����� * ��� -

Oq =
{

(r, s) ∈ In × In : r − s ≡ (q)(modn)
}

, 0 6 q 6 n− 1.

JLÌ�Á2º�Ð�¼2Ì�ÃrÐ�¾�»�Ì�È	È2ºuË	ÝGîGº�¼ Ô Å�Ç2Î Þ Ö à Ë§ÇrÌ Ô,Ô Î ï!»�Î1¾�Ì�Ñ'Æ�Ì�¾uÐ�ÇrÌ�Ã2Å�åPâ�Æ�½
èo�ó^óPq � B	ÿ` 2�����

trs(β) ∈ H
* ���N�

r−s ≡ q(modn)
*
1 6 q 6 n−1 Þ � 6 � 6 (r, s) ∈ Oq) 67+�- �����

tij(ξ) ∈ H
�����L��� � - �G0 - �� 
 �	� (i, j) ∈ Oq Þ 0#"��G$8��� - � - " - � ξ 6= 0)

����� - � * ��� -
i−j ≡ q(modn)

6
� �#������$ - ����� *

tq+1,1(ξ) ∈ H
6

Y^Ý Þ � à Ë§ÇrÌ Ô,Ô Î ��»�Î1¾�Ì�Ñ'Æ�Ì�¾uÐ�ÇrÌ�Ã2Å�åPâ�Æ�½
èo�ó^óPq	��B7ÿ` 2�����

tir(α), trj(β) ∈ H
*
i 6= j

6u+�- �����
tkl(γ) ∈ H

�����4��� � /� k * l * k − l ≡
(i− j)(modn) Þ 0#"��w$8��� - � - " - � γ ∈ k) 6�	��
������������
 �1VÊÃ�Æ�Ç2ä�È2Ì�É���Ì Ô Þ Ã	Ç2½zÅ�Ãrº Ï Ð�¾�»#Æ�»�Î1À	Ë2Ð�ÇrÌ�È	Ë	É à ¿8Ì�Ð�Ç2Ë�º�Ã2Ë	ÈèË	ÝUË	È'ÃrÌ�Ñ�Ð�º�» Þ iË'Ç2Ë

j à Û�ÇrÌ Ô Ì�È	¾�Æ�¼	È2º�É�¾�¼rÆ�È2Ð�»�Ì�Ñ	Ò	Ë	Ë tij(∗) È2Ì�Ð�º�ÃrÌ�¼#Ú�Ë	¾�Ð�½�» In ¿�¾�º Ô ÎR¼rÆ�Ð�Ð Ô Æ�¾�¼	Ë	»#Æ�Ì Ô È2Ì�Ð�Æ Ô ËË	È'ÃrÌ�Ñ�Ð�ÎG¿'Æ^Ë'Ü�º�Ð�¾�Æ�¾�Ñ	Ë=Á	¼	Ë�ÃrÌ�ÇrÌ�È	Ë	Ë¤ÈrÆ
n á KeÆ�Ñ�¿�ÈrÆ�Á	¼	Ë Ô Ì�¼�¿#Ý�Æ�Á	Ë2Ð�ä t2,n+3(a)

Á2º�È	Ë Ô Æ�Ì�¾�Ð�½¤Ñ'Æ�Ñ
t2,3(a) áèo�ó^óPqÂ>8Beÿ` 2�����

n
0#" - �2�
 - ����$ -�* 0#"��������¹�í/ � - 0 - �	$	�8��������$ - 0#"N����0 - ����������� * ��� -�* �����	�

n = 2m
* � -

k 6= m+ 1
6`+�- �����

tql+1,1(γ) ∈ H
*
1 6 l 6 n1 − 1.

C

¥Æ Ô Ì�¾�Ë Ô ¿�À	¾�º`»^Å�Ð�Çrº�»�Ë	½�ÜUÇrÌ Ô,Ô Î	� Ô ÎRË Ô Ì�Ì Ô n1 > 3

Ë!Á2º�¼#½�Ãrº�Ñ�Á2Ì�¼2Ì�Ð�¾�Æ�È2º�»�Ñ	Ë
σ
¼rÆ�»�Ì�È

n1 á Z!º�Ñ'Æ�Ý�Æ�¾�Ì�Ç2ä�Ð�¾�»�ºãÇrÌ Ô,Ô Î Á	¼2º�»�Ì�ÃrÌ Ô Æ�ÈrÆ�Çrº�Ä�Ë	À	È2ºã¾�Ì�º�¼2Ì Ô ÌÂÖ á ]Lº4Å�Ð�Çrº�»�Ë	å tk1(α) ∈ H.Y Ô Ì�Ì Ô σ(1) = k
¿
σ−1(k) = 1

¿
tσ(1),1(α) ∈ H

Ë§Ð�º�Ä�Ç�Æ�Ð�È2º�îGº�¼ Ô Å�ÇrÌ Þ Ö à tσ−s(1),σ−s−1(1)(α) ∈ H
¿

0 6 s 6 n1 − 2 á YLÐ�Á2º�Ç2ä�Ý�Å�½wîGº�¼ Ô Å�Ç2Å Þ � à ¿	Á2º�Ç2Å�ÀrÆ�Ì Ô
[[. . . [[tσ(1),1(α), t1,σ−1(1)(α)], tσ−1(1),σ−2(1)(α)], . . .], tσ−(s−1)(1),σ−s(1)(α)]

= tσ(1),σ−s(1)(α
s+2), 0 6 s 6 n1 − 2.d`¾ Ô Ì�¾�Ë Ô ¿�À	¾�º σ−s(1) 6= σ(1)

Ã	Ç2½4»�Ð�Ì�Ü
s
¿
0 6 s 6 n1 − 2 Þ ¾�Æ�Ñ�Ñ'Æ�ÑãÁ2º�¼#½�Ãrº�ÑãÁ2Ì�¼2Ì�Ð�¾�Æ�È2º�»�Ñ	Ë

σ
¼rÆ�»�Ì�È

n1 à�á T�º�Ä�Ç�Æ�Ð�È2º¤ÇrÌ Ô,Ô Ì¤Ö Þ ï à Ë Ô Ì�Ì Ô σ−(r−1)(1) − σ−r(1) ≡ (σ1(1) − σ0(1))(modn) ≡
(k − 1)(modn)

dPÐ�¾�Æ�Çrº�Ð�äuÝ�Æ Ô Ì�¾�Ë	¾�ä2¿2À	¾�º
σ(1)− σ−s(1) = (σ(1) − σ0(1)) + (σ0(1)− σ−1(1)) + (σ−1(−1)− σ−2(1))

+ . . . + (σ−(s−1)(1)− σ−s(1)) ≡ (s+ 1)(k − 1)(modn) ≡ (s+ 1)q(modn).

TIÇrÌ�Ãrº�»#Æ�¾�Ì�Ç2ä�È2º Þ ¾�Æ�Ñ4Ñ'Æ�Ñ tσ(1),σ−s(1)(α
s+2) ∈ H à ¿rÁ2º=ÇrÌ Ô,Ô Ì � Ô Î Ë Ô Ì�Ì Ô tq(s+1)+1,1(γ) ∈ H

¿
0 6 s 6 n1 − 2 á dPÐ�¾�Æ�Çrº�Ð�ä¤Á2º�Çrº�Ú�Ë	¾�ä l = s+ 1 á B



� �8������$8����"�$	/^�!��"���$8��
'��� 
 �	�è
=$�������"2 	0	0����z$8��"������¤��0	�2� - � - �����2���2��������$ - � - � - "�� Ö �
�	��
����������� � �wKeÆ�ÑRÑ'Æ�ÑßJUd�Z

(q, n) = b > 2
¿e¾�º

ql + 1
È2Ì�ÃrÌ�Ç2Ë	¾�Ð�½ÂÈrÆ

b
¿,ÆzÁ2º�¾�º Ô Å�ËÈrÆ

n á Z�Æ�ÇrÌ�Ì�¿rº�À2Ì�»�Ë'Ã2È2º	¿	À	¾�º ql È2Ì^ÃrÌ�Ç2Ë	¾�Ð�½zÈrÆ n á� õ,o! #"�ú'pröeo2B,�  2��� - 
����$�z�8���,�í/
5
�2�������

t−q+1,1(γ), t−2q+1,1(γ) ∈ H.
C
JGÆ�Á2º Ô È	Ë Ô ¿�À	¾�º n1 > 3 á Y Ô Ì�Ì Ô qn1 ≡ 0(modn) á d`¾�Ð�å7Ã�Æ q(n1 − 1) ≡ (−q)(modn).JLº!Á2ºGÇrÌ Ô,Ô Ì � Ô ÎÊË Ô Ì�Ì Ô tq(n1−1)+1,1(γ) ∈ H á KNº�Ä�Ã�Æ!Á2ºUÇrÌ Ô,Ô Ì � Ô ÎSË Ô Ì�Ì Ô t−q+1,1(γ) ∈ H áM`ÈrÆ�Çrº�Ä�Ë	À	È2º

q(n1 − 2) ≡ (−2q)(modn) á JLºãÁ2º4ÇrÌ Ô,Ô Ì � Ô Î Ë Ô Ì�Ì Ô tq(n1−2)+1,1(γ) ∈ H áT�È2º�»#Æ�Á2º�Ç2ä�Ý�Å�½	Ð�ä=ÇrÌ Ô,Ô º�É �'¿ Ô ÎÍÁ2º�Ç2Å�ÀrÆ�Ì Ô t−2q+1,1(γ) ∈ H. BZ�Æ�ÇrÌ�Ì�¿'Ã	Ç2½z»�Ì�Ñ	¾�º�¼2º�»
x, y ∈ kn ¼rÆ�Ð�Ð Ô º�¾�¼	Ë Ô Ï Ë'Ç2Ë	È2Ì�É	È	Å�åcîGº�¼ Ô Å

(x, y) = (y, x) = y1x1 + dynx2 + dyn−1x3 + . . . + dy3xn−1 + dy2xn.

Tµ»�Ì�Ñ	¾�º�¼2º Ô α = (0, α2, α3, . . . , αn)
Ð�»�½'Ý�Æ�ÈrÆ Ô Æ�¾�¼	Ë	ÒrÆ �ëÞ º Ï â�Æ�½ à ¾�¼rÆ�È2Ð�»�Ì�Ñ	Ò	Ë	½¥é
A = e+ αT · ε1.

èo�ó^óPq�� Õ ï'¿'Á	¼2Ì�Ã	Çrº�Ú!Ì�È	Ë2Ì���Ø B,ÿ` 2�����
c−1(x) = c(x′)

6 ÿ - � - ���2�
S = S(x) = (c−1(x)− (x′, α)E)Ac(x).

+�- �����
[S]1i = δ1i

*
1 6 i 6 n, [S,A] = SAS−1A−1 = E + γ · ε1,

���N�
γ = (0, γ2, . . . , γn)

T ,
ε1 = (1, 0, . . . , 0)

* 0#"��������
γ = (S −E)αT .

;u���8��� *
γ =

[

(x, α)c−1(x)− (x′, α)c(x)− (x, α)(x′, α)
]

αT . (5)

èo�ó^óPq���B�ÿ` 2�����
2 6 k 6 n − 1

�
tk1(ξ) ∈ H

*
ξ 6= 0

6�+�- �����
tk1(λ) · tk+1,1(λ) ∈ H

�����
$8��� - � - " - � -

λ 6= 0
6

C
V Þ � à Á2º�Çrº�Ú�Ë Ô

x = (1, 1, 0, 0, . . . , 0), c(x)←→ 1 + θ, θn = d,

(1 + θ)−1 =
1

1 + d(−1)n−1
(1− θ + θ2 − θ3 + . . . + (−1)n−1)←→ x′

=
1

1 + d(−1)n−1
(1,−1, 1,−1, . . . , (−1)n−1).

Z�Æ�ÇrÌ�Ì�¿	Á2º�Çrº�Ú�Ë Ô A = tk1(ξ)
¿
α = ξ · εk.

Y Ô Ì�Ì Ô (x, α) = 0
¿	¾�Æ�ÑwÑ'Æ�Ñ

k 6 n− 1

(x′, α) =
dξ(−1)n−k+1

1 + d(−1)n−1
, c(x)αT = ξ(εk + εk+1)

T .

d`¾�Ð�å7Ã�Æ�ÈrÆ�É'ÃrÌ Ô γ Ë	Ý Þ � à é

γ = −(x′, α)c(x)αT = λ(εk + εk+1)
T , λ = −dξ

2(−1)n−k+1

1 + d(−1)n−1
.

]Lº�Û�¾�º Ô Å§Ë	ÝLÇrÌ Ô,Ô Î���Ð�ÇrÌ�Ã2Å�Ì�¾�¿2À	¾�º E + γ · ε1 = tk1(λ) · tk+1,1(λ) ∈ H á B�zmeo! íõ,y��ão#üeöeo4A8B
tij(λ) ∈ H

*
λ 6= 0

�����z��� � /� i * j * i− j ≡ (2k − 1)(modn)
6

C
JGÆ�Á2º Ô È	Ë Ô Þ Ð Ô á ÈrÆ�ÀrÆ�Çrº�ÁrÆ�¼rÆ�Ä�¼rÆ�îUÆ à ¿'À	¾�º Ô ÎSÁ	¼2Ì�Ã2Á2º�Ç�Æ�Ä�Æ�Ì Ô 3 6 k 6 n− 1 á ]Lº�Çrº�Ú�Ë Ô

r = 2k
¿`Ì�Ð�Ç2Ë

2k 6 n á FIÐ�Ç2ËSÚ!Ì 2k > n Þ Á	¼	ËSÛ�¾�º Ô ½	Ð�È2º	¿iÀ	¾�º
2k < 2n à ¿i¾�ºRÁ2º�Ç�Æ�Ä�Æ�Ì Ô

r = 2k − n �
º�Ð�¾�Æ�¾�º�ÑãÁ	¼	Ë�ÃrÌ�ÇrÌ�È	Ë	Ë

2k
ÈrÆ

n
¿
1 6 r 6 n á KNº�Ä�Ã�Æ r 6= k

¿
r 6= k + 1

Ë
r 6= 1



Ö � ;U"�����
���� 6�� 6 * < - � � ����
¤� 6���6
Þ Ë	ÈrÆ�À2Ì�¿¥Ì�Ð�Ç2Ë r = 1

¿r¾�º
2k − n = 1 �

¾�º�Ä�Ã�Æ
2k − 1 = n

¿8Æ�Á2º�¾�º Ô ÅèJUd�Z (k − 1, 2k − 1) = 1 =JUd�Z
(k − 1, n)

¿NÀ	¾�ºwÁ	¼2º�¾�Ë	»�º�¼2Ì�À	Ë	¾�Å�Ð�Çrº�»�Ë	å à�á T�º�Ä�Ç�Æ�Ð�È2ºwÇrÌ Ô,Ô Ì �'¿�¾�Æ�ÑÂÑ'Æ�Ñ
tk1(ξ) ∈ H

¿�¾�º
Ô ÎçË Ô Ì�Ì Ô tr,k+1(γ) ∈ H á KNÌ�Á2Ì�¼	ä¤Ë	ÝLÇrÌ Ô,Ô Î � Á2º�Ç2Å�ÀrÆ�Ì Ô

[tr,k+1(γ), tk1(λ) · tk+1,1(λ)] = tr1(γλ) ∈ H,
Ä�ÃrÌ

r − 1 ≡ (2k − 1)(modn) á dPÐ�¾�Æ�Çrº�Ð�ä¤»�º�Ð�Á2º�Ç2ä�Ý�º�»#Æ�¾�ä�Ð�½wÇrÌ Ô,Ô º�É � á B
C ����� ��� �"!"�$#&%�'(!") � !"� ��* �+
, 
 �¤ZGÇ2½�Ãrº�Ñ'Æ�Ý�Æ�¾�Ì�Ç2ä�Ð�¾�»#Æ�¾�Ì�º�¼2Ì Ô Îæï§¼rÆ�Ð�Ð Ô º�¾�¼	Ë Ô Ã2»#Æ»�º�Ý Ô º�Ú�È	Î7ÜèÐ�Ç2Å�ÀrÆ�½¥éÆ à n = 2m

¿
k = m+1

¿
q = k−1 = m á T�º�Ä�Ç�Æ�Ð�È2ºUÁ	¼2Ì�Ã	Çrº�Ú!Ì�È	Ë	å ï Ô Î Ë Ô Ì�Ì Ô t2k,1(γ) ∈ H ¿È2º

2k − 1 = 2m + 1 ≡ 1(modn)
¿8Æ=Á2º�¾�º Ô ÅwÁ2º=ÇrÌ Ô,Ô Ì �

t21(γ) ∈ H á T�º�Ä�Ç�Æ�Ð�È2ºzÐ�ÇrÌ�ÃrÐ�¾�»�Ë	å Ö
Ë	ÝG¾�Ì�º�¼2Ì Ô Î?ÖLÁ2º�Ã2Ä�¼	Å�Á	ÁrÆ

H Ï º�Ä�Æ�¾�Æ�¾�¼rÆ�È2Ð�»�Ì�Ñ	Ò	Ë	½ Ô Ë á
Ï#à ]^Å�Ð�¾�ä n �

Á	¼2º�Ë	Ý�»�º�Ç2ä�È2º	¿�Á	¼	Ë	À2Ì Ô ¿�Ì�Ð�Ç2Ë n = 2m
¿2¾�º

k 6= m+ 1 á T�º�Ä�Ç�Æ�Ð�È2º¤Á	¼2Ì�Ã	Çrº�Ú!Ì�ÓÈ	Ë	åÍï Ô Î Ë Ô Ì�Ì Ô t2k,1(γ) ∈ H. YPÇ2Ë�¿ t2q+2,1(γ) ∈ H á Z�Æ�ÇrÌ�Ì�¿#Ð�º�Ä�Ç�Æ�Ð�È2ºUÐ�ÇrÌ�ÃrÐ�¾�»�Ë	åSË	Ý7ÇrÌ Ô,Ô Î �Ô ÎðË Ô Ì�Ì Ô t−2q+1,1(∗) ∈ H á d`¾�Ð�å7Ã�Æ=Ð�º�Ä�Ç�Æ�Ð�È2º¤ÇrÌ Ô,Ô Ì � Ô ÎðË Ô Ì�Ì Ô t1,2q+1(∗) ∈ H á TIÇrÌ�Ãrº�»#Æ�Ó¾�Ì�Ç2ä�È2º	¿NÐ�º�Ä�Ç�Æ�Ð�È2ºzÇrÌ Ô,Ô Ì � Ô ÎcË Ô Ì�Ì Ô tz+1,1(γ) ∈ H, z = (2q + 2) − (2q + 1) = 1(modn) ád`¾�Ñ	Å�Ã�Æ!Á2º!ÇrÌ Ô,Ô Ì � Ô ÎÍË Ô Ì�Ì Ô t21(γ) ∈ H. T�º�Ä�Ç�Æ�Ð�È2º=Ð�ÇrÌ�ÃrÐ�¾�»�Ë	åæÖ^Ë	Ý^¾�Ì�º�¼2Ì Ô Î?Ö^Á2º�Ã2Ä�¼	Å�Á	ÁrÆ
H Ï º�Ä�Æ�¾�Æ=¾�¼rÆ�È2Ð�»�Ì�Ñ	Ò	Ë	½ Ô Ë á B��������	�
���
	�������������������������	���� �!��"�#�	�� $&%����!��	�')(+*-,�*.,&' �0/���'21��3����/�45����/�%+67�����!���98�:;%�<=	���>
������%�*

èöeú'o#meq	ú�ô�meq
)�¡&?5@BA�CED�F�G3H�I�J&I ¬ã��~����������������^�������������¥�^����������� � ~��������¥�U�����������������������	�LKMK+N���� ¡ ������� ¡ �����	��������~��O�¬ 1+P ¡ Q )9=9R�S�¡ Q&T�¡�R�*�¡ QVUN¡ &�&BW�8�)�¡
&�¡&X�@ZY�[�\9CED�]^I`_�I`T �������������������L�i��~����������������`��~�����~��G������������~��^�����������,����~�����������£,���L����������£I�������	�¥��r���������r����¦����¥�L��~��0KMK 0 ����� � ���I�G����������  ¡ Q6&('�'�=�¡ Q&T�¡�& ) �/7 *�¡ QVaN¡�R('ZW�S�;�¡
8�¡&X�@ZY�[�\9CEDV]^I _�I�b ~��������������u����������� GL(2, k),

��~�����������£,���,����������£I�������	�¥�^��~�� ¡ Q7¢ ������������������ �c ¢ «d+ 0 «4� + U ¬N� 0 � &('�'�=�¡ Q )ZS<& � ¡ Q+e P,��~����P��������� ¡	-gfh�¡iU ��� ¡ �r��� ¡ �2~���~�������5N��� ¡�¢ �¥� ¡�&�jÙ¡
k-l&m�lon�p0qir!stlou9q v�wimVx�yzrZ{9l�pi|~}�p�x��9�t���B�
�;�9����� �7�������i�����7�����i���i���
U ��������~�� ¬e�����������������P��~������������������������¥�`������������������������� ¡ . ¡ O ¡ � ������������~������
\��E� F�A�\Z����� \9��C��`A`��\!�  �Ct[BA`�¡F0 �Ct@!¢£CB�BAiF F+�¬ U5U P�¤�� 8�;<&('<&�* � ¢ ������������������ ������ ¡�¢ ��������������� :<;¥	��¦z§�¨ ©Mc«ª9¬9�®9¯�°�®�±Z¬�²Z³i´�®!µ�®9¶Z· ®�¸�¹�º�¬�»
¼o��½�¾������3¿^À���Á�Â�Ã�Â���ÄoÃ5Å���Æ��������iÂ�Ç
U ��������~�� ¬e�����������������P��~������������������������¥�`������������������������� ¡ . ¡ O ¡ � ������������~������È \!D�C��iÉiÊ^ËF Y0� \9��C��`A�@ZY�\!�  �Ct[BA`�¡F� �Ct@!¢£CB�BAiF F+�¬ U5U P�¤�� 8�;<&('<&�* � ¢ ������������������ ������ ¡�¢ ��������������� :<;�Ì
- �����¥�G�r�������r�����������������`��������������� ¢ «d�+ 0 «7�
D�C��iÉiËF Y���\EÉ�G��i�£Y0�B@9�BA�É!��� Fi�+@9�~�-CE�`\&�ÍÉ �i��Î�I«\Z��\!��F È \+�¬ U5U P�¤�� 8�;<&('<&�* � ¢ ������������������ ������ ¡ 1^������������� &�&¥	��¦z§�¨ ©Mc-³ ²�¸BÏ�®9¯�° ±BÐ`ÑZ¶��®!µ�ª�¯�Ò.º�¬�»
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*�+�,�-/.102-3� á � á ¿54�6/798 -/.10:� á 	 á
;=<?>A@ABDCFEG>AH

H
EDIKJFLAM�BGMONAM�C §�© © ¨ NAM § C�BDCFEG>AH

GL(n, k)
¨ <�C ¨ % L ¨ NPJ?C § NA<?Q1M % J ¨ EGNA< ¨ I

H
% EGNRJ §�¨ NA<!M © M ¦ MONRJ § C?S

J?C § NA<?Q1M % J ¨ EGNA<
tij(α)

§ J §�© © H2EG< ¨ J ¨ EGNA<
(i, j)

�
i 6= j ¡UT N�JFL ¨ <KH § H2M�CWVXMY<?LAE�VZJFL § J ¨ I § <?>A@ABDCFEG>AH H

% EGNRJ §�¨ NA< §
NAEGN � <?H © ¨ J ¦z§\[�¨ ¦z§�© JFEDCF>A< § N/]�M © M ¦ MONRJ § C?S�J?C § NA<?Q1M % J ¨ EGN ¨ N�EGNAM�H2EG< ¨ J ¨ EGN � JFL § N

H
¨ <�C ¨ % L ¨ N�J?C § NA<?Q1M % J ¨ EGNA< ¡�T J¨ < §�© <?E�H^CFE\Q1M�]�JFL § J ¨ I § <?>A@ABDCFEG>AH

H
% EGNRJ §�¨ NA< § % S % © ¨ % H2M�C ¦ >^J § J ¨ EGN!EDI5EDC_]^M�C

n
§ N/]�M © M ¦ MONRJ § C?S�J?C § NA<?Q1M % J ¨ EGN§ J
H2EG< ¨ J ¨ EGN

(i, j)
<?> % L�JFL § J�N`> ¦ @2M�CF<

i − j
§ N/]

n
§ CFM % EGH^C ¨ ¦ M � JFLAMON

H
¨ <aC ¨ % L ¨ N�J?C § NA<?Q1M % J ¨ EGNA< ¡

b�c`dfeYg/hDikj�¸ E\Q1M�CFBDCFEG>AH �+¨ NRJFM�C ¦ M�] ¨ § JFMl<?>A@ABDCFEG>AH � NAEGN � <?H © ¨ J ¦z§\[�¨ ¦z§�© JFEDCF>A< � J?C § NA<?Q1M % J ¨ EGN � M © M ¦ MONRJ § C?S
J?C § NA<?Q1M % J ¨ EGN ¡


