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XvÅ�Æ�Æ�Ç,È�É�Ê	Ë2ÇoÆ¤Ì#Í�ÇvÎ�Ï	Ê2È�Ì#È�Ð·ÑHÍ�Ò	Ë	ÓhÑ�Å�Ò	Ò	Ô7ÌÄÕ�Ç,È�ÑHÍ�Ö2Ó�ÌÄÏ2È�Ç,Í�Ì#È�Î�Æ�É�È�×	Ø	Ë	Õ�Ô7ÌÚÙ'Å�ÒHÅ�ÖHÈ�Õ4Æ�Õ�Ó�Û
Ü ËhÆ·Ñ2Ë2Æ�Ù	Ê2Í�É�Ò	ÔrÇmÕ�Ì#È�ÑHÈ�Ç1Ý�Ë2Æ�É�È�Ø	Ò	Ë	ÙÞÆ�È�È�ß�à·Í�Ò	Ë	×�á�Ù�È�ÑHÍ�ÊÚÙ'Å�ÒHÅ�Ö�Å'á�Ï2Í�Ê2Í�Ñ�Å�É�Ø	Ë	Ù�á�Ö2Ë	Ò	Ë	ÓhÆ�Õ�Ó Ü Ë
Æ\â!Î'Ç,È�Ç1á2Ï	Ê	Ë2Í�ÇvÒ	Ë	Ù�á2ÑHÍ�Ù�È�ÑHÍ�Ê4Ù'Å�ÒHÅ�Ö�ÅiË¢Ï2È�Ö2Î�ØHÅ�É�Í�Ö2ãäÆ�È�È�ß�à·Í�Ò	Ë	×Úåçæ�è�é2qWÊ	Ë¢ê�É�È�ÇëÍ�Æ�Ö2Ë¢Ï	Ê	Ë2Í�ÇpÛ
Ò	Ë	ÙìÕ�Ô7Ñ�Å�Í�ÉíÑ2Ë2Æ�Ù	Ê2Í�É�Ò	ÔrÍ\Ñ�Å�Ò	Ò	ÔrÍ�áHÉ�Èiî�È�Õ�È�Ê#Ó'ÉäÈ·Ñ2Ë2Æ�Ù	Ê2Í�É�Ò	Ô7ÌìÙ'Å�ÒHÅ�Ö�Å�ÌìËìÐ!Í�Æ�É�Ù	Ë'Ì¢Ê2Í�â·Í�Ò	Ë	Ó�Ì
Ï	Ê	Ë2Í�ÇvÒ	Ë	Ù'Å'á#ÅWÍ�Æ�Ö2ËiÏ	Ê	Ë2Í�ÇvÒ	Ë	ÙiÕ�Ô7Ñ�Å�Í�É!Å�ÒHÅ�ÖHÈ�î�È�Õ�ÔrÍrÆ�Ë	î�ÒHÅ�Ö2ÔSá�É�ÈWî�È�Õ�È�Ê#Ó'ÉSÈWÏ2È�Ö2Î�Ò2Í�Ï	Ê2Í�Ê	Ô1Õ�Ò2È�Ç
Ù'Å�ÒHÅ�ÖHÍ1ËiÇvÓ'î�Ù	Ë'Ì·Ê2Í�â·Í�Ò	Ë	Ó�Ì!Ï	Ê	Ë2Í�ÇvÒ	Ë	Ù'Å=å ï�è�é�PhÏ2È�Æ�ÖHÍ�Ñ2Ò2Í�ÇÄÆ�Ö2Î�ØHÅ�Í7Ë2Ç,Í�Í�ÉSÆ�ÇvÔrÆ�Ö=Ë2Æ�Ï2È�Ö2ã Ü È�Õ#Å�É�ã
ÑHÍ�Ù�È�ÑHÍ�ÊðÇvÓ'î�Ù	Ë'ÌhÊ2Í�â·Í�Ò	Ë	×òñó_!a�X�ô�ápÙ�È�É�È�Ê	Ô1×õÈ�ß�Ô1Ø	Ò2È¢Ñ�Å�Í�É¢Ö2Î�Ø	â!Ë2ÍíÊ2Í Ü Î�Ö2ã�É�Å�É�ÔnÏ2È�Æ�ÊHÅ�Õ�Ò2Í�Û
Ò	Ë	ö÷ÆìÑHÍ�Ù�È�Ñ2Ë	Ê2È�Õ#Å�Ò	Ë2Í�ÇøÐ!Í�Æ�É�Ù	Ë'ÌMÊ2Í�â·Í�Ò	Ë	×�ù�ê�úSúSÍ�Ù	É�Ë	Õ�Ò2È�Æ�É�ãh_!a�XûÈ�Æ�Ò2È�Õ#Å�ÒHÅÚÒHÅÄÉ�È�Ç1á�Ø	É�È
Õ·È�É�Æ�Î�É�Æ�É�Õ�Ë	ËäÑHÍ�Ç,È�Ñ2Î�Ö2Ó'É�È�ÊHÅ·Ò2ÍkÒHÅ�Ù'Å�Ï'Ö2Ë	Õ#Å�öKÉ�Æ�ÓìÈ�â!Ë2ß�Ù	ËäÙ	Õ#Å�Ò	É�È�Õ#Å�Ò	Ë	ÓDé�IKß�Ô1Ø	Ò2È^_!a�XÞÈ�ß�Ö�Å�Û
Ñ�Å�öKÉüß�È�Ö2ã�â·Í�×ÄÆ�ÖHÈ�ÐiÒ2È�Æ�É�ã�öýå ï'áAþ�éDÿ�����è�éAU?ÑHÍ�Ù�È�ÑHÍ�ÊHÅ�ÇjÉ�Å�Ù�È�î�ÈüÉ�Ë	ÏHÅtÈ�É�Ò2È�Æ�Ë	É�Æ�ÓÄÈ�ß�Ö�Å�Ñ�Å�öKà!Ë	×
Ü ÒHÅ�Ø	Ë	É�Í�Ö2ã�Ò2È�×õÙ�È�Ê	Ê2Í�Ù	É�Ë	Ê	Î�öKà·Í�×õÆ�Ï2È�Æ�È�ß�Ò2È�Æ�É�ã�ö ÑHÍ�Ù�È�ÑHÍ�ÊÚÑ2Õ�È�Ë	Ø	Ò	Ô7ÌÚÙ�È�ÑHÈ�Õ�X,Ë'Ñ�Åül a4Å�Ö	ÖHÍ�Û
ÊHÅhÕ�É�È�Ê2È�î�ÈõÏ2È�Ê#Ó�Ñ2Ù'ÅõÆ�Õ�Í�à·Í�Æ�É�Õ�Í�Ò	Ò	ÔrÇnÕ�Ì#È�ÑHÈ�Ç1á1Ï	Ê2Í�Ñ	ÖHÈ�Ð!Í�Ò	Ò	Ô1×oPWé7aÚérN�Ë'ÑHÍ�Ö2ã�Ò	Ë	Ù�È�Õ�ÔrÇøË
`!ékNKé1q\Í�Ê	âiÅ�Ù�È�Õ�ÔrÇ÷å ÿ�è�á7Ù�È�É�È�Ê	Ô1×mË2Æ�Æ�ÖHÍ�ÑHÈ�Õ#Å�ÖHÆ�ÓmÕõÊHÅ�ß�È�É�Å�ÌVå �2á���è�érP å ��èSÏ2È�Æ�É�Ê2È�Í�ÒjÒ2È�Õ�Ô1×
_!a�XMÆSÕ�Ì#È�Ñ2Ò	ÔrÇvË�Ñ�Å�Ò	Ò	ÔrÇvË�Ë Ü Ï2È�Ö2ÓìÙ�È�ÇvÏ'ÖHÍ�Ù�Æ�Ò	Ô7Ì4Ø	Ë2Æ�Í�Öxá2ÊHÅ�Æ�Ï	Ê2È�Æ�É�ÊHÅ�Ò	Ó'öKà!Ë	×ÄÅ�Ö2î�È�Ê	Ë	É�ÇvÔ
ÑHÍ�Ù�È�Ñ2Ë	Ê2È�Õ#Å�Ò	Ë	ÓõË Ü å ÿ	á���è7ÒHÅ¢Æ�Ö2Î�ØHÅ�×ÚÙ�È�ÑHÈ�ÕÄX,Ë'Ñ�Åìl a4Å�Ö	ÖHÍ�ÊHÅ¢Õ�É�È�Ê2È�î�È�Ï2È�Ê#Ó�Ñ2Ù'Å�ÒHÅ�ÑÞÏ2È�ÖHÍ�Ç
b'Å�Ö2Î#Å

F3
é

P ÒHÅ�Æ�É�È�Ó'à·Í�×�ÊHÅ�ß�È�É�Í^Ë2Æ�Æ�ÖHÍ�Ñ2Î�öKÉ�Æ�Ó¢Î�Æ�ÖHÈ�Õ�Ë	ÓìÙ�È�Ê	Ê2Í�Ù	É�Ò2È�Æ�É�Ë�ÊHÅ�ß�È�É�ÔjÑHÍ�Ù�È�ÑHÍ�ÊHÅíË Ü å ��è�éHa4Å�Û
É�Í�ÇYÅ�É�Ë	Ø2Í�Æ�Ù'Å�ÓÄÆ�Î�É�ãtê�É�È�î�ÈíÑHÍ�Ù�È�ÑHÍ�ÊHÅüÆ�È�Æ�É�È�Ë	ÉäÕäÉ�È�Ç1áHØ	É�ÈíÑ	Ö2Ó�Ï2È�Ë2Æ�Ù'ÅíÕ�Í�Ê	Ò2È�î�ÈäÙ�È�ÑHÈ�Õ�È�î�ÈìÆ�ÖHÈ�Û
Õ#Å
c̄
á�Æ�È�È�É�Õ�Í�É�Æ�É�Õ�Î�öKà·Í�î�È!Ë	Ò2úSÈ�Ê2ÇYÅ	�	Ë2È�Ò	Ò2È�ÇvÎtÏ2È�Ö2Ë	Ò2È�ÇvÎíÒ2Í�Æ�Ù�È�Ö2ã�Ù	Ë'ÌäÏ2Í�Ê2Í�Ç,Í�Ò	Ò	Ô7Ì

f
á�ÑHÍ�Ù�È�ÑHÍ�Ê

Ï2ÈiÏ2È�Ö2Î�Ø2Í�Ò	Ò2È�ÇvÎìË Ü Ù'Å�ÒHÅ�Ö�Å Ü Å�â!Î'ÇpÖHÍ�Ò	Ò2È�ÇvÎìÆ�ÖHÈ�Õ�Î z̄ Æ�É�Ê2È�Ë	É Ü Å�â!Î'ÇpÖHÍ�Ò	Ò	ÔrÍSÕ�Í�Ê2Æ�Ë	Ë¢Ù�È�ÑHÈ�Õ�Ô7ÌÆ�ÖHÈ�Õ¢Ñ	Ö2ÓhÕ�Æ�Í�ÌhÏ	Ê2È�Ë Ü Õ�È�Ñ2Ò	Ô7ÌÞÏ2È�Ö2Ë	Ò2È�ÇYÅ f ápÅ Ü Å�É�Í�ÇmÑHÍ�Ù�È�Ñ2Ë	Ê	Î�Í�É�Ë'ÌhÕ L1
Û�Ç,Í�É�Ê	Ë	Ù�Í�ávÏ	Ê2È�Ï2È�Ê'Û

�	Ë2È�ÒHÅ�Ö2ã�Ò2È�×òÇ,Í�É�Ê	Ë	Ù�Í�TWÍ�Ç,ÇvË	Ò	î�Å'á�ËëÒHÅÄÈ�Æ�Ò2È�Õ�Í¢Ï2È�Ö2Î�Ø2Í�Ò	Ò	Ô7ÌëÊ2Í Ü Î�Ö2ã�É�Å�É�È�ÕõÕ�È�Æ�Æ�É�Å�ÒHÅ�Õ�Ö2Ë	Õ#Å�Í�É
Æ�ÖHÈ�Õ�È

c̄
é,[pÅ�Ù	Ë2Ç?È�ß�ÊHÅ Ü È�Ç1áYÏ2È�Ë2Æ�ÙëÏ2ÈÄÆ�ÖHÈ�Õ�Î z̄ ß�Ö2Ë	Ð·Å�×	â·Í�î�ÈhÏ2ÈÄÇ,Í�É�Ê	Ë	Ù�ÍìTWÍ�Ç,ÇvË	Ò	î�ÅhÆ�ÖHÈ�Õ#Å c̄
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Ï	Ê2È�Ë2Æ¤Ì#È�Ñ2Ë	É�Õ¢Ò2Í�Ù�È�É�È�Ê2È�ÇoÆ�ÇvÔrÆ�ÖHÍ=ÒHÅìÈ�Æ�Ò2È�Õ�ÍíÏ	Ê	Ë2Ç,Í�Ò2Í�Ò	Ë	ÓõÅ�ÒHÅ�ÖHÈ�î�Å¢Æ�È�ß�È�ÖHÍ�Õ�Æ�Ù�È�×ÞÒ2È�Ê2ÇvÔ å ��è�é
_SÖ2Ó·Ñ2Ë2Æ�Ù	Ê2Í�É�Ò2È�î�È^Ù'Å�ÒHÅ�Ö�Å\Ï2Í�Ê2Í�Ñ�Å�Ø	ËíÑ�Å�Ò	Ò	Ô7Ì=Õ�Ô7ÑHÍ�ÖHÍ�Ò2ÈSÎ�Æ�ÖHÈ�Õ�Ë2Írî�Ö�Å�Ñ2Ù�È�Æ�É�Ë�á#Ï	Ê	Ë=Õ�Ô1Ï2È�Ö2Ò2Í�Ò	Ë	Ë
Ù�È�É�È�Ê2È�î�ÈüÆ�úSÈ�Ê2ÇvÎ�Ö2Ë	Ê2È�Õ#Å�ÒHÅtË�ÑHÈ�Ù'Å Ü Å�ÒHÅtÉ�Í�È�Ê2Í�ÇYÅtÈtÙ�È�Ê	Ê2Í�Ù	É�Ò2È�Æ�É�ËÄÊHÅ�ß�È�É�Ôoê�É�È�î�ÈtÑHÍ�Ù�È�ÑHÍ�ÊHÅtÕ
Æ�Ë	É�Î#Å	�	Ë	Ë�á�Ù�È�î�Ñ�Å=Ø	Ë2Æ�ÖHÈtÈ�â!Ë2ß�È�Ù�Õ=Ù�È�ÑHÈ�Õ�È�ÇòÆ�ÖHÈ�Õ�ÍSÒ2ÍSÏ	Ê2Í�Õ�È�Æ¤Ì#È�Ñ2Ë	ÉüÏ2È�ÖHÈ�Õ�Ë	Ò	Î¢ÇvË	Ò	Ë2ÇYÅ�Ö2ã�Ò2È�î�È
Ù�È�ÑHÈ�Õ�È�î�ÈíÊHÅ�Æ�Æ�É�È�Ó'Ò	Ë	ÓDé

IkÉ�Ç,Í�É�Ë2Ç1ápÈ�Ñ2ÒHÅ�Ù�È	ápØ	É�Èìê�É�È�ÉìÑHÍ�Ù�È�ÑHÍ�ÊõÇ,È�Ð!Í�É4Ë2Æ�Ï	ÊHÅ�Õ�Ö2Ó'É�ã�ØHÅ�Æ�É�ã�È�â!Ë2ß�È�ÙÚË Ü Åüî�ÊHÅ�Ò	Ë �2Í�×
Ï2È�ÖHÈ�Õ�Ë	Ò	ÔnÇvË	Ò	Ë2ÇYÅ�Ö2ã�Ò2È�î�È�Ù�È�ÑHÈ�Õ�È�î�È4ÊHÅ�Æ�Æ�É�È�Ó'Ò	Ë	ÓDápØ	É�ÈìÏ2È�Ñ2É�Õ�Í�Ê#Ð·Ñ�Å�Í�É�Æ�ÓõÏ	Ê2È�Õ�Í�ÑHÍ�Ò	Ò	ÔrÇvËÞê�Ù�Æ�Û
Ï2Í�Ê	Ë2Ç,Í�Ò	É�Å�ÇvËÄå 	�è�é#[pÅ�Ù	Ë2ÇÚÈ�ß�ÊHÅ Ü È�Ç1á�Í�Æ�É�Í�Æ�É�Õ�Í�Ò	Ò2È�×üÈ�ß�Ö�Å�Æ�É�ã�öjÏ	Ê	Ë2Ç,Í�Ò2Í�Ò	Ë	ÓíÊHÅ Ü ÊHÅ�ß�È�É�Å�Ò	Ò2È�î�È!ÑHÍ�Û
Ù�È�ÑHÍ�ÊHÅÄÓ'Õ�Ö2Ó'öKÉ�Æ�ÓõÙ'Å�ÒHÅ�Ö2Ô Æ�Õ�Ó Ü ËðÒ	Ë Ü Ù�È�î�ÈhÙ'Å�Ø2Í�Æ�É�Õ#Å'á�Ë2Æ�Ï2È�Ö2ã Ü Î�Í�ÇvÔrÍìÑ	Ö2ÓÞÏ2Í�Ê2Í�Ñ�Å�Ø	Ë �2Í�Ò	Ò	Ô7Ì
Æ�È�È�ß�à·Í�Ò	Ë	×�á2Ù'Å�Ù	Ë2ÇvË¢Ó'Õ�Ö2Ó'öKÉ�Æ�ÓDá	ÒHÅ�Ï	Ê	Ë2Ç,Í�Ê�áHÈ�É�Õ�È�Ñ2Ò	ÔrÍSÙ'Å�ÒHÅ�Ö2ÔmÎ�É�Í�Ø	Ù	ËìË	Ò2úSÈ�Ê2ÇYÅ	�	Ë	Ëhå 
���æ�æ�è�é

@HC�ü��|��
RM3(2,m)

���p���#{p�H���'{��iy¢���py��p���'�����

]SÅ�ÑüÏ2È�ÖHÍ�Çõb'Å�Ö2Î#Å
F3
ÊHÅ�Æ�Æ�Ç,È�É�Ê	Ë2ÇëÅ�Ö2î�Í�ß�Ê	ÎíÏ2È�Ö2Ë	Ò2È�Ç,È�Õ=È�É

m
Ï2Í�Ê2Í�Ç,Í�Ò	Ò	Ô7Ì

F3[x1, . . . , xm]
á

Ï	Ê	Ëhê�É�È�Ç1áxÒ2ÍiÉ�Í�Ê#Ó'ÓÚÈ�ß�à!Ò2È�Æ�É�Ë�ápß�Î�ÑHÍ�ÇòÏ2È�Ö�Å�î�Å�É�ã2ápØ	É�ÈìÕ�Æ�ÍíÇ,È�Ò2È�ÇvÔ Ë2Ç,Í�öKÉ¢Õ�Ë'Ñ
axγ11 . . . xγmm

á
0 6 γj 6 2

ép_SÖ2ÓðÏ	Ê2È�Ë Ü Õ�È�Ö2ã�Ò2È�î�È ᾱ = (α1, . . . , αm)
Ë Ü Ö2Ë	Ò2Í�×	Ò2È�î�ÈhÏ	Ê2È�Æ�É�ÊHÅ�Ò2Æ�É�Õ#Å

Fm3
Ø2Í�Ê2Í Ü

ρ(ᾱ)
È�ß�È Ü ÒHÅ�Ø	Ë2ÇøÆ�Î'Ç,ÇvÎëÙ�È�È�Ê�Ñ2Ë	ÒHÅ�ÉëÙ'Å�ÙmÆ�Î'Ç,ÇvÎëÒHÅ�É�Î�ÊHÅ�Ö2ã�Ò	Ô7Ì Ø	Ë2Æ�Í�ÖxérP Ï	Ê2È�Æ�É�ÊHÅ�Ò2Æ�É�Õ�Í

Fm3Ç,È�à!Ò2È�Æ�É�Ë
n = 3m Ü Å�ú\Ë	Ù�Æ�Ë	Ê	Î�Í�ÇõÖ2Ë	Ò2Í�×	Ò2È�Í\Î�Ï2È�Ê#Ó�ÑHÈ�Ø2Í�Ò	Ë2Í

{ᾱ1; . . . ; ᾱn} (ᾱj = (αj1 , αj2 , . . . , αjm)),
ñ�æ�ô

Ï2È\ÏHÅ�ÊHÅ�Ç,Í�É�Ê	Î
ρ(ᾱ)

È�ÉSÇ,Í�Ò	ã�â·Í�î�ÈSÙ=ß�È�Ö2ã�â·Í�ÇvÎ�á�ÅKÏ	Ê	ËíÈ�Ñ2Ë	ÒHÅ�Ù�È�Õ�Ô7Ì Ü ÒHÅ�Ø2Í�Ò	Ë	Ó�Ì ρ(ᾱ) Ï	Ê2Í�Ñ2Ï2È�Ö�Å�Ûî�Å�Í�É�Æ�ÓäÖHÍ�Ù�Æ�Ë	Ù�È�î�ÊHÅ�ú\Ë	Ø2Í�Æ�Ù	Ë	×�Ï2È�Ê#Ó�ÑHÈ�Ù¢Æ�ÖHÍ�Õ#Å!ÒHÅ�Ï	ÊHÅ�Õ�ÈiÈ�É=ß�È�Ö2ã�â·Í�î�È·ÙüÇ,Í�Ò	ã�â·Í�ÇvÎ�é2q\È�Ö2Ë	Ò2È�ÇvÔ
Ë Ü

F3[x1, . . . , xm]
ß�Î�ÑHÍ�Ç Ü Å�Ï	Ë2Æ�Ô1Õ#Å�É�ãíÕ=Ù'Å�Ò2È�Ò	Ë	Ø2Í�Æ�Ù�È�ÇëÕ�Ë'ÑHÍ

f(x̄) =
∑

ᾱ∈Fm
3

fᾱ x̄
ᾱ,

î�ÑHÍ
ᾱ = (α1, . . . , αm)

á
x̄ = (x1, . . . , xm)

á
x̄ᾱ = xα1

1 . . . xαm
m

á�Å4Ï2È�Ê#Ó�ÑHÈ�Ù Æ�Ö�Å�î�Å�Í�ÇvÔ7ÌðÕhÆ�Î'ÇpÛ
Ç,ÍíÆ�È�È�É�Õ�Í�É�Æ�É�Õ�Î�Í�É�Î�Ï2È�Ê#Ó�ÑHÈ�Ø2Í�Ò	Ë	ö ñ�æ�ô�é�_SÖ2ÓÄÒ2Í�Ò	Î�ÖHÍ�Õ�È�î�È�Ç,È�Ò2È�ÇYÅ

ax̄ᾱ
Æ�É�Í�Ï2Í�Ò	ã�È�Ï	Ê2Í�ÑHÍ�Ö2Ó	Í�É�Æ�Ó

Ù'Å�Ù
ρ(ᾱ)

á�ÅWÆ�É�Í�Ï2Í�Ò	ã
deg(f)

Ï2È�Ö2Ë	Ò2È�ÇYÅ
f
È�Ï	Ê2Í�ÑHÍ�Ö2Ó	Í�É�Æ�ÓiÙ'Å�ÙíÇYÅ�Ù�Æ�Ë2ÇYÅ�Ö2ã�ÒHÅ�ÓíÆ�É�Í�Ï2Í�Ò	ã^Æ�È�Æ�É�Å�Õ�Ö2Ó�Û

öKà!Ë'Ì!Í�î�ÈWÒ2Í�Ò	Î�ÖHÍ�Õ�Ô7Ì·Ç,È�Ò2È�Ç,È�Õ2é�a¢Ò2È�Ð!Í�Æ�É�Õ�È\Ï2È�Ö2Ë	Ò2È�Ç,È�Õ\Ë Ü
F3[x1, . . . , xm]

Æ�É�Í�Ï2Í�Ò	ËiÒ2Í�Õ�Ô1â·Í
rÈ�ß�È Ü ÒHÅ�Ø	Ë2Ç4Ø2Í�Ê2Í Ü

F
(r)
3 [x1, . . . , xm]

é�q\ÈWÅ�ÒHÅ�ÖHÈ�î�Ë	Ë·Æ�È�Ï	Ê2Í�ÑHÍ�ÖHÍ�Ò	Ë2Í�Ç4Ï	Ê2È�Ë Ü Õ�È�Ñ2Ò2È�×·ÕWß�Î�ÖHÍ�Õ�È�Ç¢Æ�Ö2Î#Û
ØHÅ�Ííñ Æ�Ç1é�åçæ�ï'á2Æ�é�	�
�è ô7È�Ï	Ê2Í�ÑHÍ�Ö2Ë2ÇëÈ�Ï2Í�ÊHÅ�É�È�ÊìÑ2Ë2úSúSÍ�Ê2Í�Ò �	Ë	Ê2È�Õ#Å�Ò	Ë	ÓüÏ2ÈiÒHÅ�Ï	ÊHÅ�Õ�ÖHÍ�Ò	Ë	ö

b̄ (∈ Fm3 )

Db̄ : F
(r)
3 [x1, . . . , xm] → F

(r−1)
3 [x1, . . . , xm]

Ï	ÊHÅ�Õ�Ë'ÖHÈ�Ç
(Db̄f)(x̄) = fb̄(x̄)− f(x̄), fb̄(x̄) = f(x̄+ b̄).

ñ ï�ô
OSÍ�î�Ù�È=Õ�Ë'ÑHÍ�É�ã2á	Ø	É�Èiê�É�È�ÉíÈ�Ï2Í�ÊHÅ�É�È�Ê�È�Ï	Ê2Í�ÑHÍ�ÖHÍ�Ò¢Ù�È�Ê	Ê2Í�Ù	É�Ò2È=ËìÓ'Õ�Ö2Ó	Í�É�Æ�ÓäÖ2Ë	Ò2Í�×	Ò	ÔrÇ1é

qWÊ	Ë	Õ�Í�ÑHÍ�ÇðÒ2Í�È�ß�Ì#È�Ñ2Ë2ÇvÔrÍ·Æ�Õ�Í�ÑHÍ�Ò	Ë	ÓìÈ·Ù�È�Ñ�Å�Ì¢X,Ë'Ñ�Å!lna4Å�Ö	ÖHÍ�ÊHÅiÒHÅ�ÑìÏ2È�ÖHÍ�Ç
F3
Ý

RM3(r,m) =
{
(f(ᾱ1), . . . , f(ᾱn)) : f ∈ F

(r)
3 [x1, . . . , xm]

}

ñ Æ�Ç1éçá�ÒHÅ�Ï	Ê	Ë2Ç,Í�Ê�á�åçæ�ÿ�è ô�é'qSÅ�ÊHÅ�Ç,Í�É�Ê
r (6 m)

ÒHÅ Ü Ô1Õ#Å�Í�É�Æ�ÓüÏ2È�Ê#Ó�Ñ2Ù�È�ÇõÙ�È�Ñ�Å RM 3(r,m)
é	XvÅ�Æ�Æ�Ç,È�É�Û

Ê	Ë2ÇðÈ�Ï2Í�ÊHÅ�É�È�Ê¢Ù�È�Ñ2Ë	Ê2È�Õ#Å�Ò	Ë	Ó
C : F

(r)
3 [x1, . . . , xm] → Fn3 ,

È�Ï	Ê2Í�ÑHÍ�Ö2Ó	Í�ÇvÔ1×¢ÊHÅ�Õ�Í�Ò2Æ�É�Õ�È�Ç

C(f) = (f(ᾱ1), . . . , f(ᾱn)), f ∈ F
(r)
3 [x1, . . . , xm].

ñ ÿ�ô
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q\È�Ö2Ë	Ò2È�ÇvÔmË Ü
F
(r)
3 [x1, . . . , xm]

ÒHÅ Ü È�Õ�Í�Ç
	��������������	�����������	Há'Å!Õ�Í�Ù	É�È�Ê�á2Æ�È�Æ�É�Å�Õ�ÖHÍ�Ò	Ò	Ô1×�Ë Ü Ù�È�Û
ê�úSú\Ë �	Ë2Í�Ò	É�È�ÕüË	Ò2úSÈ�Ê2ÇYÅ	�	Ë2È�Ò	Ò2È�î�È¢Ï2È�Ö2Ë	Ò2È�ÇYÅ

f
áDß�Î�ÑHÍ�Ç ÒHÅ Ü Ô1Õ#Å�É�ã�	��������������	����������������! "��#

�$�%�cËüÈ�ß�È Ü ÒHÅ�ØHÅ�É�ã=Ø2Í�Ê2Í Ü f̄ é�_·Å�ÖHÍ�Í\ß�Î�ÑHÍ�ÇÚÊHÅ�Æ�Æ�ÇYÅ�É�Ê	Ë	Õ#Å�É�ã=Ù�È�Ñ2ÔmX,Ë'Ñ�Å^l a4Å�Ö	ÖHÍ�ÊHÅ!Ï2È�Ê#Ó�Ñ2Ù'Åüæ
Ëíï'é�IkÏ	Ë	â·Í�Ç�ÏHÅ�ÊHÅ�Ç,Í�É�Ê	ÔMÙ�È�Ñ�Å

RM3(1,m)
Ý�Ñ	Ö2Ë	ÒHÅ\Ù�È�Ñ�Å

n = 3m
á�ÊHÅ Ü Ç,Í�Ê	Ò2È�Æ�É�ã k = 1+m

á�ÇvË'Û
Ò	Ë2ÇYÅ�Ö2ã�Ò2È�ÍrÙ�È�ÑHÈ�Õ�È�ÍrÊHÅ�Æ�Æ�É�È�Ó'Ò	Ë2Í

d = 2 ·3m−1 á�Ø	Ë2Æ�ÖHÈ\î�Å�ÊHÅ�Ò	É�Ë	Ê2È�Õ#Å�Ò	Ò2È!Ë2Æ�Ï	ÊHÅ�Õ�Ö2Ó	Í�ÇvÔ7Ì=È�â!Ë2ß�È�Ù
t = 3m−1 − 1

á	Ë	Ò2úSÈ�Ê2ÇYÅ	�	Ë2È�Ò	Ò	ÔrÍSÏ2È�Ö2Ë	Ò2È�ÇvÔmÙ�È�Ñ�ÅiË2Ç,Í�öKÉ=Õ�Ë'Ñ

a(x̄) = a0̄ +
∑

ρ(ᾱ)=1

aᾱx̄
ᾱ.

IkÏ	Ë	â·Í�ÇõÏHÅ�ÊHÅ�Ç,Í�É�Ê	ÔmÙ�È�Ñ�Å
RM3(2,m)

Ý

n = 3m, k = 1 +m+ C2
m+1, d = 3m−1, t =

3m−1 − 1

2
,

Ë	Ò2úSÈ�Ê2ÇYÅ	�	Ë2È�Ò	Ò	ÔrÍSÏ2È�Ö2Ë	Ò2È�ÇvÔmÙ�È�Ñ�ÅiË2Ç,Í�öKÉ=Õ�Ë'Ñ

f(x̄) = a0̄ +
∑

ρ(ᾱ)=1

aᾱ x̄
ᾱ +

∑

ρ(ᾱ)=2

aᾱ x̄
ᾱ.

Pjê�É�È�ÇMÊHÅ�Õ�Í�Ò2Æ�É�Õ�Í·Ï2È�Ö2Ë	Ò2È�Ç
f(x̄)

Ó'Õ�Ö2Ó	Í�É�Æ�Ó4Æ�Î'Ç,Ç,È�×�Æ�Ù'Å�Ö2Ó'ÊHÅ'á�Ö2Ë	Ò2Í�×	Ò2È�×ÄúSÈ�Ê2ÇvÔ�Ë�Ù	Õ#Å�Ñ	Û
ÊHÅ�É�Ë	Ø	Ò2È�×�úSÈ�Ê2ÇvÔSá'Ï2È�ê�É�È�ÇvÎtÑ�Å�ÖHÍ�ÍSß�Î�ÑHÍ�ÇðÍ�î�È Ü Å�Ï	Ë2Æ�Å�É�ãíÆ�ÖHÍ�Ñ2Î�öKà!Ë2ÇðÈ�ß�ÊHÅ Ü È�Ç1Ý

f(x̄) = a0̄ + 〈x̄, ā〉+ x̄Ax̄T ,
ñ ��ô

î�ÑHÍ
ā = (f10...00, f01...00, . . . , f00...01)

á 〈·, ·〉 l Ü ÒHÅ�Ù¢Æ�Ù'Å�Ö2Ó'Ê	Ò2È�î�ÈíÏ	Ê2È�Ë Ü Õ�Í�ÑHÍ�Ò	Ë	ÓìÕ
Fm3

Ë

A =




f200..00 2f110...00 2f101...00
2f110...00 f020..00 2f011...00
2f101...00 2f011...00 f002..00

· · ·
2f100...10 2f100...01
2f010...10 2f010...01
2f001...10 2f001...01ééé é é é ééé

2f100...10 2f010...10 2f001...10
2f100...01 2f010...01 2f001...01

· · · f000..20 2f000...11
2f000...11 f000..02




.

IkÉ�Ç,Í�É�Ë2Ç1á2Ø	É�È·Õ=Ï2È�ÖHÍ
F3
Õ�Ô1Ï2È�Ö2Ò	Ó	Í�É�Æ�ÓìÊHÅ�Õ�Í�Ò2Æ�É�Õ�È

2−1 = 2
é

qWÊ#Ó	ÇvÔrÇvËõÕ�Ô1Ù'Ö�Å�Ñ2Ù'Å�ÇvËðÏ	Ê2È�Õ�Í�Ê#Ó	Í�É�Æ�ÓDá,Ø	É�È¢Ñ	Ö2ÓÚÏ	Ê2È�Ë Ü Õ�È�Ö2ã�Ò2È�î�È�Ï2È�Ö2Ë	Ò2È�ÇYÅ f Õ�Ë'Ñ�ÅÞñ ��ôSËÏ	Ê2È�Ë Ü Õ�È�Ö2ã�Ò2È�î�ÈíÕ�Í�Ù	É�È�ÊHÅ b̄ (∈ Fm3 )

(Db̄f)(x̄) = 2x̄Ab̄T + f(b̄)− f00...00.
ñ ��ô

fWÉ�È�ß�ÔhÕ�Õ�Í�Æ�É�Ë^ÕrÏ	Ê2È�Æ�É�ÊHÅ�Ò2Æ�É�Õ�Í
Fn3
Å�ÒHÅ�ÖHÈ�î�È�Ï2Í�ÊHÅ�É�È�ÊHÅ

Db̄

á�ÊHÅ�Æ�Æ�Ç,È�É�Ê	Ë2Ç¢Æ�ÒHÅ�ØHÅ�Ö�Å1Ñ	Ö2Ó
b̄ ∈ Fm3È�Ï2Í�ÊHÅ�É�È�Ê�Æ¤Ñ2Õ�Ë	î�Å

τ b̄ : F
n
3 → Fn3

á	È�Ï	Ê2Í�ÑHÍ�Ö2Ó	Í�ÇvÔ1×�ÊHÅ�Õ�Í�Ò2Æ�É�Õ�È�Ç

τ b̄(ā) = (aᾱ1+b̄, . . . , aᾱn+b̄),
ñ ��ô

î�ÑHÍ
ā = (aᾱ1 , . . . , aᾱn) ∈ Fn3

ñ Æ�Ç1é,ñ�æ�ô¤ô�é�IkÉ�Ç,Í�É�Ë2Ç1áAØ	É�È
τ b̄
Ó'Õ�Ö2Ó	Í�É�Æ�Ó�Ï2Í�Ê2Í�Ç,Í�â!Ë	Õ#Å�öKà!Ë2Çòß�Ë2Í�Ù'Û

É�Ë	Õ�Ò	ÔrÇðÈ�É�È�ß�ÊHÅ�Ð!Í�Ò	Ë2Í�Ç1éAXvÅ Ü Ò2È�Æ�É�Ò	Ô1×4È�Ï2Í�ÊHÅ�É�È�Ê ∆b̄ : F
n
3 → Fn3

È�Ï	Ê2Í�ÑHÍ�Ö2Ë2ÇëúSÈ�Ê2ÇvÎ�ÖHÈ�×

∆ b̄(ā) = τ b̄(ā)− ā.
ñ ��ô

_·Å�ÖHÍ�Í
∆b̄(ā)

ß�Î�ÑHÍ�ÇõÒHÅ Ü Ô1Õ#Å�É�ã'&��$��	�(�����)������*�����! "���$�%�VÕ�Í�Ù	É�È�ÊHÅ
ā
Ï2È·ÒHÅ�Ï	ÊHÅ�Õ�ÖHÍ�Ò	Ë	ö

b̄
é

LYÆ�É�Å�Ò2È�Õ�Ë2ÇMÆ�Õ�Ó Ü ã=Ç,Í�Ð·Ñ2ÎäÕ�Õ�Í�ÑHÍ�Ò	Ò	ÔrÇvË¢Õ�Ô1â·ÍSÈ�Ï2Í�ÊHÅ�É�È�ÊHÅ�ÇvË�é
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f ∈ F2

3[x1, . . . ,xm]
*
b̄ ∈ Fm3

6x+�-�� ���

τb̄(C(f)) = C(fb̄), C(Db̄f) = ∆b̄(C(f)).

C
_SÖ2Ó=Ï	Ê2È�Õ�Í�Ê	Ù	ËtÏ2Í�Ê	Õ�È�î�È^ÊHÅ�Õ�Í�Ò2Æ�É�Õ#Å!Æ�ÖHÍ�Ñ2Î�Í�É!Ë2Æ�Ï2È�Ö2ã Ü È�Õ#Å�É�ãìñ ÿ�ôvË4ñ ��ô�á�Å\Õ�É�È�Ê2È�ÍkÕ�Ô1É�Í�Ù'Å�Í�É

Ë Ü Ö2Ë	Ò2Í�×	Ò2È�Æ�É�Ë�È�Ï2Í�ÊHÅ�É�È�ÊHÅiÙ�È�Ñ2Ë	Ê2È�Õ#Å�Ò	Ë	Ó C ËüÊHÅ�Õ�Í�Ò2Æ�É�Õ4ñ ï�ô�áxñ ��ô�é
B

GAC	�ü�
�Ky����2z����'����p�p����ë~D�	{p���ò{p��~D��|Y���
RM3(2,m)

C
�	�,�#|Y~D�H�����h~D�	{p���,�

XvÅ�Æ�Æ�Ç,È�É�Ê	Ë2ÇõÆ�É�Å�Ò'Ñ�Å�Ê	É�Ò	Î�ömÆ¤Ì#Í�ÇvÎ=Ï	Ê2È�Ì#È�Ð·ÑHÍ�Ò	Ë	ÓíÑ�Å�Ò	Ò	Ô7ÌíÒHÅ�ÑüÅ�ÖHú^Å�Õ�Ë	É�È�Ç
F3
Õ!ÇYÅ�É�Í�ÇYÅ�É�Ë'Û

Ø2Í�Æ�Ù�È�×�Ç,È�ÑHÍ�Ö2ËìÏ2È�Ç,Í�Ì#È�Î�Æ�É�È�×	Ø	Ë	Õ�È�î�ÈíÙ'Å�ÒHÅ�Ö�Å=Æ�Õ�Ó Ü Ë�á	È�Æ�Ò2È�Õ#Å�Ò	Ò2È�î�È=ÒHÅ!Ï	Ê	Ë2Ç,Í�Ò2Í�Ò	Ë	Ë�È�Ï	Ë2Æ�Å�Ò	Ò	Ô7Ì
Õ�Ô1â·Í

[n, k, d]3
Û³Ù�È�ÑHÈ�Õ

RM3
ñ ï'á �tô�Ý�Ë2Æ�É�È�Ø	Ò	Ë	ÙüÆ�È�È�ß�à·Í�Ò	Ë	×hñ Q^N1ô�á�Ù�È�ÑHÍ�ÊüÙ'Å�ÒHÅ�Ö�Åäñ U\U^ô�á�Ï2Í�Ê2Í�Ñ�Å�É�Û

Ø	Ë	Ù�á2Ö2Ë	Ò	Ë	Ó�Æ�Õ�Ó Ü Ë�Æ^â!Î'Ç,È�Ç�ñFO!N�d ô�áHÏ	Ê	Ë2Í�ÇvÒ	Ë	Ù�áHÑHÍ�Ù�È�ÑHÍ�Ê�Ù'Å�ÒHÅ�Ö�Å�ñó_!U^ô1Ë¢Ï2È�Ö2Î�ØHÅ�É�Í�Ö2ãüÆ�È�È�ß�Û
à·Í�Ò	Ë	×ìñ q^N1ô�ñ Æ�Ç1é�å ��è ô�é�Q Ü Q^N�ÒHÅkÕ�Ì#È�Ñ=U\UëÏ2È�Æ�É�Î�ÏHÅ�öKÉWË	Ò2úSÈ�Ê2ÇYÅ	�	Ë2È�Ò	Ò	ÔrÍ7Õ�Í�Ù	É�È�Ê	Ô m̄ ∈ Fk3

á�ÒHÅ
Õ�Ô7Ì#È�ÑHÍWU\UmúSÈ�Ê2ÇvË	Ê	Î�öKÉ�Æ�ÓíÙ�È�ÑHÈ�Õ�ÔrÍKÕ�Í�Ù	É�È�Ê	Ô

c̄ ∈ RM3(2,m) (⊂ Fn3 )
é�fWÉ�È�ß�Ô È�Ï	Ë2Æ�Å�É�ã!ÊHÅ�ß�È�É�Î

Ï2Í�Ê2Í�Ñ�Å�É�Ø	Ë	Ù'ÅhÊHÅ�Æ�Æ�Ç,È�É�Ê	Ë2Ç?ÇvÎ�Ö2ã�É�Ë	Ï'Ö2Ë	Ù'Å�É�Ë	Õ�Ò	Î�ö÷î�Ê	Î�Ï	Ï	Î
C3 =

{
ei

2π
3
j
}
j=0,1,2

(⊂ C)
Ù�È�Ê	Ò2Í�×

É�Ê2Í�É�ã�Í�×õÆ�É�Í�Ï2Í�Ò	ËÚË Ü æ�á�Ë Ü È�Ç,È�Ê2ú\Ë Ü Ç µ
î�Ê	Î�Ï	Ï	Ô

C3
ÒHÅ¢Å�Ñ	Ñ2Ë	É�Ë	Õ�Ò	Î�öøî�Ê	Î�Ï	Ï	ÎÄÏ2È�Ö2Ó

F3
á�Ù�È�É�È�Û

Ê	Ô1×õÈ�Ï	Ê2Í�ÑHÍ�Ö2Ó	Í�É�Æ�ÓÞÊHÅ�Õ�Í�Ò2Æ�É�Õ�È�Ç
µ−1(j) = ei

2
3
πj á j ∈ F3,

ËÞÆ�È�È�É�Õ�Í�É�Æ�É�Õ�Î�öKà·Í�ÍüÈ�É�È�ß�ÊHÅ�Ð!Í�Ò	Ë2Í
Ï	Ê2È�Æ�É�ÊHÅ�Ò2Æ�É�ÕtÕ�Í�Ù	É�È�Ê2È�Õ

µn : Cn3 → Fn3 .
ñ 	�ô

q\Í�Ê2Í�Ñ�Å�É�Ø	Ë	ÙíÒHÅWú\Ë Ü Ë	Ø2Í�Æ�Ù�È�Ç�Î�Ê2È�Õ�Ò2Í7Ù�È�Ò	Õ�Í�Ê	É�Ë	Ê	Î�Í�É!ê�ÖHÍ�Ç,Í�Ò	É�ÔðÏ2È�Ö2Ó
F3
Õ\Ù�È�ÇvÏ'ÖHÍ�Ù�Æ�Ò	ÔrÍkØ	Ë2Æ�Ö�Å

Ë Ü
C3
á�ÒHÅ�Ï	Ê	Ë2Ç,Í�Ê�á�Æ1Ï2È�Ç,È�à!ã�öòÇ,È�Ñ2Î�Ö2Ó �	Ë	ËäÆ1Ò2Í�Ï	Ê2Í�Ê	Ô1Õ�Ò2È�×äú^Å Ü È�×�ñ Æ�Ç1é2å ï	á�Æ�é2æ ����è ô�á�Ë=Ï2È�Ö2Î�Ø2Í�Ò'Û

Ò	ÔrÍWÒHÅ^Õ�Ô7Ì#È�ÑHÍSU\UoÙ�È�ÑHÈ�Õ�ÔrÍSÕ�Í�Ù	É�È�Ê	Ô
c̄ ∈ RM3(2,m) (⊂ Fn3 )

Ï	Ê2Í�È�ß�ÊHÅ Ü Î�Í�É=Õ z̄ = µn(c̄) ∈ Cn3
é

��É�ËtÕ�Í�Ù	É�È�Ê	ÔMÏ2Í�Ê2Í�Ñ�Å�É�Ø	Ë	ÙüÈ�É�Ï	ÊHÅ�Õ�Ö2Ó	Í�É!Õ^O!N�døá#î�ÑHÍkÕ!Æ�Ë'Ö2ÎiË2Æ�Ù'Å�Ð!Í�Ò	Ë	×ìÈ�Ò	ËtÇ,È�Ñ2Ë2ú\Ë �	Ë	Ê	Î�öKÉ�Û
Æ�Ó�ÕäÕ�Í�Ù	É�È�Ê	Ô

z̄′ ∈ Cn
Æ^Ò2Í�Ò	Î�ÖHÍ�Õ�ÔrÇvË�Ù�È�È�Ê�Ñ2Ë	ÒHÅ�É�Å�ÇvË�épP7Í�Ù	É�È�Ê	Ô

z̄′ = (z′1, . . . , z
′
n)
Ï2È�Æ�É�Î�ÏHÅ�öKÉ

ÒHÅÄÕ�Ì#È�Ñ Ï	Ê	Ë2Í�ÇvÒ	Ë	Ù'Å'á�Ù�È�É�È�Ê	Ô1× Õ Ü Å�Õ�Ë2Æ�Ë2Ç,È�Æ�É�ËjÈ�ÉhÒHÅ�Æ�É�Ê2È�Í�Ù Ç,È�Ð!Í�ÉÞÕ�Ô7Ñ�Å�Õ#Å�É�ãõÇvÓ'î�Ù	Ë2Í¢Ë'Ö2Ë
Ð!Í�Æ�É�Ù	Ë2ÍSÊ2Í�â·Í�Ò	Ë	ÓìÈiÏ	Ê	Ë	Ò	Ó'É�È�ÇðÆ�Ë	î�ÒHÅ�ÖHÍ�é

PòÆ�Ö2Î�ØHÅ�ÍSÇvÓ'î�Ù	Ë'ÌüÊ2Í�â·Í�Ò	Ë	×¢Ï	Ê	Ë2Í�ÇvÒ	Ë	Ù¢Ï	Ê2Í�È�ß�ÊHÅ Ü Î�Í�É Ü ÒHÅ�Ø2Í�Ò	Ë2ÍSÙ'Å�Ð·ÑHÈ�î�ÈtÆ�Ë	î�ÒHÅ�Ö�Å z′s ∈ C \
{0} ÆWÏ2È�Ç,È�à!ã�öcú\Ë'Ö2ã�É�Ê	Î�öKà·Í�×ìú\Î�Ò	Ù �	Ë	Ë

ζ : C\{0} → Ξε =
{
ξ ∈ C : ε 6 |ξ| 6 ε−1

}
,

ñ 
�ô
þ,ÏHÅ�ÊHÅ�Ç,Í�É�Ê2È�Ç

ε ∈ (0; 1]
á�Ù�È�É�È�ÊHÅ�Ó^È�Ï	Ê2Í�ÑHÍ�Ö2Ó	Í�É�Æ�Ó^Ï2ÈrÆ�ÖHÍ�Ñ2Î�öKà·Í�ÇvÎWÏ	ÊHÅ�Õ�Ë'Ö2ÎAÝ�Í�Æ�Ö2Ë

ε 6 |ξ| 6 ε−1 á
É�È

ζ(ξ) = ξ
ù	Í�Æ�Ö2Ë

0 < |ξ| < ε
á'É�È

ζ(ξ) = ξ|ξ|−1ε
ù2Í�Æ�Ö2Ë

ε−1 < |ξ| á	É�È ζ(ξ) = ξ|ξ|−1ε−1 é
PoÆ�Ö2Î�ØHÅ�Í·Ð!Í�Æ�É�Ù	Ë'Ì�Ê2Í�â·Í�Ò	Ë	×�Ï	Ê	Ë2Í�ÇvÒ	Ë	ÙhÏ	Ê2Í�È�ß�ÊHÅ Ü Î�Í�ÉìÕ�Í�Ù	É�È�Ê z̄′ ∈ Cn ÕüÕ�Í�Ù	É�È�Ê Y ∈ Cn3

á
Ë2Æ�Ï2È�Ö2ã Ü Î�ÓDáHÒHÅ�Ï	Ê	Ë2Ç,Í�Ê�á	Ñ	Ö2ÓìÙ'Å�Ð·ÑHÈ�×¢Ù�È�È�Ê�Ñ2Ë	ÒHÅ�É�ÔoÏ	Ê	Ë	Ò �	Ë	Ï¢Ê2Í�âiÅ�öKà!Ë'ÌìÈ�ß�Ö�Å�Æ�É�Í�×Þå ï�è�é2P ê�É�È�Ç
Æ�Ö2Î�ØHÅ�Í\Ï	Ê2Í�È�ß�ÊHÅ Ü È�Õ#Å�Ò	Ò	Ô1×�Õ�Í�Ù	É�È�Ê Y É�Å�Ù	Ð!ÍSÏ	Ê	Ë	ÒHÅ�Ñ	ÖHÍ�ÐiË	É

Ξnε
á'É�Å�Ù¢Ù'Å�Ù

Cn3 ⊂ Ξnε
é

IkÉ�Ç,Í�É�Ë2Ç1á�Ø	É�ÈüÕ�Ò2Í Ü Å�Õ�Ë2Æ�Ë2Ç,È�Æ�É�ËÚÈ�ÉìÒHÅ�Æ�É�Ê2È�Í�ÙhÆiÕ�Ô7Ì#È�Ñ�ÅäÏ	Ê	Ë2Í�ÇvÒ	Ë	Ù'ÅìÕ�Í�Ù	É�È�Ê Y ∈ Ξnε
ÒHÅ�Û

Ï	ÊHÅ�Õ�Ö2Ó	Í�É�Æ�Ó¢ÕiÑHÍ�Ù�È�ÑHÍ�Ê4ÇvÓ'î�Ù	Ë'ÌüÊ2Í�â·Í�Ò	Ë	×�á2Ù�È�Ò2Æ�É�Ê	Î�Ù �	Ë	Ó¢Ù�È�É�È�Ê2È�î�ÈíÏ	Ê2Í�ÑHÆ�É�Å�Õ�ÖHÍ�ÒHÅ=Ò	Ë	Ð!Í�é���É�È�É
ÑHÍ�Ù�È�ÑHÍ�ÊõÕ�Ô1Ø	Ë2Æ�Ö2Ó	Í�É4Ò2Í�Ù�È�É�È�Ê	Ô1×õË	Ò2úSÈ�Ê2ÇYÅ	�	Ë2È�Ò	Ò	Ô1×õÕ�Í�Ù	É�È�Ê

m̄′ ∈ Fk3
ËÚÏ2Í�Ê2Í�Ñ�Å�Í�É�Í�î�È¢Õ4q^NKé

IkØ2Í�Õ�Ë'Ñ2Ò2È	ápØ	É�È¢ÆiÎ�Ø2Í�É�È�ÇjË2Æ�Ù'Å�Ð!Í�Ò	Ë	×õÕìO!N�d Õ�Í�Ù	É�È�Ê
m̄′ Ç,È�Ð!Í�É�È�É�Ö2Ë	ØHÅ�É�ã�Æ�ÓÞÈ�É¢Ë2Æ¤Ì#È�Ñ2Ò2È�î�È

Õ�Í�Ù	É�È�ÊHÅ
m̄
á�È�É�Ï	ÊHÅ�Õ�ÖHÍ�Ò	Ò2È�î�È\Q^NÄÕKÙ'Å�ÒHÅ�Öxá�ÕWÉ�Å�Ù�È�Ç�Æ�Ö2Î�ØHÅ�Í�î�È�Õ�È�Ê#Ó'ÉSÈ�ßWÈ�â!Ë2ß�Ù�Í�ÑHÍ�Ù�È�Ñ2Ë	Ê2È�Õ#Å�Ò	Ë	ÓDé

P Ü Å�Õ�Ë2Æ�Ë2Ç,È�Æ�É�ËtÈ�ÉWÒHÅ�Æ�É�Ê2È�Í�Ù=Ï	Ê	Ë2Í�ÇvÒ	Ë	Ù'Å\Ç,È�ÐiÒ2È\Õ�Í�Æ�É�ËiÊ2Í�Ø	ãSÈKÏ2È�Ç,Í�Ì#È�Î�Æ�É�È�×	Ø	Ë	Õ�È�ÇÄÏ2È�Ö2Î�Ò2Í�Ï	Ê2Í�Û
Ê	Ô1Õ�Ò2È�ÇðË'Ö2ËäÑ2Ë2Æ�Ù	Ê2Í�É�Ò2È�ÇëÙ'Å�ÒHÅ�ÖHÍSÏ2Í�Ê2Í�Ñ�Å�Ø	Ë�é

P�Ò	Î�É�Ê	ËtÈ�Ï	Ë2Æ�Å�Ò	Ò2È�î�ÈSÕ�Ô1â·ÍrÏ2È�Ç,Í�Ì#È�Î�Æ�É�È�×	Ø	Ë	Õ�È�î�È!Ù'Å�ÒHÅ�Ö�ÅSÆ�Õ�Ó Ü ËtÇ,È�ÐiÒ2ÈSÕ�Ô7ÑHÍ�Ö2Ë	É�ã!Õ�Ò	Î�É�Ê2Í�Ò'Û
Ò	Ë	×üÒ2Í�Ï2È�Ç,Í�Ì#È�Î�Æ�É�È�×	Ø	Ë	Õ�Ô1×¢Ù'Å�ÒHÅ�Öxá2Æ�Õ�È�×2Æ�É�Õ#Å!Ù�È�É�È�Ê2È�î�ÈiÕ�Ö2Ë	Ó'öKÉ·ÒHÅ^Ù�È�Ê	Ê2Í�Ù	É�Ë	Ê	Î�öKà!Î�öoÆ�Ï2È�Æ�È�ß�Û
Ò2È�Æ�É�ãtÙ�È�ÑHÍ�Ù'ÅíË2Æ¤Ì#È�Ñ2Ò2È�î�ÈäÙ'Å�ÒHÅ�Ö�Å'é	_!Í�×2Æ�É�Õ�Ë	É�Í�Ö2ã�Ò2È	áDÍ�Æ�Ö2Ë¢ÕtÈ�Ï	Ë2Æ�Å�Ò	Ò2È�×4Õ�Ô1â·Í^Ç,È�ÑHÍ�Ö2Ë�Ï2È�Ç,Í�Ì#È�Û
Î�Æ�É�È�×	Ø	Ë	Õ�È�î�È!Ù'Å�ÒHÅ�Ö�Å^Æ�Õ�Ó Ü ËíÎ'ß�ÊHÅ�É�ã^ß�ÖHÈ�Ù	ËäU\UòËi_!Uiá�É�È\Õ^Ê2Í�ÐiË2Ç,ÍrÐ!Í�Æ�É�Ù	Ë'ÌíÊ2Í�â·Í�Ò	Ë	×íÏ	Ê	Ë2Í�ÇpÛ
Ò	Ë	Ù'ÅtÊ2Í�Å�Ö2Ë Ü Î�Í�É�Æ�Ó�Ñ2Ë2Æ�Ù	Ê2Í�É�Ò	Ô1×�Ò2Í�Ï2È�Ç,Í�Ì#È�Î�Æ�É�È�×	Ø	Ë	Õ�Ô1×hÙ'Å�ÒHÅ�ÖxáDÅíÕtÊ2Í�ÐiË2Ç,Í·ÇvÓ'î�Ù	Ë'Ì�Ê2Í�â·Í�Ò	Ë	×
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Ï	Ê	Ë2Í�ÇvÒ	Ë	Ù'ÅìlýÏ2È�Ö2Î�Ò2Í�Ï	Ê2Í�Ê	Ô1Õ�Ò	Ô1×ÞÒ2Í�Ï2È�Ç,Í�Ì#È�Î�Æ�É�È�×	Ø	Ë	Õ�Ô1×ðÙ'Å�ÒHÅ�Öxép[xÈ�î�Ñ�Å¢Æ¤Ì#Í�ÇYÅìÏ	Ê2È�Ì#È�Ð·ÑHÍ�Ò	Ë	Ó
Ñ�Å�Ò	Ò	Ô7ÌÞÏ2È4Ù'Å�ÒHÅ�Ö2ÎÞÆ�ÖHÍ�Ñ2Î�öKàiÅ�ÓDÝ,Q^NKápÏ2Í�Ê2Í�Ñ�Å�É�Ø	Ë	Ù�áYO!N�døávÏ	Ê	Ë2Í�ÇvÒ	Ë	ÙðËðq^NKé,P È�É�Æ�Î�É�Æ�É�Õ�Ë	Ë
Ù�È�ÑHÍ�Ù'Å\Ù'Å�ÒHÅ�Ö�ÅWÏ	Ê2Í�Ñ2Ï2È�Ö�Å�î�Å�Í�É�Æ�ÓDá�Ø	É�È\Q^NÚúSÈ�Ê2ÇvË	Ê	Î�Í�É\Õ�Í�Ù	É�È�Ê	ÔSá#ÅKq^NhÏ2È�Ö2Î�ØHÅ�Í�É\Õ�Í�Ù	É�È�Ê	ÔÞÑ	Ö2Ë'Û
Ò	Ô

n
é'PMÆ�Ö2Î�ØHÅ�Í\ÇvÓ'î�Ù	Ë'ÌtÊ2Í�â·Í�Ò	Ë	×üÏ	Ê	Ë2Í�ÇvÒ	Ë	Ù'Å=Æ�È�Õ�È�Ù	Î�Ï	Ò2È�ÍWÕ�È Ü ÑHÍ�×2Æ�É�Õ�Ë2Í\Ï2Í�Ê2Í�Ñ�Å�É�Ø	Ë	Ù'Å'á	Ö2Ë	Ò	Ë	Ë

Æ�Õ�Ó Ü ËtËtÏ	Ê	Ë2Í�ÇvÒ	Ë	Ù'Å!ÒHÅ^Æ�È�È�ß�à·Í�Ò	Ë	ÓtÒHÅ Ü È�Õ�Í�ÇÞÈ�Ï2Í�ÊHÅ�É�È�Ê2È�ÇÞÕ�Ò	Î�É�Ê2Í�Ò	Ò2Í�î�È!Ò2Í�Ï2È�Ç,Í�Ì#È�Î�Æ�É�È�×	Ø	Ë	Õ�È�î�È
Ï2È�Ö2Î�Ò2Í�Ï	Ê2Í�Ê	Ô1Õ�Ò2È�î�ÈíÙ'Å�ÒHÅ�Ö�Å'á2Ù�È�É�È�Ê	Ô1×�È�ß�È Ü ÒHÅ�Ø	Ë2Ç

chn : Fn3 → Ξnε .
PMÆ�Ö2Î�ØHÅ�ÍWÐ!Í�Æ�É�Ù	Ë'ÌüÊ2Í�â·Í�Ò	Ë	×üÏ	Ê	Ë2Í�ÇvÒ	Ë	Ù'ÅiÒHÅ!Õ�Ì#È�Ñ¢q^NëÏ2È�Ç,Í�Ì#È�Î�Æ�É�È�×	Ø	Ë	Õ�È�î�ÈíÙ'Å�ÒHÅ�Ö�Å·Ï2È�Æ�É�Î#Û

ÏHÅ�öKÉ=ê�ÖHÍ�Ç,Í�Ò	É�Ô�Ë Ü Ï	Ê2È�Æ�É�ÊHÅ�Ò2Æ�É�Õ#Å
Cn3
é�N�È�È�É�Õ�Í�É�Æ�É�Õ�Î�öKà!Ë	×�È�Ï2Í�ÊHÅ�É�È�Ê�Õ�Ò	Î�É�Ê2Í�Ò	Ò2Í�î�ÈíÒ2Í�Ï2È�Ç,Í�Ì#È�Û

Î�Æ�É�È�×	Ø	Ë	Õ�È�î�ÈiÑ2Ë2Æ�Ù	Ê2Í�É�Ò2È�î�ÈíÙ'Å�ÒHÅ�Ö�ÅiÈ�ß�È Ü ÒHÅ�Ø	Ë2Ç

chnd : Fn3 → Cn3 .
IkÏ2Í�ÊHÅ�É�È�Ê

chnd
Ë¢Ï2È�Ê2È�Ñ2Ë	Õ�â!Ë	×�Í�î�È=Ñ2Ë2Æ�Ù	Ê2Í�É�Ò	Ô1×4Ï2È�Ç,Í�Ì#È�Î�Æ�É�È�×	Ø	Ë	Õ�Ô1×�Ù'Å�ÒHÅ�ÖÄß�Î�ÑHÍ�ÇðÒHÅ Ü Ô7Û

Õ#Å�É�ã�������)��!	���	Há�Í�Æ�Ö2Ë Ü Å�â!Î'ÇpÖHÍ�Ò	Ë2ÍìÕ�Í�Ù	É�È�ÊHÅ C(f) (∈ RM3(2,m))
ÕhÙ'Å�ÒHÅ�ÖHÍ¢É�Í�Æ�Ò2ÈhÆ�Õ�Ó Ü Å�Ò2È

Æ Ü Å�â!Î'ÇpÖHÍ�Ò	Ë2Í�ÇðÕ�Í�Ù	É�È�Ê2È�Õ C(Db̄f) (∈ RM3(1,m))
Ñ	Ö2ÓäÕ�Æ�Í�Ì

b̄ ∈ Fm3
á2Å!Ë2Ç,Í�Ò	Ò2È	áHÍ�Æ�Ö2Ë

∆b̄(µn(chnd(C(f)))) = µn(chnd(C(Db̄f))).
ñ�æ���ô

XvÅ Ü Ò2È�Æ�É�Ò	Ô1× È�Ï2Í�ÊHÅ�É�È�Ê
∆b̄

Ó'Õ�Ö2Ó	Í�É�Æ�ÓûÑ2Ë2Æ�Ù	Ê2Í�É�Ò2È�×øÕ�Í�Ê2Æ�Ë2Í�× È�Ï2Í�ÊHÅ�É�È�ÊHÅ�Ñ2Ë2úSúSÍ�Ê2Í�Ò �	Ë	Ê2È�Õ#Å�Û
Ò	Ë	Ó

Db̄

ápÏ2È�ê�É�È�ÇvÎÚÎ�Æ�ÖHÈ�Õ�Ë2Íhñ�æ���ôSl ê�É�È4Ò2Í�Ù�È�É�È�Ê	Ô1×MÅ�ÒHÅ�ÖHÈ�îìÆ�Õ�È�×2Æ�É�Õ#Å4Ï	Ê2Í�È�ß�ÊHÅ Ü È�Õ#Å�Ò	Ë	ÓðÙ'Å�Æ�Å�Û
É�Í�Ö2ã�Ò	Ô7Ì·ÊHÅ�Æ�Æ�ÖHÈ�Í�Ò	Ë	×�á�Ë	Ò'Ñ2Î �	Ë	Ê2È�Õ#Å�Ò	Ò	Ô7Ìiî�Ö�Å�Ñ2Ù	Ë2ÇÄÈ�É�È�ß�ÊHÅ�Ð!Í�Ò	Ë2Í�ÇÚÇvÒ2È�î�È�È�ß�ÊHÅ Ü Ë	×�ñ Æ�Ç1éçá�ÒHÅ�Ï	Ê	Ë'Û
Ç,Í�Ê�á�åçæ �2á2Æ�é2ï�
�è ô�é

�¢y����K� GAC��,������� - ��"��2� � �������	�	�ð���A���#"x����$	/1�ò0 - ��� � -  2��� - �����	
�/1�j�	��$���� 6 �k 2�����
f ∈

F
(2)
3 [x1, . . . , xm]

*
b̄ ∈ Fm3 ,

ē = µn(chnd(C(f)))− C(f), ε̄ = µn(chnd(C(Db̄f)))− C(Db̄f).
+�-�� ��� * �����	�Ä
'�����^���,�v�	$ � � - �!� � �	�

ē
$A�S0#"x��
 - � � - ���A�Ä���A��� -ì- �!� � - � * � ��"���$A���#" - 
���$	$ - �A�	�

0#"���
��������v/��ü� - � - �
RM3(2,m)

* � 6 � 6

wth(ē) 6 tRM3(2,m) =
1

2

(
3m−1 − 1

)
,

� - 
'���
�^���,�v�	$ � � - �!� � �	�
ε̄
$A��0#"x��
 - � � - ���A�=���A��� -!- �!� � - � *�� ��"���$A���#" - 
���$	$ - �A��0#"���
��������v/��

� - � - �
RM3(1,m)

* � 6 � 6
wth(ε̄) 6 tRM3(1,m) = 3m−1.

C
IkÉ�Ç,Í�É�Ë2Ç1á	Ø	É�È Ü ÒHÅ�Ø2Í�Ò	Ë	Ó tRM3(2,m)

Ë
tRM3(1,m)

Ï	Ê2Í�Ñ��DÓ'Õ�ÖHÍ�Ò	ÔmÕ·ÊHÅ Ü ÑHÍ�ÖHÍ @ é	Q\Æ�Ï2È�Ö2ã Ü Î�Ó
Î�Æ�ÖHÈ�Õ�Ë2Ííñ�æ���ô�á�Ö2Ë	Ò2Í�×	Ò2È�Æ�É�ãäÈ�Ï2Í�ÊHÅ�É�È�ÊHÅ

∆b̄

ËäÖHÍ�Ç,ÇvÎ�æWÏ2È�Ö2Î�ØHÅ�Í�Ç

µn(chnd(C(Db̄f))) = ∆b̄(µn(chnd(C(f)))) = ∆b̄(C(f) + ē)

= ∆b̄(C(f)) + ∆b̄(ē) = C(Db̄f) + τb̄(ē)− ē.
[pÅ�Ù	Ë2ÇëÈ�ß�ÊHÅ Ü È�Ç1á

ε̄ = chnd(C(Db̄f))− C(Db̄f) = τb̄(ē)− ē.
q\È·Î�Æ�ÖHÈ�Õ�Ë	öoÖHÍ�Ç,ÇvÔ

wth(τb̄(ē)) = wth(ē) 6
1

2

(
3m−1 − 1

)
.

NYÖHÍ�ÑHÈ�Õ#Å�É�Í�Ö2ã�Ò2È	á

wth(ε̄) = wth(τb̄(ē)− ē) 6 wth(τb̄(ē)) + wth(ē) 6
(
3m−1 − 1

)
. B



ï�	 ;ä�� 	$#���'�¢� 6��Þ6 *��Ä-�� �	�A��
'���	����� 6�576

� C�ü�H{p�����xz�~��p��}hw4u��û|v�p}ð~D��|Y�H�
RM3(2,m)

IkÏ	Ë	â·Í�ÇVÕhÎ�Æ�È�Õ�Í�Ê	â·Í�Ò2Æ�É�Õ�È�Õ#Å�Ò	Ò2È�Ç Õ�Ë'ÑHÍìÙ�È�Ò2Æ�É�Ê	Î�Ù �	Ë	ö _!a�XVÑ	Ö2ÓõÙ�È�ÑHÈ�Õ
RM3(2,m)

Ë Ü
ÊHÅ�ß�È�É�Ô å ��è�é#_SÖ2Óüê�É�È�î�ÈiÕiÏ	Ê2È�Æ�É�ÊHÅ�Ò2Æ�É�Õ�Í

Ξnε
Ï2È=Å�ÒHÅ�ÖHÈ�î�Ë	Ë�Æ=ñ ï�ô�á�ñ ��ô�Õ�Õ�Í�ÑHÍ�ÇðÈ�Ï2Í�ÊHÅ�É�È�Ê	Ô

ξb̄ : Ξ
n
ε → Ξnε , ∇b̄ : Ξnε → Ξnε ,

Ù�È�É�È�Ê	ÔrÍ\ÑHÍ�×2Æ�É�Õ�Î�öKÉ=Ï2ÈiÏ	ÊHÅ�Õ�Ë'Ö�Å�Ç

ξb̄(Y ) =
(
yb̄+ᾱ1

, . . . ,yb̄+ᾱn

)
, ∇b̄(Y ) =

(
ζ
(
yb̄+ᾱ1

y−1
ᾱ1

)
, . . . , ζ

(
yb̄+ᾱn

y−1
ᾱn

)) ñ�æ�æ�ô

Æ�È�È�É�Õ�Í�É�Æ�É�Õ�Í�Ò	Ò2È	áHî�ÑHÍ
Y = (yα1 , . . . , yαn) ∈ Ξnε

á
ζ
lnú\Ë'Ö2ã�É�Ê	Î�öKàiÅ�Óüú\Î�Ò	Ù �	Ë	ÓÄñ 
�ô�é

� �,�����p��� �^C��	� ��)�

[n, k, d]3

Û³Ù�È�Ñ
RM3(2,m)

á�Ï2È�Ö2Î�Ø2Í�Ò	Ò	Ô1×4Ë Ü Ù'Å�ÒHÅ�Ö�Å Ü Å�â!Î'ÇpÖHÍ�Ò	Ò	Ô1×�Ù�È�Û
ÑHÈ�Õ�Ô1×ìÕ�Í�Ù	É�È�Ê

Y = (Yᾱ1 , . . . , Yᾱn) ∈ Ξnε (⊂ Cn)
é

� � � ��)�
�Õ�È�Æ�Æ�É�Å�Ò2È�Õ�ÖHÍ�Ò	Ò	Ô1×4Ë	Ò2úSÈ�Ê2ÇYÅ	�	Ë2È�Ò	Ò	Ô1×¢Õ�Í�Ù	É�È�Ê
f̄
é

d?Å�îíæ�é2q\È�Æ�É�Ê2È�Ë2ÇðÎ�Ï2È�Ê#Ó�ÑHÈ�Ø2Í�Ò	Ò	Ô1×¢ÕíÆ�È�È�É�Õ�Í�É�Æ�É�Õ�Ë	Ë�Æíñ�æ�ô�ÒHÅ�ß�È�ÊìÕ�Í�Ù	É�È�Ê2È�ÕíË Ü Ξnε
Ý

{
∇γ̄(Y ) =

(
ζ
(
Yγ̄+ᾱ1

Y −1
ᾱ1

)
, . . . , ζ

(
Yγ̄+ᾱn

Y −1
ᾱn

))}
γ̄∈Fm

3 , γ̄ 6=0̄
,

î�ÑHÍ
ζ
lnú\Ë'Ö2ã�É�Ê	Î�öKàiÅ�Óüú\Î�Ò	Ù �	Ë	ÓÄñ 
�ô�á

Y −1
ᾱs

lûØ	Ë2Æ�ÖHÈ	á2Æ�È�Ï	Ê#Ó'Ð!Í�Ò	Ò2È�Í^Ù
Yᾱs

é
d?Å�îiï'éHXvÅ�Æ�Æ�Ç,È�É�Ê	Ë2Ç ÕíÆ�È�È�É�Õ�Í�É�Æ�É�Õ�Ë	Ë�Ætñ�æ�ô7Õ�Æ�Í

γ̄ ∈ Fm3
á
γ̄ 6= 0̄

á2ËüÑ	Ö2Ó¢ú\Ë	Ù�Æ�Ë	Ê2È�Õ#Å�Ò	Ò2È�î�È
γ̄È�Ï	Ê2Í�ÑHÍ�Ö2Ë2Ç

P = (Pᾱ1 , Pᾱ2 , . . . , Pᾱn) = ∇γ̄(Y ).

N�Ê2Í�Ñ2Ë�Õ�Æ�Í�Ì
β(x̄) = β0 + β1x1 + . . . + βmxm

Ë Ü
F
(1)
3 [x1, . . . , xm]

ÒHÅ�×'ÑHÍ�Ç Ï2È�Ö2Ë	Ò2È�Ç1áAÙ�È�É�È�Ê	Ô1×
ÇvË	Ò	Ë2ÇvË Ü Ë	Ê	Î�Í�Éäú\Î�Ò	Ù �	Ë2È�ÒHÅ�ÖxÝ

Ψ(P , β̄) =

n∑

s=1

∣∣∣Pᾱs − ei
2
3
πβ(ᾱs)

∣∣∣(∈ R).

a¢Ë	Ò	Ë2ÇYÅ�Ö2ã�Ò2È�Í Ü ÒHÅ�Ø2Í�Ò	Ë2Í·ú\Î�Ò	Ù �	Ë2È�ÒHÅ�Ö�Å·Ñ	Ö2ÓìÉ�Í�Ù	Î�à·Í�î�È Ü ÒHÅ�Ø2Í�Ò	Ë	Ó γ̄ È�ß�È Ü ÒHÅ�Ø	Ë2ÇMØ2Í�Ê2Í Ü Ψγ̄
á

Å·Õ�Í�Ù	É�È�Ê�á	ÒHÅ·Ù�È�É�È�Ê2È�ÇõÑHÈ�Æ�É�Ë	î�Å�Í�É�Æ�Ó�ÇvË	Ò	Ë2ÇvÎ'ÇÞlûØ2Í�Ê2Í Ü Bγ̄ = (βγ̄1 , . . . , β
γ̄
m)
é

]SÅ�×'ÑHÍ�Ç Ü ÒHÅ�Ø2Í�Ò	Ë	Ó Ψγ̄
Ë
Bγ̄

Ñ	Ö2ÓüÙ'Å�Ð·ÑHÈ�î�È
γ ∈ Fm3

á
γ̄ 6= 0̄

éAN�úSÈ�Ê2ÇvË	Ê	Î�Í�ÇðÎ�Ï2È�Ê#Ó�ÑHÈ�Ø2Í�Ò	Ò	Ô1×
ÕíÆ�È�È�É�Õ�Í�É�Æ�É�Õ�Ë	Ë�Æ=ñ�æ�ô�ÒHÅ�ß�È�Ê

Ψ = (Ψᾱ1 = 0̄,Ψᾱ2 ,Ψᾱ3 , . . . ,Ψᾱn)
ËüÑ2Õ�Î'Ç,Í�Ê	Ò	Ô1×¢ÇYÅ�Æ�Æ�Ë	Õ

B =




Bᾱ1

Bᾱ2

. . .
Bᾱn


 =




0 . . . 0
βᾱ2
1 . . . βᾱ2

m

. . . . . . . . .
βᾱn
1 . . . βᾱn

m


 .

d?Å�î!ÿ'é2qWÎ�Æ�É�ã
Θ = B

Ý

Θ =




Θᾱ1

. . .
Θᾱn


 =




θ11 · · · θm1ééé é é é ééé
θ1n · · · θmn


 .

qWÊ	ËðÒ2Í�È�ß�Ì#È�Ñ2Ë2Ç,È�Æ�É�Ë
j
Û³×ëÆ�É�È�ÖHß�Í �ðÏ2È�Ö2Î�Ø2Í�Ò	Ò2È�î�ÈhÇYÅ�Æ�Æ�Ë	Õ#ÅÄß�Î�ÑHÍ�ÇcÈ�ß�È Ü ÒHÅ�ØHÅ�É�ãÚØ2Í�Ê2Í Ü Θj á j =

1, . . . ,m
éDqWÎ�Æ�É�ã

Maj {X} l ú\Î�Ò	Ù �	Ë	ÓDáAÕ�È Ü Õ�ÊHÅ�àiÅ�öKàiÅ�Ó4ê�ÖHÍ�Ç,Í�Ò	É�áDÕ�Æ�É�Ê2Í�ØHÅ�öKà!Ë	×2Æ�Ó�ÒHÅ�Ë2ß�È�Ö2ã�Û
â·Í�Í\Ø	Ë2Æ�ÖHÈiÊHÅ Ü ÕíÇvÒ2È�Ð!Í�Æ�É�Õ�Í X éHIKß�Ò2È�Õ�Ë2ÇëÆ�É�Ê2È�Ù	Ë�ÇYÅ�Æ�Æ�Ë	Õ#Å Θ Ý

Θᾱs = Maj
{
Θᾱs+β̄j

−Θβ̄j

}
β̄j∈Fm

3 , β̄j 6=ᾱs

.
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d?Å�î��2é�P7È�Æ�Æ�É�Å�Ò2È�Õ�Ë2ÇhÙ	Õ#Å�Ñ2ÊHÅ�É�Ë	Ø	Ò	Î�öjØHÅ�Æ�É�ã
ψ(x̄)

Ë2Æ�Ù�È�Ç,È�î�È^Ë	Ò2úSÈ�Ê2ÇYÅ	�	Ë2È�Ò	Ò2È�î�È^Ï2È�Ö2Ë	Ò2È�ÇYÅ
f(x̄)

á	Ï2È�Æ�É�Ê2È�Ë	ÕtÇYÅ�É�Ê	Ë �	Îü`ûñ Æ�Ç1éxñ ��ô¤ô�é
d?Å�î��2éçæ�é�_SÖ2ÓíÙ'Å�Ð·ÑHÈ�î�È

j ∈ {1, . . . ,m} ÒHÅ^ÇvÒ2È�Ð!Í�Æ�É�Õ�ÍWÕ�Æ�Í�ÌiÖ2Ë	Ò2Í�×	Ò	Ô7ÌtÈ�Ñ2Ò2È�Ê2È�Ñ2Ò	Ô7ÌäÏ2È�Ö2Ë'ÛÒ2È�Ç,È�Õ=Õ�Ë'Ñ�Å

δ(x̄) =

m∑

q=1

δqxq, δq ∈ F3,
ñ�æ�ï�ô

ÒHÅ�Ì#È�Ñ2Ë2ÇëÇvË	Ò	Ë2ÇvÎ'Çðú\Î�Ò	Ù �	Ë2È�ÒHÅ�Ö�Å'á2È�Ï	Ê2Í�ÑHÍ�ÖHÍ�Ò	Ò2È�î�ÈíÕ=Æ�È�È�É�Õ�Í�É�Æ�É�Õ�Ë	Ë4ÆWÕ�Í�Æ�È�Õ�È�×
L1
Û³Ò2È�Ê2Ç,È�×�Ý

Tj(δ) =

n∑

s=1

(Ψᾱs + 1)
∣∣∣ei

2π
3
(2δ(ᾱs)−θjs) − 1

∣∣∣ (∈ R).
ñ�æ�ÿ�ô

a¢Ë	Ò	Ë2ÇYÅ�Ö2ã�Ò2È�Í Ü ÒHÅ�Ø2Í�Ò	Ë2Í!ú\Î�Ò	Ù �	Ë2È�ÒHÅ�Ö�Å·Ñ	Ö2ÓìÉ�Í�Ù	Î�à·Í�î�Èíú\Ë	Ù�Æ�Ë	Ê2È�Õ#Å�Ò	Ò2È�î�È Ü ÒHÅ�Ø2Í�Ò	Ë	Ó j È�ß�È Ü ÒHÅ�ÛØ	Ë2ÇõØ2Í�Ê2Í Ü dj
á2Å!Ï2È�Ö2Ë	Ò2È�Ç1á2ÒHÅ·Ù�È�É�È�Ê2È�ÇõÑHÈ�Æ�É�Ë	î�Å�Í�É�Æ�Ó�ÇvË	Ò	Ë2ÇvÎ'ÇÞlûØ2Í�Ê2Í Ü

ω(j)(x̄) =

m∑

q=1

ω(j)
q xq.

d?Å�î �2é ï'é�N�Ë2Ç,Ç,Í�É�Ê	Ë	Ø2Í�Æ�Ù	Î�öVÇYÅ�É�Ê	Ë �	Îü`mÏ2È�Æ�É�Ê2È�Ë2ÇðÕiÕ�Ë'ÑHÍ

A = (aqj)q,j∈[1,...,m],

î�ÑHÍ

aqj =

{
ω
(q)
j , dq<dj ,

ω
(j)
q , dq> dj.

N�úSÈ�Ê2ÇvË	Ê	Î�Í�ÇõÙ	Õ#Å�Ñ2ÊHÅ�É�Ë	Ø	Ò	Î�öcØHÅ�Æ�É�ã
ψ(x̄)

Ë2Æ�Ù�È�Ç,È�î�ÈíÏ2È�Ö2Ë	Ò2È�ÇYÅiÏ2ÈiúSÈ�Ê2ÇvÎ�ÖHÍ

ψ(x̄) =
∑

q6j

ε aqj xq xj, x̄ = (x1, x2, . . . , xm) ∈ Fm3 , aqj ∈ F3, q, j ∈ [1, . . . ,m] ,

î�ÑHÍ
ε = 1

á	Í�Æ�Ö2Ë
q = j

á	Ë
ε = 2

á2Í�Æ�Ö2Ë
q 6= j

é
d?Å�î �'é�N�Ê2Í�Ñ2ËëÇvÒ2È�Ð!Í�Æ�É�Õ#ÅÄÕ�Æ�Í�ÌõÏ2È�Ö2Ë	Ò2È�Ç,È�Õ

ζ(x̄)(∈ F
(1)
3 [x1, . . . , xm])

ÒHÅ�×'ÑHÍ�ÇVÏ2È�Ö2Ë	Ò2È�Ç1á
Ù�È�É�È�Ê	Ô1×�ÇvË	Ò	Ë2ÇvË Ü Ë	Ê	Î�Í�É Ü ÒHÅ�Ø2Í�Ò	Ë2Í^ú\Î�Ò	Ù �	Ë2È�ÒHÅ�Ö�Å

Φ(Y, ζ) =
n∑

s=1

∣∣∣Yᾱs − ei
2
3π(ζ(ᾱs)+ψ(ᾱs))

∣∣∣ (∈ R),

Ù�È�É�È�Ê	Ô1×üÈ�ß�È Ü ÒHÅ�Ø	Ë2ÇÚØ2Í�Ê2Í Ü φ(x̄) = c0+
∑m

j=1 cjxj
é#XpÍ Ü Î�Ö2ã�É�Å�É!ÑHÍ�Ù�È�Ñ2Ë	Ê2È�Õ#Å�Ò	Ë	ÓìÆ�É�Ê2È�Ë2ÇhÕSÕ�Ë'ÑHÍ

Ï2È�Ö2Ë	Ò2È�ÇYÅ
f(x̄) = ψ(x̄) + φ(x̄)

á'Ù�È�É�È�Ê	Ô1×�È�Ï	Ê2Í�ÑHÍ�Ö2Ó	Í�ÉíË2Æ�Ù�È�ÇvÔ1×¢Ë	Ò2úSÈ�Ê2ÇYÅ	�	Ë2È�Ò	Ò	Ô1×�Õ�Í�Ù	É�È�Ê
f̄
é

� Cxw4�H�������'���p{p�Hyìz����,�H�H�py¢~D�����py#~��'{p�H���'� �p���H����� w4u��

PoÆ�ÖHÍ�Ñ2Î�öKà·Í�×ÄÉ�Í�È�Ê2Í�Ç,Í=Ï2È�Ù'Å Ü Å�Ò2È	á�Ø	É�È¢Å�Ö2î�È�Ê	Ë	É�ÇmÇvÓ'î�Ù�È�î�ÈüÑHÍ�Ù�È�Ñ2Ë	Ê2È�Õ#Å�Ò	Ë	ÓÚË Ü ÊHÅ Ü ÑHÍ�Ö�Å 3Ù�È�Ê	Ê2Í�Ù	É�Í�Ò!ÕKÆ�Ö2Î�ØHÅ�ÍYÏ	Ê	Ë2Ç,Í�Ò2Í�Ò	Ë	Ó!Í�î�ÈrÕrî�Ö�Å�Ñ2Ù�È�Ç¢Ñ2Ë2Æ�Ù	Ê2Í�É�Ò2È�Ç¢Ù'Å�ÒHÅ�ÖHÍ�ÕKÆ�Ë	É�Î#Å	�	Ë	Ë�á�Ù�È�î�Ñ�ÅrØ	Ë2Æ�ÖHÈ
È�â!Ë2ß�È�ÙìÒ2ÍWÏ	Ê2Í�Õ�Ô1âiÅ�Í�É=Ï2È�ÖHÈ�Õ�Ë	Ò	ÔmÙ�È�ÑHÈ�Õ�È�î�ÈíÊHÅ�Æ�Æ�É�È�Ó'Ò	Ë	ÓìÒHÅ·È�Ñ2Ò2ÈiÙ�È�ÑHÈ�Õ�È�Í!Æ�ÖHÈ�Õ�È	é2]\È	á'Ï	Ê2È�Õ�Í�Û
ÑHÍ�Ò	Ò	ÔrÍSÕ�å 	�èpê�Ù�Æ�Ï2Í�Ê	Ë2Ç,Í�Ò	É�ÔoÏ2È�Ù'Å Ü Å�Ö2Ë�á�Ø	É�È=ÕiÑHÍ�×2Æ�É�Õ�Ë	É�Í�Ö2ã�Ò2È�Æ�É�Ë�_!a�XëË2Æ�Ï	ÊHÅ�Õ�Ö2Ó	Í�ÉtÉ�Å�Ù	Ð!Í^Ë
ØHÅ�Æ�É�ã=È�â!Ë2ß�È�Ù Ü Å!Ï	Ê2Í�ÑHÍ�Ö�Å�ÇvËìÏ2È�ÖHÈ�Õ�Ë	Ò	ÔjÙ�È�ÑHÈ�Õ�È�î�È=ÊHÅ�Æ�Æ�É�È�Ó'Ò	Ë	ÓDé2[pÅ�Ù	Ë2ÇðÈ�ß�ÊHÅ Ü È�Ç1á	Õ �2Í�ÖHÈ�Ç1á	Ï2È
Ù�È�Ê	Ê2Í�Ù	É�Ë	Ê	Î�öKà·Í�×·Æ�Ï2È�Æ�È�ß�Ò2È�Æ�É�Ë·ÊHÅ Ü ÊHÅ�ß�È�É�Å�Ò	Ò	Ô1×!ÑHÍ�Ù�È�ÑHÍ�Ê·Ï	Ê2Í�Õ�È�Æ¤Ì#È�Ñ2Ë	ÉKÑHÍ�Ù�È�ÑHÍ�Ê·Ï2ÈrÇvË	Ò	Ë2ÇYÅ�Ö2ã�Û
Ò2È�ÇvÎÄÊHÅ�Æ�Æ�É�È�Ó'Ò	Ë	ö TWÍ�Ç,ÇvË	Ò	î�Å'évQ Ü ê�É�È�î�È4Æ�ÖHÍ�Ñ2Î�Í�É�ápØ	É�È�Í�Æ�É�Í�Æ�É�Õ�Í�Ò	Ò2È�×ðÈ�ß�Ö�Å�Æ�É�ã�öøÏ	Ê	Ë2Ç,Í�Ò2Í�Ò	Ë	Ó
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ÊHÅ Ü ÊHÅ�ß�È�É�Å�Ò	Ò2È�î�ÈWÑHÍ�Ù�È�ÑHÍ�ÊHÅKÓ'Õ�Ö2Ó'öKÉ�Æ�Ó!Ù'Å�ÒHÅ�Ö2ÔõÆ�Õ�Ó Ü Ë·Ò	Ë Ü Ù�È�î�ÈKÙ'Å�Ø2Í�Æ�É�Õ#Å'á�Ù�È�É�È�Ê	ÔrÍ�É�Í�Ç�Ò2Í�Ç,Í�Ò2Í�Í
Ï	Ê	Ë'Ì#È�Ñ2Ë	É�Æ�ÓäË2Æ�Ï2È�Ö2ã Ü È�Õ#Å�É�ãiÒHÅSÏ	ÊHÅ�Ù	É�Ë	Ù�ÍKÑ	Ö2ÓiÖHÍ�î�Å�Ö2ã�Ò2È�×üË'Ö2ËtÒ2Í�ÖHÍ�î�Å�Ö2ã�Ò2È�×üÏ2Í�Ê2Í�Ñ�Å�Ø	ËüÕ#Å�ÐiÒ	Ô7Ì
Æ�È�È�ß�à·Í�Ò	Ë	×�é
��y#���py��K�AC �,������� - ��"��2� � �������	�	�ü���A���#"x����$	/1��0 - ��� � -  2��� - �����	
�/1�4�	��$����¢0A��"x���������ü����$ �

$	/�� * 0 - ����" - ��$	$	/1�Þ$��t� - ��� � �,�#����� � ���	�A��"��
RM3(2,m)

6 �k 2�����
f̄ ∈ Fk3

�n�	$�� - "A�����	� �
- $	$	/1�ä
'���A� - " * �

f ∈ F
(2)
3 [x1, . . . , xm]

�?� -�- ��
'��������
� ��
	!�	�����x í�	$�� - "A�����	� - $	$	/1�ü0 - �	�	$ - � 6
�r"x����0 - � - �i�2� * ��� - 0 - �	��$����� �0A��"x������$ - � - � - 
 - �·��� - 
 -

C(f) ∈ RM 3(2,m)
* �·0#"��A���v$	�	� - �

�2\�	��$������·0 - �� �����$ì
'���A� - "
Y = chnd(C(f)) ∈ Cn3

* 0#"��������

wth(C(f)− µn(Y )) 6
1

2

(
3m−1 − 1

)
.

+�-�� ���S"x��� �� ������� - �Þ"�� � - ��/c��� ��- "��A�����S�x��� - ���#" - 
���$	�����'
���������� �
f̄
6

C
XvÅ�Æ�Æ�Ç,È�É�Ê	Ë2ÇëÊHÅ�ß�È�É�ÎìÅ�Ö2î�È�Ê	Ë	É�ÇYÅ·ÑHÍ�Ù�È�Ñ2Ë	Ê2È�Õ#Å�Ò	Ë	Ó�Ï2È·âiÅ�î�Å�Ç1é

� � &�� � ���%��"� �%�íÏ2ÈüÏ2È�Ö2Î�Ø2Í�Ò	Ò2È�ÇvÎ4Ë Ü Ñ2Ë2Æ�Ù	Ê2Í�É�Ò2È�î�È¢Ù'Å�ÒHÅ�Ö�ÅüÕ�Í�Ù	É�È�Ê	Î Y = chnd(C(f)) ∈
C
n
3 (⊂ Ξnε )

Ñ	Ö2ÓüÙ'Å�Ð·ÑHÈ�î�È
γ̄ ∈ Fm3

á
γ̄ 6= 0̄

á	Æ�É�Ê2È�Ë	É�Æ�Ó ∇γ̄(Y ) = ∇γ̄(chnd(C(f))) ∈ Ξnε
é

_SÖ2ÓüÏ	Ê2È�Ë Ü Õ�È�Ö2ã�Ò2È�î�È b̄ ∈ Fm3
È�ß�È Ü ÒHÅ�Ø	Ë2ÇëØ2Í�Ê2Í Ü

ξ̃b̄ : C
n
3 → Cn3 , ∇̃b̄ : C

n
3 → Cn3

È�î�ÊHÅ�Ò	Ë	Ø2Í�Ò	Ë	ÓõÒHÅ
Cn3

È�É�È�ß�ÊHÅ�Ð!Í�Ò	Ë	×
ξb̄
á ∇b̄

Æ�È�È�É�Õ�Í�É�Æ�É�Õ�Í�Ò	Ò2È	éY]\Í�Ï2È�Æ�Ê2Í�ÑHÆ�É�Õ�Í�Ò	Ò2ÈÄÏ	Ê2È�Õ�Í�Ê#Ó	Í�É�Æ�ÓDá
Ø	É�È¢ñ Æ�Ç1éxñ ��ô �Añ 	�ô�áxñ�æ�æ�ô¤ô

τb̄ · µn = µn·ξ̃ b̄, ∆b̄ · µn = µn·∇̃b̄.
ñ�æ ��ô

qWÊ	ËìÈ�Ï	Ê2Í�ÑHÍ�ÖHÍ�Ò	Ë	ËüÑ2Ë2Æ�Ù	Ê2Í�É�Ò2È�î�ÈiÙ'Å�ÒHÅ�Ö�Å!Ï	Ê2È�Æ�É�ÊHÅ�Ò2Æ�É�Õ�È
Cn3

È�É�È�Ð·ÑHÍ�Æ�É�Õ�Ö2Ó�ÖHÈ�Æ�ãtÆKË Ü È�Ç,È�Ê2ú\Ò	ÔrÇ
Í�ÇvÎòÏ	Ê2È�Æ�É�ÊHÅ�Ò2Æ�É�Õ�È�Ç

Fn3
árÏ2È�ê�É�È�ÇvÎòÑ	Ö2ÓmÏ2È�Æ�É�Ê2È�Í�Ò	Ò2È�î�ÈMÒHÅõÏ2Í�Ê	Õ�È�Ç âiÅ�î�ÍÞÅ�Ö2î�È�Ê	Ë	É�ÇYÅëÕ�Í�Ù	É�È�Û

ÊHÅ ∇γ̄(Y )
Ï2È�Ö2Î�ØHÅ�Í�Ç1á	Ë2Æ�Ï2È�Ö2ã Ü Î�ÓÚñ�æ ��ô�ËüÎ�Æ�ÖHÈ�Õ�Ë2ÍSî�Ö�Å�Ñ2Ù�È�Æ�É�Ëõñ�æ���ô�á	Ø	É�È

µn(∇γ̄(Y )) = µn(∇̃γ̄(Y )) = µn(∇̃γ̄(chnd(C(f))))

= ∆γ̄(µn(chnd(C(f)))) = µn(chnd(C(Dγ̄f))).

[pÅ�Ù	Ë2ÇhÈ�ß�ÊHÅ Ü È�Ç1á�ÒHÅWÏ2Í�Ê	Õ�È�ÇÄâiÅ�î�Í1Ï2È\Ï2È�Ö2Î�Ø2Í�Ò	Ò2È�ÇvÎiË Ü Ù'Å�ÒHÅ�Ö�Å\Õ�Í�Ù	É�È�Ê	Î Y = chnd(C(f)) ∈
Cn3

ú^Å�Ù	É�Ë	Ø2Í�Æ�Ù	ËjÏ2È�Æ�É�Ê2È�Í�Ò2ÈëÇvÒ2È�Ð!Í�Æ�É�Õ�ÈëÕ�Í�Ù	É�È�Ê2È�Õ
chnd(C(Dγ̄f)) ∈ Cn3

á
γ̄ ∈ Fm3

á
γ̄ 6= 0̄

é
N�È�î�Ö�Å�Æ�Ò2È=ÖHÍ�Ç,Ç,Ííæ

C(Dγ̄f) ∈ RM3(1,m)
é�P Æ�Ë'Ö2ÎtÖHÍ�Ç,ÇvÔoï·Ë Ü Î�Æ�ÖHÈ�Õ�Ë	ÓìÉ�Í�È�Ê2Í�ÇvÔmÏ2È�Ö2Î�ØHÅ�Í�Ç1á

Ø	É�È
wth(C(Dγ̄f)− chnd(C(Dγ̄f)) 6 3m−1 − 1,

É�é2Í�é	ÕiÏ2È�Æ�É�Ê2È�Í�Ò	Ò	Ô7ÌìÕ�Í�Ù	É�È�ÊHÅ�Ì
chnd(C(Dγ̄ f))

Ù�È�Ñ
RM3(1,m)

Ë2Æ�Ï	ÊHÅ�Õ�Ö2Ó	Í�ÉíÕ�Æ�ÍSÈ�â!Ë2ß�Ù	Ë�é
� � �� "���$�%���"� �%� Ñ	Ö2Ó Ù'Å�Ð·ÑHÈ�î�ÈcË Ü Õ�Í�Ù	É�È�Ê2È�Õ ∇γ̄(Y ) = chnd(C(Dγ̄f))

á
γ̄ ∈ Fm3

á
γ̄ 6= 0̄

ákÆÄË2Æ�Ï2È�Ö2ã Ü È�Õ#Å�Ò	Ë2Í�Çýú\Î�Ò	Ù �	Ë2È�ÒHÅ�Ö�Å
Ψ(P , β̄)

È�É�ÔrÆ�Ù	Ë	Õ#Å�Í�É�Æ�ÓoÉ�Å�Ù�È�×�Ö2Ë	Ò2Í�×	Ò	Ô1×oÏ2È�Ö2Ë'Û
Ò2È�Ç

βγ̄(x̄) = β0 + β1x1 + . . . + βmxm
áWÙ�È�É�È�Ê	Ô1×?Õ Ü Å�Ù�È�Ñ2Ë	Ê2È�Õ#Å�Ò	Ò2È�Ç÷Õ�Ë'ÑHÍ

C(βγ̄(x̄)) =(
ei

2
3
πβγ̄1 (ᾱs), . . . , ei

2
3
πβγ̄1 (ᾱs)

)
(∈ Cn3 )

ß�Ö2Ë Ü È�ÙmÙ ∇γ̄(Y )
Ï2ÈõÇ,Í�É�Ê	Ë	Ù�Í

L1
érUSÅ�Ùmß�Ô7ÖHÈðÈ�É�Ç,Í�Ø2Í�Û

Ò2È4Õ�Ô1â·Í�ávÙ�È�Ñ
RM3(1,m)

Ï2È Ü Õ�È�Ö2Ó	Í�ÉÄî�Å�ÊHÅ�Ò	É�Ë	Ê2È�Õ#Å�Ò	Ò2ÈhË2Æ�Ï	ÊHÅ�Õ�Ë	É�ãÄÕ�Æ�ÍüÈ�â!Ë2ß�Ù	ËõÕ ∇γ̄(Y ) =
chnd(C(Dγ̄f))

é#a�Í�É�Ê	Ë	Ù'Å
L1
Ï	Ê2È�Ï2È�Ê �	Ë2È�ÒHÅ�Ö2ã�ÒHÅ!Ç,Í�É�Ê	Ë	Ù�ÍkTWÍ�Ç,ÇvË	Ò	î�Å'á#Ï2È�ê�É�È�ÇvÎiÒHÅ\âiÅ�î�Íkï\Ï	Ê2È�Û

Ë2Æ¤Ì#È�Ñ2Ë	ÉSÑHÍ�Ù�È�Ñ2Ë	Ê2È�Õ#Å�Ò	Ë2ÍkÏ	Ê2È�Ë Ü Õ�È�Ñ2Ò	Ô7Ì=Ï2È\ÇvË	Ò	Ë2ÇvÎ'ÇvÎ·ÊHÅ�Æ�Æ�É�È�Ó'Ò	Ë	ÓiTWÍ�Ç,ÇvË	Ò	î�ÅWË�á�Æ�ÖHÍ�ÑHÈ�Õ#Å�É�Í�Ö2ã�Û
Ò2È	á

βγ̄(x̄) = β0 + βγ̄1x1 + . . . + β γ̄mxm = Dγ̄f(x̄).
ñ�æ���ô

P Æ�Ë'Ö2Îhñ ��ô
βγ̄(x̄) = 2x̄Aγ̄T + f(γ̄)− f00...00,
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Ï2È�ê�É�È�ÇvÎ

Bγ̄ =
(
βγ̄1 , . . . , β

γ̄
m

)
=
(
2Aγ̄T

)T
= 2γ̄A.

ñ�æ���ô
[pÅ�Ù	Ë2Ç?È�ß�ÊHÅ Ü È�Ç1áYÕhÆ�É�Ê2È�Ù'Å�ÌëÇYÅ�É�Ê	Ë �	Ô B

ÒHÅ�Ì#È�Ñ2Ó'É�Æ�ÓëÕ�Í�Ê	Ò	ÔrÍ Ü ÒHÅ�Ø2Í�Ò	Ë	ÓðÙ�È�ê�úSú\Ë �	Ë2Í�Ò	É�È�Õ
È�Ñ2Ò2È�Ê2È�Ñ2Ò2È�×�ØHÅ�Æ�É�Ë

Lγ̄f
Ï	Ê2È�Ë Ü Õ�È�Ñ2Ò2È�× Dγ̄f

á
γ̄ ∈ Fm3

é2QWÒHÅ�Ø2Í\î�È�Õ�È�Ê#ÓDá

Bγ̄ = Lγ̄f.
ñ�æ ��ô

�YÖHÍ�Ç,Í�Ò	É�Ô
Ψγ̄

ÒHÅ�ß�È�ÊHÅ
Ψ
Ç,È�ÐiÒ2ÈìÒHÅ Ü Õ#Å�É�ãìÙ�È�ê�úSú\Ë �	Ë2Í�Ò	É�Å�ÇvËhÒ2Í�ÑHÈ�Õ�Í�Ê	Ë	Ó�Ù�ÒHÅ�×'ÑHÍ�Ò	Ò2È�ÇvÎ Ü ÒHÅ�Û

Ø2Í�Ò	Ë	ö
Bγ̄
ÝxØ2Í�Ç�É�È�Ø	Ò2Í�ÍtÒHÅ�×'ÑHÍ�Ò2È

Bγ̄
áxÉ�Í�ÇoÇ,Í�Ò	ã�â·ÍtÏHÅ�ÊHÅ�Ç,Í�É�Ê

Ψγ̄
épqWÊ	ËõÈ�É�Æ�Î�É�Æ�É�Õ�Ë	ËõÈ�â!Ë2ß�È�Ù

Õ·ÑHÍ�Ù�È�Ñ2Ë	Ê	Î�Í�Ç,È�ÇMÙ�È�ÑHÈ�Õ�È�ÇëÆ�ÖHÈ�Õ�ÍSê�ÖHÍ�Ç,Í�Ò	É�Ô
Ψγ̄

Ï	Ê	Ë	Ò	Ë2ÇYÅ�öKÉ=Ò	Î�ÖHÍ�Õ�ÔrÍ Ü ÒHÅ�Ø2Í�Ò	Ë	ÓDé
� � �� "	�� �"� �\ÒHÅ�Ï	ÊHÅ�Õ�ÖHÍ�Ò¢ÒHÅ^Î�É�È�Ø	Ò2Í�Ò	Ë2Í Ü ÒHÅ�Ø2Í�Ò	Ë	×ìê�ÖHÍ�Ç,Í�Ò	É�È�Õ B é'q\È�Ù'Å�Ð!Í�Ç1á2Ø	É�È·Ï	Ê	ËìÈ�Ï	Ë'ÛÆ�Å�Ò	Ò	Ô7Ì·ÕSúSÈ�Ê2ÇvÎ�Ö2Ë	Ê2È�Õ�Ù�Í1É�Í�È�Ê2Í�ÇvÔõÎ�Æ�ÖHÈ�Õ�Ë	Ó�ÌiÒHÅkÙ'Å�ÒHÅ�ÖtÆ�Õ�Ó Ü Ë Ü ÒHÅ�Ø2Í�Ò	Ë	Ó=ê�ÖHÍ�Ç,Í�Ò	É�È�Õ B ÒHÅkê�É�È�Ç

âiÅ�î�Í·Ò2Í·Ë Ü Ç,Í�Ò	Ó'öKÉ�Æ�ÓDéxQ\Ç,Í�Ò	Ò2È	áDÕìÈ�Æ�Ò2È�Õ�ÍiÎ�É�È�Ø	Ò	Ó'öKà!Ë'Ì4Ï	Ê2Í�È�ß�ÊHÅ Ü È�Õ#Å�Ò	Ë	×ÄÖHÍ�Ð·Å�É�Æ�ÖHÍ�Ñ2Î�öKà!Ë2Í
Æ�È�È�ß�ÊHÅ�Ð!Í�Ò	Ë	ÓDÝ�Ë Ü ñ�æ���ôpÕ�Ô1É�Í�Ù'Å�Í�É�á�Ø	É�ÈKÑ	Ö2Ó·Ï	Ê2È�Ë Ü Õ�È�Ö2ã�Ò	Ô7Ì ᾱs

á
β̄j ∈ Fm3

Ë2Ç,Í�Í�É^Ç,Í�Æ�É�È\ÊHÅ�Õ�Í�Ò2Æ�É�Õ�È

2ᾱsA+ 2β̄jA = 2(ᾱs + β̄j)A,

Æ�ÖHÍ�ÑHÈ�Õ#Å�É�Í�Ö2ã�Ò2È	á�Í�Æ�É�Í�Æ�É�Õ�Í�Ò	Ò2È=É�Ê2Í�ß�È�Õ#Å�É�ãíÕ�Ô1Ï2È�Ö2Ò2Í�Ò	Ë2ÍSÎ�Æ�ÖHÈ�Õ�Ë	Ó

Bᾱs +Bβ̄j = Bᾱs+β̄j
.

IrÑ2ÒHÅ�Ù�È·Õ�Ô1â·ÍKß�Ô7ÖHÈ!Ï2È�Ù'Å Ü Å�Ò2È	á'Ø	É�È^Õ�Í�Ù	É�È�Ê	Ô Bγ̄
ÒHÅ�×'ÑHÍ�Ò	Ô Õ�Í�Ê	Ò2È	á'Æ�ÖHÍ�ÑHÈ�Õ#Å�É�Í�Ö2ã�Ò2È	á	Ï2È�Æ�ÖHÍKÏ	Ê2È�Û

�2Í�Æ�Æ�ÅiÈ�ß�Ò2È�Õ�ÖHÍ�Ò	Ë	Ó¢Æ�É�Ê2È�Ù¢ÇYÅ�É�Ê	Ë �	Ô
Θ = B

á�ê�É�Å=ÇYÅ�É�Ê	Ë �HÅ·Ò2Í\Ë Ü Ç,Í�Ò	Ó	Í�É�Æ�ÓDé
� � � � ��)����� ��� �$ "� � � �"� � �SÏ2È�Æ�É�Î�ÏHÅ�Í�É^ÇYÅ�É�Ê	Ë �HÅ

Θ = B
á�Æ�É�Ê2È�Ù	Ë=Ù�È�É�È�Ê2È�×íË2Ç,Í�öKÉ\Õ�Ë'Ñ�ñ�æ ��ô�é

P7È�Æ�Ï2È�Ö2ã Ü Î�Í�Ç,Æ�Ó¢ÊHÅ�Õ�Í�Ò2Æ�É�Õ�È�Ç
Lᾱsf = Dᾱs(S(f)),

ñ�æ�	�ô
î�ÑHÍ

S(f)
l È�Ñ2Ò2È�Ê2È�Ñ2ÒHÅ�Ó�Ù	Õ#Å�Ñ2ÊHÅ�É�Ë	Ø	ÒHÅ�Ó4ØHÅ�Æ�É�ã

f
ñ Æ�Ç1évñ ��ô¤ô�á�Ë�È�É�Ç,Í�É�Ë2Ç1áAØ	É�ÈtÇYÅ�É�Ê	Ë �HÅ

Θ = BÕüÙ'Å�Ø2Í�Æ�É�Õ�ÍtÆ�É�Ê2È�ÙhÆ�È�ÑHÍ�Ê#ÐiË	É�Ù�È�ê�úSú\Ë �	Ë2Í�Ò	É�Ô?Ï	ÊHÅ�Õ�Ë'Ö2ã�Ò2ÈìÒHÅ�×'ÑHÍ�Ò	Ò	Ô7Ì�Ï	Ê2È�Ë Ü Õ�È�Ñ2Ò	Ô7ÌhÙ	Õ#Å�Ñ2ÊHÅ�Û
É�Ë	Ø	Ò2È�×ÞØHÅ�Æ�É�ËÞË	Ò2úSÈ�Ê2ÇYÅ	�	Ë2È�Ò	Ò2È�î�È4Ï2È�Ö2Ë	Ò2È�ÇYÅ'é���É�Ê2È�Ù	ËõÇYÅ�É�Ê	Ë �	Ô

Θ = B
ápÆ�È�È�É�Õ�Í�É�Æ�É�Õ�Î�öKà!Ë2Í

Ï	Ê2È�Ë Ü Õ�È�Ñ2Ò	ÔrÇëÏ2Èiß�Å Ü Ë2Æ�Ò	ÔrÇðÒHÅ�Ï	ÊHÅ�Õ�ÖHÍ�Ò	Ë	Ó	Ç

ν̄1 = (1, 0, 0, . . . , 0, 0), ν̄2 = (0, 1, 0, . . . , 0, 0), . . . , ν̄m = (0, 0, 0, . . . , 0, 1),

úSÈ�Ê2ÇvË	Ê	Î�öKÉhÆ�Ë2Ç,Ç,Í�É�Ê	Ë	Ø2Í�Æ�Ù	Î�ö÷ÇYÅ�É�Ê	Ë �	Î
2A

ñ Æ�Ç1éKñ ��ô¤ô�é,_!Í�×2Æ�É�Õ�Ë	É�Í�Ö2ã�Ò2È	á�Õ�È�Æ�Ï2È�Ö2ã Ü È�Õ#Å�Õ�â!Ë2Æ�ã
ÊHÅ�Õ�Í�Ò2Æ�É�Õ�È�Ç�ñ�æ���ô�á'Ï2È�Ö2Î�ØHÅ�Í�Ç

(
BT
ν̄1 | . . . | BT

ν̄m

)
=
(
2Aν̄T1 | . . . |2A ν̄Tm

)
= 2A

(
ν̄T1 | . . . | ν̄Tm

)
= 2A.

QWÉ�Å�Ù�á,ÕÄÆ�Ö2Î�ØHÅ�Íüî�Ö�Å�Ñ2Ù�È�î�È�Ñ2Ë2Æ�Ù	Ê2Í�É�Ò2È�î�ÈÄÏ2È�Ç,Í�Ì#È�Î�Æ�É�È�×	Ø	Ë	Õ�È�î�ÈÚÙ'Å�ÒHÅ�Ö�Å4Ï2Í�Ê2Í�Ñ�Å�Ø	ËðÑ�Å�Ò	Ò	Ô7ÌDá
Õ\Ù�È�É�È�Ê2È�ÇÄÙ�È�Ö2Ë	Ø2Í�Æ�É�Õ�È!È�â!Ë2ß�È�Ù=Ò2Í7Ï	Ê2Í�Õ�È�Æ¤Ì#È�Ñ2Ë	É·Ï2È�ÖHÈ�Õ�Ë	Ò	ÔëÙ�È�ÑHÈ�Õ�È�î�ÈSÊHÅ�Æ�Æ�É�È�Ó'Ò	Ë	ÓDá#ÇYÅ�É�Ê	Ë �HÅ

AÎ�Ð!Í1Ï2È�Æ�É�Ê2È�Í�ÒHÅ'á#Ò2ÈWÑHÍ�Ù�È�ÑHÍ�Ê�á�Æ�Ï	Ê2È�Í�Ù	É�Ë	Ê2È�Õ#Å�Ò	Ò	Ô1×tÑ	Ö2Ó=ß�È�ÖHÍ�ÍrÆ�ÖHÈ�ÐiÒ2È�×äÆ�Ë	É�Î#Å	�	Ë	Ë�á�Ï	Ê2È�ÑHÈ�Ö2Ð·Å�Í�É
ÊHÅ�ß�È�É�Å�É�ã2ÝvÒHÅìâiÅ�î�Í �2éçætÈ�ÒõÆ�É�Ê2È�Ë	É4Õ�Æ�Ï2È�Ç,È�î�Å�É�Í�Ö2ã�Ò	ÔrÍìÏ2È�Ö2Ë	Ò2È�ÇvÔ

δj(x̄)
ávÅìÒHÅ¢âiÅ�î�Í �2é ï¢úSÈ�Ê'Û

ÇvË	Ê	Î�Í�ÉìÇYÅ�É�Ê	Ë �	Î
A
Ë Ü Ù�È�ê�úSú\Ë �	Ë2Í�Ò	É�È�ÕüÏ2È�Ö2Ë	Ò2È�Ç,È�Õ δj(x̄)

áAÏ	Ê2È�Ë Ü Õ�È�Ñ2Ó�Ï	Ê	Ë�ê�É�È�Ç Í�ÍiÆ�Ë2Ç,Ç,Í�É�Û
Ê	Ë Ü Å	�	Ë	ö·á	Ù�È�É�È�ÊHÅ�Ó�Ç,È�Ð!Í�ÉíÏ2È�É�Ê2Í�ß�È�Õ#Å�É�ã�Æ�Ó¢ÕíÆ�Ö2Î�ØHÅ�ÍSß�È�Ö2ã�â·È�î�È=Ù�È�Ö2Ë	Ø2Í�Æ�É�Õ#ÅíÈ�â!Ë2ß�È�ÙìÕ=Ù'Å�ÒHÅ�ÖHÍ
Æ�Õ�Ó Ü Ë�épP Ü Å�Ù'Ö2öKØ2Í�Ò	Ë2Ítê�É�È�î�È�âiÅ�î�ÅìÏ2È�ÇYÅ�É�Ê	Ë �2Í A È�Ï	Ê2Í�ÑHÍ�Ö2Ó	Í�É�Æ�ÓÞÙ	Õ#Å�Ñ2ÊHÅ�É�Ë	Ø	ÒHÅ�ÓÞØHÅ�Æ�É�ã

π(x̄)Ë2Æ�Ù�È�Ç,È�î�ÈiË	Ò2úSÈ�Ê2ÇYÅ	�	Ë2È�Ò	Ò2È�î�È=Ï2È�Ö2Ë	Ò2È�ÇYÅ
f(x̄)

é	[xÍ�Ï2Í�Ê	ã=ÊHÅ�Æ�Æ�Ç,È�É�Ê	Ë2ÇðÕ�Æ�Ï2È�Ç,È�î�Å�É�Í�Ö2ã�Ò	ÔrÍ^Î�É�Õ�Í�Ê'Û
Ð·ÑHÍ�Ò	Ë	ÓõËðÏ2È�Ù'Å�Ð!Í�Ç1á�Ø	É�È�Ò	ËðÏ2È�Ö2Ë	Ò2È�ÇvÔ

δj(x̄)
ávÒHÅ�×'ÑHÍ�Ò	Ò	ÔrÍ¢ÒHÅ4âiÅ�î�Í �2éçæ�áYÒ	ËõÏ2È�Æ�ÖHÍ�Ñ2Î�öKà!Ë	×

Ï	Ê2È �2Í�Æ�ÆSÆ�Ë2Ç,Ç,Í�É�Ê	Ë Ü Å	�	Ë	Ë�ÒHÅ·âiÅ�î�Í �2é ï·Ò2ÍWÏ2È�Ê	É�Ó'ÉtÇYÅ�É�Ê	Ë �	Î A é
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δ(x̄)
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j ∈ {1, . . . ,m} �1 	$	���	� - $���� Tj(δ)
0#"��	$	�2�������!$� ��A��
 - �K�$�������$	�A�W0#"��

2δ(x̄) = (Lν̄jf)(x̄).

C
Q Ü ñ�æ ��ô7Æ�ÖHÍ�Ñ2Î�Í�É�á2Ø	É�È·ê�ÖHÍ�Ç,Í�Ò	É�Ô θjs

ÇYÅ�É�Ê	Ë �	Ô
Θ = B

Õ�Ô1Ø	Ë2Æ�Ö2Ó'öKÉ�Æ�ÓìÏ2È=úSÈ�Ê2ÇvÎ�ÖHÍ
θjs =

Lᾱsfν
T
j

é	[xÈ�î�Ñ�Å

2δ(ᾱs) = (Lν̄jf)(ᾱs) = ᾱs(Lν̄jf)
T
= ᾱs(B

T
νj ) = ᾱs2Aν̄

T
j

= 2 ᾱsAν̄
T
j = Bᾱs ν̄

T
j = Lᾱsfν

T
j = θjs.

P Æ�Ë'Ö2ÎüÈ�Ï	Ê2Í�ÑHÍ�ÖHÍ�Ò	Ë	Ó¢ú\Î�Ò	Ù �	Ë2È�ÒHÅ�Ö�Å
Tj(δ)

ñ Æ�Ç1éxñ�æ�ÿ�ô�ô�ê�É�È Ü Å�Õ�Í�Ê	âiÅ�Í�ÉiÑHÈ�Ù'Å Ü Å�É�Í�Ö2ã�Æ�É�Õ�È	é
B

� �'�Hy����Ä|Yy#{p�pyÄGAC �,������� - ��"��2� � ����A��$	/W�\
'���A� - "�/
ν̄j
*
j = 1, . . . ,m,

0#" - ����"���$A����
��
Fm3
6

;i���4��� - � � ���
Θj ������"����	/ Θ

��0#"���
'�����	�	
 -

(Θj)T = C(Lν̄jf) = C(Dν̄j (S(f))),

� �x�
C
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C
N�ÒHÅ�ØHÅ�Ö�ÅiÏ2È�Ù'Å�Ð!Í�Ç1áHØ	É�È¢ñ Æ�Ç1éxñ�æ�ô¤ô

Dᾱs(S(f))(ν̄j) = Dν̄j (S(f))(ᾱs).
ñ�æ�
�ô

Q\Æ�Ï2È�Ö2ã Ü Î�ÓÚñ�æ���ô�á�ñ�æ�	�ô�á'Ï	Ê2Í�È�ß�ÊHÅ Ü Î�Í�ÇëÈ�ß�Í\ØHÅ�Æ�É�ËìÊHÅ�Õ�Í�Ò2Æ�É�Õ#Å'Ý
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j

)T
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