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u�~G|�¼L|#½Y�Y|
e¿¾�À�Á�Â2Ã�Ä,Ã�Å	Å2À�Æ�Ç�Ã�À�Â	È	È�Å2Ã�É2È	Å2Ã�Æ	Å	Ê7Ë�Ì2È2ÍSÍSÃ�Â2Ã�Å	Î	ÈGÏ�É2Ð�Å	Ê7Ë�Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È	Æ�Á�ÒGÏ�¾�Ç�Å	Ê7Ë�Ó	Â2À�È	Ô�Õ

Á�À�Ì2Å	Ê7Ë�Ö�À�É2Ð�×!È	Å2¾�Ç�Á�ÀSÇ�À�Ò	Å	Ê7Ë]Â2Ã�×�Ã�Å	È	Æ=Ó2À�É2Ñ�Ò2Ã�Å2ÀQÌ	É2Ø]Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È	Æ�Ó2Ã�Â	Á�À�Ù�ÀQÈ=Á�Ç�À�Â2À�Ù�ÀSÓ2À�Â#Ø�Ì	Õ
Ú À�Á2ÛAe¿Ç�ÀvÜ!Ã!Á�Â2Ã�ÄxØ¤Ý Ú Ï Ú Ó2À�Ç�Â2Ã�Ö�Å2À�¾�Ç�È�ÂGÏ�Ô�Á�È	Ç�È	Ø�Ç�Ã�À�Â	È	È�Ý Ç�Ï Ú È�Ó	ÂGÏ Ú Ç�È	Ò2Ã�¾ Ú È'Ë4Ó	Â	È'ÉGÀ�Ü!Ã�Å	È	ÆÓ	Â	È	Á�À�Ì2Ø'Ç Ú Ô�Ï�Ì�Ï�ÒGÏ�ÄÞÅGÏ�Ë#À�Ü�ÌGÃ�Å	È	Ø4Â2Ã�×�Ã�Å	È	Æ�Ì	É2Ø�Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È	ÆßÖ�À�ÉGÃ�Ã!Á�Êh¾�À Ú À�Ù�À«Ó2À�Â#Ø�Ì Ú Ï'Û¤oYÏ Ú ÝÁ=ÂGÏ�Ö�À�Ç�Ï�Ëáàãâ�ä'å�æYÓ	Â2À�Á�À�Ì2È	Ç�¾�Ø�È2¾�¾�ÉGÃ�ÌGÀ�Á#Ï�Å	È2ÃSÉ2È	Å2Ã�Æ	Å	Ê7Ë�Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È	Æ�Á�Êh¾�×!È'Ë¸Ó2À�Â#Ø�Ì Ú À�Á«¾QÓ2Ã�Â2Ã�ÕÄ,Ã�Å	Å	ÊhÄxÈ Ú À�ç�ÍSÍQÈ	Î	È2Ã�Å	Ç�Ï�ÄxÈ�Ý�¾�À�ÌGÃ�Â#Ü�Ï�è!È'Ëv¾�Ä,Ã�×]Ï�Å	Å	Ñ�éê¾�Ç�Ï�Â	×!Ñ�éÞÓ	Â2À�È	Ô�Á�À�Ì2Å	Ñ�é�Ý�ÁSÇ�À�Ä�Ò	È2¾�ÉGÃÓ2À�É2Ñ�Ò2Ã�Å	ÊëÅ2Ã�À�Ö�Ë#À�Ì2È2ÄxÊhÃ�È¸ÌGÀ�¾�Ç�Ï�Ç�À�Ò	Å	ÊhÃ!Ñ�¾�ÉGÀ�Á�È	Ø�ÍWÏ Ú Ç�À�Â	È	Ô�Ï�Î	È	È�Ç�Ï Ú À�Ù�À�Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È	Ø¤Û�^QÃ�É2Ð�éÌ�Ï�Å	Å2À�Æ�ÂGÏ�Ö�À�Ç�Ê[Ø'Á�É2Ø	Ã�Ç�¾�Ø�È2¾�¾�ÉGÃ�ÌGÀ�Á#Ï�Å	È2Ã!Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È	Ø�Ó	Â2À�È	Ô�Á�À�É2Ð�Å2À�Ù�ÀvÓ2À�Â#Ø�Ì Ú Ï«¾�À�¾�Ä,Ã�×]Ï�Å	Å2À�Æ¾�Ç�Ï�Â	×�Ã�Æ�Ó	Â2À�È	Ô�Á�À�Ì2Å2À�Æ�Ý�¾�À�ÌGÃ�Â#Ü�Ï�è�Ã�Ù�Àv¾�Ç�Ã�Ó2Ã�Å	Å	ÊhÃSÅ2Ã�É2È	Å2Ã�Æ	Å2À�¾�Ç�È�Ó2À�Å2Ã�È	Ô�Á�Ã�¾�Ç�Å2À�Æ4ÍQÑ�Å Ú Î	È	È¸ÈÃ�Ã7Ó2Ã�Â	Á�ÊhÄ�Ó	Â2À�È	Ô�Á�À�Ì2Å	ÊhÄ1Û f Â	È=ç�Ç�À�Ä4È2¾�Ó2À�É2Ð�Ô�Ñ�Ã�Ç�¾�Ø�Ä,Ã�Ç�À�ÌvÂGÏ�Ô�ÌGÃ�ÉGÃ�Å	È	Ø]Ó2Ã�Â2Ã�Ä,Ã�Å	Å	Ê7Ë¤Ý Ú À�Ç�À�Â	Ê1ÆØ'Á�É2Ø	Ã�Ç�¾�ØßÀ�Ì2Å	È2Ä¿È	Ô=ÅGÏ�È2Ö�À�ÉGÃ�Ã=ç�ÍSÍSÃ Ú Ç�È	Á�Å	Ê7Ë�Ä,Ã�Ç�À�ÌGÀ�Á�Â2Ã�×�Ã�Å	È	Ø�Å2Ã�É2È	Å2Ã�Æ	Å	Ê7Ë�Ì2È2ÍSÍSÃ�Â2Ã�Å	Î	È'ÕÏ�É2Ð�Å	Ê7Ë¸Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È	Æ�Á=ÒGÏ�¾�Ç�Å	Ê7Ë¸Ó	Â2À�È	Ô�Á�À�Ì2Å	Ê7Ëáà ì�ä�â�í�æ�Û

@GCLî¸ïGð�ñ�y	½YïG~Gò¤y4ó#y#¼Ly#�Y��C,wUy'ó�¼L|�},|#½Y�Y|�ôY|#õY|�{U|#½Y½Yö�z
~ß÷�õYy	~G½Y|#½Y�Y�øð�ïáð�ñ'|#ôY|#½Y½Yö={U�ø½Y|�},�Y½Y|#ùY½YïGð�ñ�úY{U�

IxÏ�¾�¾�Ä,À�Ç�Â	È2Äû¾�ÉGÃ�Ì2Ñ�éUè�Ã�Ã�Å2Ã�É2È	Å2Ã�Æ	Å2À�Ã4Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È2Ã4ÁsÒGÏ�¾�Ç�Å	Ê7ËüÓ	Â2À�È	Ô�Á�À�Ì2Å	Ê7ËÞÓ2À�Â#Ø�Ì Ú Ï NÀ�Ç�Å2À�¾�È	Ç�Ã�É2Ð�Å2À=Å2Ã�È	Ô�Á�Ã�¾�Ç�Å2À�Æ4ÍQÑ�Å Ú Î	È	È u(x1, x2, . . . , xN ) ý
∂Nu

∂x1 . . . ∂xN
= ϕ(u)

N∏

n=1

(
∂u

∂xn

)βn
. þ â�ÿ

�
©
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������ 6 � 6
f Â2À�¾�Ç�Ã�Æ	×!È	Æü¾�É2Ñ�ÒGÏ�Æ Ì2Á�Ñ'Ä,Ã�Â	Å2À�Ù�ÀßÑ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È	Ø Á�È'Ì�Ï þ â�ÿ�Ö�Ê7ÉøÂGÏ�¾�¾�Ä,À�Ç�Â2Ã�ÅøÁ�ÂGÏ�Ö�À�Ç�Ãáàãâ�â�æ�Ûf Â2Ã�Ì2Ó2À�É�Ï�Ù�Ï�Ã�Ä1ÝLÒ	Ç�À

ϕ(u) = buγ
ÝxÇ�Û,Ã�ÛYÑ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È2Ã þ â�ÿW¾�À�ÌGÃ�Â#Ü]È	ÇáÅ2Ã�É2È	Å2Ã�Æ	Å2À�¾�Ç�Èü¾�Ç�Ã�Ó2Ã�Å	Å2À�Ù�ÀÇ�È	ÓGÏ Ú Ï Ú Ó2ÀßÅ2Ã�È	Ô�Á�Ã�¾�Ç�Å2À�ÆÞÍQÑ�Å Ú Î	È	È�ÝLÇ�Ï Ú È Ó2ÀáÃ�Ã�Ó2Ã�Â	Á�ÊhÄ?Ó	Â2À�È	Ô�Á�À�Ì2Å	ÊhÄ1Ý�Ó	Â	È	Ò2Ã�Ä

γ ∈ R
Ý

βn ∈ R
Û	oYÏ Ú Ü!ÃQÌGÀ�É2Ü]Å	Ê¿Á�Ê1Ó2À�É2Å	Ø'Ç�Ð�¾�Ø�¾�ÉGÃ�Ì2Ñ�éUè!È2ÃQÀ�Ù�ÂGÏ�Å	È	Ò2Ã�Å	È	Ø ýâ�ÿ�Ã�¾�É2È

γ ∈ R \ Z þ Ç�Û2Ã�Û�Á�Ã�è�Ã�¾�Ç�Á�Ã�Å	Å2À�ÃSÒ	È2¾�ÉGÀ]¾dÅ2Ã�Å	Ñ�ÉGÃ�Á�À�Æ«Ì2Â2À�Ö�Å2À�Æ�ÒGÏ�¾�Ç�Ð�éSÿ�Ý	Ç�À�Â2Ã�×�Ã�Å	È2ÃÑ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È	Ø þ â�ÿ u > 0 �� ÿ�Ó	Â	ÈSÇ�Ã�ËQÔ�ÅGÏ�Ò2Ã�Å	È	Ø�Ë
n
Ý�Ó	Â	È Ú À�Ç�À�Â	Ê7Ë βn ∈ R\Z Ý�Ó	Â2À�È	Ô�Á�À�Ì2ÅGÏ�Ø!À�ÇhÂ2Ã�×�Ã�Å	È	ØSÑ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È	Ø þ â�ÿ

∂u
∂xn

> 0
Û

ZSÉ2ØvÂ2Ã�×�Ã�Å	È	Ø«Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È	Ø þ â�ÿ�Ö�Ñ�ÌGÃ�Ä È2¾�Ó2À�É2Ð�Ô�À�Á#Ï�Ç�Ð�Ä,Ã�Ç�À�Ì�ÍQÑ�Å Ú Î	È2À�ÅGÏ�É2Ð�Å2À�Ù�À�ÂGÏ�Ô�ÌGÃ�ÉGÃ�Å	È	ØÓ2Ã�Â2Ã�Ä,Ã�Å	Å	Ê7Ë¿à ì'Ý
	�æ�Ûxek¾�À�À�Ç�Á�Ã�Ç�¾�Ç�Á�È	Èø¾vÑ Ú Ï�Ô�Ï�Å	Å	ÊhÄNÄ,Ã�Ç�À�ÌGÀ�ÄlÂ2Ã�×�Ã�Å	È2Ã«Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È	Ø þ â�ÿSÈ	è�Ã�ÄÁ=Á�È'ÌGÃ ý
u(x1, x2, . . . , xN ) = U(y), y =

N∑

n=1

yn(xn). þ � ÿ
e þ � ÿYÁ�Ë#À�Ì2Ø'Ç!Å2Ã�È	Ô�Á�Ã�¾�Ç�Å	ÊhÃdÍQÑ�Å Ú Î	È	È U(y)

Ý
yn(xn)

Ý Ú À�Ç�À�Â	ÊhÃaÓ2À�Ì	ÉGÃ�Ü�Ï�Ç]À�Ó	Â2Ã�ÌGÃ�ÉGÃ�Å	È	é¿ÁSÌ�Ï�É2Ð�ÕÅ2Ã�Æ	×�Ã�Ä1Û f À�ÌG¾�Ç�Ï�Á�É2Ø'Ø�Á�Ê1ÂGÏ�Ü!Ã�Å	È2Ã þ � ÿ�Á=Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È2Ã þ â�ÿ�Ý	Ó	Â	È'Ë#À�Ì2È2Ä Ú ¾�À�À�Ç�Å2À�×�Ã�Å	È	é ý
Φ(y) =

N∏

n=1

[y′n(xn)]
βn−1, þ�� ÿ

Ù�ÌGÃ
Φ(y) ≡ U (N)(y)

b[U ′(y)]βΣ [U(y)]γ
. þ � ÿ

gGÌGÃ�¾�Ð�È�Ì�Ï�ÉGÃ�ÃdÖ�Ñ�ÌGÃ�ÄsÈ2¾�Ó2À�É2Ð�Ô�À�Á#Ï�Ç�Ð=À�Ö�À�Ô�ÅGÏ�Ò2Ã�Å	È	Ø ý βΣ =
∑N

n=1 βn
Ý
I = {1, . . . , N} Ý�?ÄxÅ2À�Ü!Ã�Õ

¾�Ç�Á�ÀWÔ�ÅGÏ�Ò2Ã�Å	È	Æ¸È	Å'ÌGÃ Ú ¾�Ï n Ý�Å	Ñ'Ä,Ã�Â	Ñ�éUè�Ã�Ù�ÀSÅ2Ã�Ô�Ï�Á�È2¾�È2ÄxÊhÃdÓ2Ã�Â2Ã�Ä,Ã�Å	Å	ÊhÃ�Ý Ω ?ÄxÅ2À�Ü!Ã�¾�Ç�Á�À�Ô�ÅGÏ�Ò2Ã�Õ
Å	È	Æ

n ∈ I
Ý�Ì	É2Ø Ú À�Ç�À�Â	Ê7Ë βn 6= 1 � Ω = I \ Ω Ûf Ñ�¾�Ç�Ð
Ω 6= ∅

Û	opÀ�Ù�Ì�Ï�¾�Ñ�è�Ã�¾�Ç�Á�Ñ�Ã�Ç]Ë#À�Ç�Ø�Ö�ÊëÀ�Ì2Å2À=Ô�ÅGÏ�Ò2Ã�Å	È2Ã
n = n1

Ý	Ó	Â	È Ú À�Ç�À�Â2À�Ä βn1 6= 1
Û

f Â2À�Ì2È2ÍSÍSÃ�Â2Ã�Å	Î	È	Â	Ñ�Ã�Ä[¾�À�À�Ç�Å2À�×�Ã�Å	È2Ã þ�� ÿUÓ2À xn1

Û¤opÀ�Ù�Ì�Ï�Á�Â2Ã�Ô�Ñ�É2Ð�Ç�Ï�Ç�Ã�ç�ÉGÃ�Ä,Ã�Å	Ç�Ï�Â	Å	Ê7ËáÓ	Â2Ã�À�Ö�Õ
ÂGÏ�Ô�À�Á#Ï�Å	È	Æ�¾dÑ�Ò2Ã�Ç�À�Ä Á�Ç�À�Â2À�Æ�È	ÔSÍSÀ�Â2ÄxÑ�É þ � ÿ�Ý	ÅGÏ�Ë#À�Ì2È2Ä

Φ′(y)

Φ(y)
=Wn1(xn1) ≡ (βn1 − 1)

y′′n1
(xn1)

[y′n1
(xn1)]

2
. þ å�ÿ

f ÂGÏ�Á#Ï�Ø ÒGÏ�¾�Ç�Ðá¾�À�À�Ç�Å2À�×�Ã�Å	È	Ø þ å�ÿWÔ�Ï�Á�È2¾�È	ÇßÇ�À�É2Ð Ú ÀáÀ�Ç�Ó2Ã�Â2Ã�Ä,Ã�Å	Å2À�Æ xn1

Û f À�ç�Ç�À�ÄxÑsÓ	Â2À�È	Ô�Õ
Á�À�É2Ð�Å2À!Á�ÊhÖ�ÂGÏ�Á!Å2Ã Ú À�Ç�À�Â2À�ÃUÔ�ÅGÏ�Ò2Ã�Å	È2Ã n2 6= n1

È�Ó	Â2À�Ì2È2ÍSÍSÃ�Â2Ã�Å	Î	È	Â2À�Á#Ï�Á þ å�ÿ,Ó2À xn2

Ý�Ó2À�É2Ñ�ÒGÏ�Ã�Ä ý
∂

∂xn2

(
Φ′(y)

Φ(y)

)
= 0. þ ì�ÿ

� Ñ�ÌGÃ�ÄsÓ	Â2Ã�Ì2Ó2À�É�Ï�Ù�Ï�Ç�Ð2Ý	Ò	Ç�ÀWÈ2¾ Ú À�Ä,À�ÃdÂ2Ã�×�Ã�Å	È2Ãd¾�Ñ�è�Ã�¾�Ç�Á�Ã�Å	Å2À�Ô�Ï�Á�È2¾�È	Ç]À�Ç�Á�¾�Ã�Ë�Ó2Ã�Â2Ã�Ä,Ã�Å	Å	Ê7Ë¤ÝÇ�Û2Ã�Û
yn(xn) 6= const

Ì	É2ØvÉ2édÖ�À�Ù�À
n
Û	opÀ�Ù�Ì�Ï'Ý2È	Ô þ ì�ÿ�¾QÑ�Ò2Ã�Ç�À�Ä þ � ÿ�¾�ÉGÃ�Ì2Ñ�Ã�Ç ý

d

dy

(
Φ′(y)

Φ(y)

)
= 0. þ 	�ÿ

IYÃ�×]Ï�Ø¸Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È2Ã þ 	�ÿ7À�Ç�Å2À�¾�È	Ç�Ã�É2Ð�Å2À Φ(y)
Ý	ÅGÏ�Ë#À�Ì2È2Ä ý

Φ(y) = Φ0 exp(αy), þ�� ÿ
Ù�ÌGÃ

Φ0
Ý
α
 Ó	Â2À�È	Ô�Á�À�É2Ð�Å	ÊhÃWÓ2À�¾�Ç�À�Ø'Å	Å	ÊhÃ�ÛGPdÔ þ�� ÿ�È þ � ÿ7¾�ÉGÃ�Ì2Ñ�Ã�ÇvÀ�Ö�Ê Ú Å2À�Á�Ã�Å	Å2À�ÃQÌ2È2ÍSÍSÃ�Â2Ã�Å	Î	È'ÕÏ�É2Ð�Å2À�ÃSÑ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È2Ã þ H�ZWcSÿ7À�Ç�Å2À�¾�È	Ç�Ã�É2Ð�Å2ÀvÍQÑ�Å Ú Î	È	È U(y) ý

U (N)(y)−B0[U
′(y)]βΣ [U(y)]γ exp(αy) = 0, þ�� ÿ
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Ù�ÌGÃQÁ�Á�Ã�ÌGÃ�ÅGÏ]Å2À�Á#Ï�Ø«Ó2À�¾�Ç�À�Ø'Å	ÅGÏ�Ø

B0 = bΦ0. þ â�í�ÿZSÉ2Ø«ÅGÏ�Ë#À�Ü�ÌGÃ�Å	È	Ø�ÍQÑ�Å Ú Î	È	Æ yn(xn) È2¾�Ó2À�É2Ð�Ô�Ñ�Ã�Äü¾�À�À�Ç�Å2À�×�Ã�Å	È2Ã þ�� ÿ�Û	IxÏ�¾�¾�Ä,À�Ç�Â	È2Ä Ì2Á#Ï]¾�É2Ñ�ÒGÏ�Ø¤Û�����������â�Û
α = 0.

opÀ�Ù�Ì�Ï]È	Ô þ�� ÿ7¾dÑ�Ò2Ã�Ç�À�Ä þ�� ÿ�È þ â�í�ÿ�Ý2¾�ÉGÃ�Ì2Ñ�Ã�Ç
N∏

n=1

[y′n(xn)]
βn−1 =

B0

b
, þ â�â�ÿ

À�Ç Ú Ñ�Ì�Ï�ÅGÏ�Ë#À�Ì2È2Ä
yn(xn) = cnxn + yn0, n ∈ Ω, þ â � ÿÙ�ÌGÃ

yn(xn)
 Ó	Â2À�È	Ô�Á�À�É2Ð�ÅGÏ�Ø�ÍQÑ�Å Ú Î	È	Ø«Ó	Â	È n ∈ Ω

Û
f Â	È	Á�Ã�ÌGÃ�ÄÞÅ2Ã Ú À�Ç�À�Â	ÊhÃ]ÒGÏ�¾�Ç�Å	ÊhÃ�Â2Ã�×�Ã�Å	È	Ø�Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È	Ø þ�� ÿ1Ì	É2Ø�Ó	Â2À�È	Ô�Á�À�É2Ð�Å2À�Ù�À N Ý�È4¾�À�À�Ç�ÕÁ�Ã�Ç�¾�Ç�Á�Ñ�éUè!È2ÃQÈ2Ä Â2Ã�×�Ã�Å	È	Ø¸Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È	Ø þ â�ÿ�ÛÏ�ÿhj�Ç�Ã�Ó2Ã�Å	Å2À�ÃQÂ2Ã�×�Ã�Å	È2Ã

U(y) = U0y
σ. þ â � ÿf À�ÌG¾�Ç�Ï�Å2À�Á Ú Ï�Â2Ã�×�Ã�Å	È	Ø þ â � ÿ,Á!Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È2Ã þ�� ÿ,Ó2À�Ô�Á�À�É2Ø	Ã�Ç�Ó2À�É2Ñ�Ò	È	Ç�Ð�Á�Ê1ÂGÏ�Ü!Ã�Å	È	ØvÌ	É2Ø�Ó2À�¾�Ç�À�Ø'Å'ÕÅ	Ê7Ë

U0
Ý
σ ý

σ =
βΣ −N

βΣ + γ − 1
, U0 =

(
QN (σ)

B0σβΣ

) 1
βΣ+γ−1

, QN (σ) = σ(σ − 1) . . . (σ −N + 1). þ â � ÿ
opÀ�Ù�Ì�Ï'Ý2Ó2À�ÌG¾�Ç�Ï�Á�É2Ø'Ø þ â � ÿ�Á þ â � ÿ�Ý	Ó2À�É2Ñ�ÒGÏ�Ã�Ä Â2Ã�×�Ã�Å	È2ÃSÑ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È	Ø þ â�ÿ ý

u(x1, x2, . . . , xN ) = U0

(∑

n∈Ω

cnxn +
∑

n∈Ω

yn(xn) + y0

)σ
, þ â�å�ÿ

Ù�ÌGÃ
yn(xn)

lÓ	Â2À�È	Ô�Á�À�É2Ð�Å	ÊhÃdÍQÑ�Å Ú Î	È	È�Ý y0 Ý cn NÓ	Â2À�È	Ô�Á�À�É2Ð�Å	ÊhÃUÓ2À�¾�Ç�À�Ø'Å	Å	ÊhÃ�Û f À�¾�Ç�À�Ø'Å	Å	ÊhÃ
cnÌGÀ�É2Ü]Å	Ê¿Ñ�ÌGÀ�Á�ÉGÃ�Ç�Á�À�Â#Ø'Ç�ÐvÑ�¾�ÉGÀ�Á�È	é�Ý	Á�Ê1Ç�Ã Ú Ï�éUè�Ã�ÄxÑ¸È	Ô þ â�â�ÿ ý

∏

n∈Ω

cβn−1
n =

B0

b
. þ â�ì�ÿ

OSÏWÀ�¾�Å2À�Á#Ï�Å	È	È�Ï�ÅGÏ�É2È	Ô�ÏWÁ�Ê1ÂGÏ�Ü!Ã�Å	È	Æ þ â � ÿ,Ó2Ã�Â2Ã�Ò	È2¾�É2È2ÄsÒGÏ�¾�Ç�Å	ÊhÃd¾�É2Ñ�ÒGÏ�È�Ý#Á Ú À�Ç�À�Â	Ê7ËvÂ2Ã�×�Ã�ÕÅ	È2Ã þ â�å�ÿ�Å2ÃS¾�Ñ�è�Ã�¾�Ç�Á�Ñ�Ã�Ç=È'É2È�Á�Ê1Â2À�Ü�Ì�Ï�Ã�Ç�¾�Ø�Á=Ç�Â	È	Á�ÈGÏ�É2Ð�Å2À�ÃSÂ2Ã�×�Ã�Å	È2Ã ýä�Ó	Â	È
βΣ + γ = 1

Â2Ã�×�Ã�Å	È2Ã þ â�å�ÿ�Å2ÃQ¾�Ñ�è�Ã�¾�Ç�Á�Ñ�Ã�Ç �ävÃ�¾�É2È
σ = n

Ó	Â	È¸Å2Ã Ú À�Ç�À�Â2À�Ä 1 6 n 6 N − 1
Ý'Ç�À

U0 = 0
Ó	Â	È

βΣ + γ > 1
Ý'È¸Â2Ã�×�Ã�Å	È2Ã þ â�å�ÿÁ�Ê1Â2À�Ü�Ì�Ï�Ã�Ç�¾�ØÞÁßÇ�Â	È	Á�ÈGÏ�É2Ð�Å2À�Ã

u(x1, x2, . . . , xN ) ≡ 0
Ý�Ï�Ó	Â	È

βΣ + γ 6 1
Â2Ã�×�Ã�Å	È2Ã þ â�å�ÿ�Å2Ã¾�Ñ�è�Ã�¾�Ç�Á�Ñ�Ã�Ç �äQÃ�¾�É2È

σ = 0 þ Ç�Û�Ã�Û βΣ = N
ÿ�Ý�Ç�ÀhÓ	Â	È

γ < 1−N Â2Ã�×�Ã�Å	È2Ã þ â�å�ÿAÁ�Ê1Â2À�Ü�Ì�Ï�Ã�Ç�¾�Ø�ÁaÇ�Â	È	Á�ÈGÏ�É2Ð�Å2À�Ã�ÝÏ!Ó	Â	È
γ > 1−N

ç�Ç�À]Â2Ã�×�Ã�Å	È2ÃQÅ2ÃQ¾�Ñ�è�Ã�¾�Ç�Á�Ñ�Ã�Ç�Û
Ö#ÿ�`SÀ�Ù�Ï�Â	È2ÍSÄxÈ	Ò2Ã�¾ Ú À�ÃWÂ2Ã�×�Ã�Å	È2Ã

U(y) = U0 ln(y). þ â 	�ÿ
f À�ÌG¾�Ç�Ï�Á�É2Ø'Ø¿Â2Ã�×�Ã�Å	È2Ã þ â 	�ÿ�Á Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È2Ã þ�� ÿ�Ý7ÅGÏ�Ë#À�Ì2È2Ä1Ý1Ò	Ç�À Ó2À�¾�Ç�À�Ø'Å	ÅGÏ�Ø U0

À�Ó	Â2Ã�ÌGÃ�É2Ø	Ã�Ç�¾�Ø
Á�Ê1ÂGÏ�Ü!Ã�Å	È2Ã�Ä

U0 =

(
(−1)N−1(N − 1)!

B0

) 1
N−1

. þ â � ÿ
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f À�ÌG¾�Ç�Ï�Á�É2Ø'Ø þ â � ÿ�Á þ â 	�ÿ�Ý	Ó2À�É2Ñ�ÒGÏ�Ã�Ä Â2Ã�×�Ã�Å	È2ÃSÑ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È	Ø þ â�ÿ

u(x1, x2, . . . , xN ) = U0 ln

(
∑

n∈Ω

cnxn +
∑

n∈Ω

yn(xn) + y0

)
. þ â � ÿ

gGÌGÃ�¾�Ð2Ý�Ç�Ï Ú Ü!Ã Ú Ï Ú È�Á þ â�å�ÿ�Ý yn(xn) [Ó	Â2À�È	Ô�Á�À�É2Ð�Å	ÊhÃhÍQÑ�Å Ú Î	È	È�Ý cn ëÓ	Â2À�È	Ô�Á�À�É2Ð�Å	ÊhÃhÓ2À�¾�Ç�À�Ø'Å'ÕÅ	ÊhÃ�Ý'Ñ�ÌGÀ�Á�ÉGÃ�Ç�Á�À�Â#Ø'éUè!È2ÃSÑ�¾�ÉGÀ�Á�È	é þ â�ì�ÿ�Û	IYÃ�×�Ã�Å	È2Ã þ â � ÿ�¾�Ñ�è�Ã�¾�Ç�Á�Ñ�Ã�Ç=Ó	Â	È¸Á�Ê1Ó2À�É2Å2Ã�Å	È	È�Ñ�¾�ÉGÀ�Á�È	Æ
α = 0

Ý
γ = 0

Ý
βΣ = N

Û
Á�ÿ�� Ú ¾�Ó2À�Å2Ã�Å	Î	ÈGÏ�É2Ð�Å2À�Ã!Â2Ã�×�Ã�Å	È2Ã

U(y) = U0 exp(σy). þ � í�ÿ
gGÌGÃ�¾�Ð

U0
 Ó	Â2À�È	Ô�Á�À�É2Ð�Å2À�Ã�ÝAÏ

σ
À�Ó	Â2Ã�ÌGÃ�É2Ø	Ã�Ç�¾�Ø�ÍSÀ�Â2ÄxÑ�ÉGÀ�Æ ý

σ = B
1

N−βΣ
0 . þ � â�ÿ

j�À�À�Ç�Á�Ã�Ç�¾�Ç�Á�Ñ�éUè�Ã�ÃSÂ2Ã�×�Ã�Å	È2ÃQÑ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È	Ø þ â�ÿ�È2Ä,Ã�Ã�Ç=Á�È'Ì

u(x1, x2, . . . , xN ) = U0 exp

{
σ

(
∑

n∈Ω

cnxn +
∑

n∈Ω

yn(xn) + y0

)}
. þ � � ÿ

eüÂGÏ�¾�¾�ÄLÏ�Ç�Â	È	Á#Ï�Ã�Ä,À�ÄÞ¾�É2Ñ�ÒGÏ�ÃdÂ2Ã�×�Ã�Å	È2Ã þ � � ÿ�¾�Ñ�è�Ã�¾�Ç�Á�Ñ�Ã�Ç�Ó	Â	È¸Á�Ê1Ó2À�É2Å2Ã�Å	È	È�Ñ�¾�ÉGÀ�Á�È	Æ α = 0
Ý

βΣ + γ = 1
Ý
βΣ 6= N

Û
e�Ê1×�ÃaÖ�Ê7ÉGÀW¾�ÌGÃ�É�Ï�Å2À!Ó	Â2Ã�Ì2Ó2À�ÉGÀ�Ü!Ã�Å	È2Ã�Ý'Ò	Ç�À

Ω 6= ∅
Û�KL¾�É2ÈvÜ!ÃhÈ2Ä,Ã�Ã�Ç�Ä,Ã�¾�Ç�ÀSÓ	Â2À�Ç�È	Á�À�Ó2À�ÉGÀ�Ü�Õ

Å	Ê1Æá¾�É2Ñ�ÒGÏ�Æ
Ω = ∅

ÝAÇ�Û�Ã�Û
βn = 1

Ó	Â	ÈßÁ�¾�Ã�Ë
n ∈ I

ÝAÇ�À¸È	Ô þ�� ÿU¾�ÉGÃ�Ì2Ñ�Ã�Ç�Ý�Ò	Ç�À�ÍQÑ�Å Ú Î	È	È yn(xn)Ø'Á�É2Ø'éUÇ�¾�Ø¸Ó	Â2À�È	Ô�Á�À�É2Ð�Å	ÊhÄxÈ�Ó	Â	È�Á�¾�Ã�Ë
n ∈ I

Ý2Ï�Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È2ÃdÌ	É2Ø�ÍQÑ�Å Ú Î	È	È U(y)
È2Ä,Ã�Ã�Ç=Á�È'Ì þ�� ÿ�ÝÁ Ú À�Ç�À�Â2À�Ä Å2Ã�À�Ö�Ë#À�Ì2È2Ä,À�Ó2À�ÉGÀ�Ü]È	Ç�Ð α = 0

Û
���������� � Û

α 6= 0
Û2opÀ�Ù�Ì�Ï þ�� ÿ7¾dÑ�Ò2Ã�Ç�À�Ä þ�� ÿ�È þ â�í�ÿ7Ä,À�Ü]Å2À=Ô�Ï�Ó	È2¾�Ï�Ç�Ð=Á=Á�È'ÌGÃ

N∏

n=1

[y′n(xn)]
βn−1 =

B0

b

N∏

n=1

exp[αyn(xn)]. þ � � ÿ
HaÒ2Ã�Á�È'Ì2Å2À	Ý�Ò	Ç�ÀáÓ	Â	È

α 6= 0
¾�À�À�Ç�Å2À�×�Ã�Å	È2Ã þ � � ÿ]Ä,À�Ü!Ã�Ç Ö�Ê1Ç�ÐsÑ�ÌGÀ�Á�ÉGÃ�Ç�Á�À�Â2Ã�Å2ÀsÇ�À�É2Ð Ú ÀsÁáÇ�À�Ä¾�É2Ñ�ÒGÏ�Ã�ÝGÃ�¾�É2È

Ω = I
Ý	Ç�ÛGÃ�Û

βn 6= 1
Ó	Â	È�Á�¾�Ã�Ë

n ∈ I
Û2PdÔ þ � � ÿ1¾�ÉGÃ�Ì2Ñ�Ã�Ç�Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È2ÃSÌ	É2Ø�ÍQÑ�Å Ú Î	È	Æ

yn(xn) ý
[y′n(xn)]

βn−1 exp[−αyn(xn)] = µn, þ � � ÿÙ�ÌGÃ
µn

 Ó	Â2À�È	Ô�Á�À�É2Ð�Å	ÊhÃWÓ2À�¾�Ç�À�Ø'Å	Å	ÊhÃ�Ý2Ñ�ÌGÀ�Á�ÉGÃ�Ç�Á�À�Â#Ø'éUè!È2ÃWÑ�¾�ÉGÀ�Á�È	é
N∏

n=1

µn =
B0

b
. þ � å�ÿ

IYÃ�×�Ã�Å	È2ÃSÑ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È	Ø þ � � ÿ�È2Ä,Ã�Ã�Ç=Á�È'Ì

yn(xn) =
1− βn
α

ln

{
α

1− βn
µ1/(βn−1)
n (xn − xn0)

}
. þ � ì�ÿ

f Â	È
α 6= 0

Ç�Ï Ú Ü!Ã Ú Ï Ú È�ÁdÓ	Â2Ã�Ì2Ê7Ì2Ñ�è�Ã�Ä�¾�É2Ñ�ÒGÏ�Ã�Ý�Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È2Ã þ�� ÿ�È2Ä,Ã�Ã�ÇQÒGÏ�¾�Ç�Å2À�Ã7Â2Ã�×�Ã�Å	È2Ã þ � í�ÿ�Ûf À�¾�Ç�À�Ø'Å	Å	ÊhÃ
U0
Ý
σ
À�Ó	Â2Ã�ÌGÃ�É2Ø'éUÇ�¾�Ø�Á�Ê1ÂGÏ�Ü!Ã�Å	È	Ø	ÄxÈ ý

σ =
α

1− (βΣ + γ)
, U0 =

(
σN−βΣ

B0

) 1
βΣ+γ−1

.
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PQ¾�Ó2À�É2Ð�Ô�Ñ�Ø Á�Ê1ÂGÏ�Ü!Ã�Å	È	Ø þ � ÿ�Ý þ � í�ÿ�Ý þ � ì�ÿ!È Ñ�¾�ÉGÀ�Á�È2Ã þ � å�ÿ�Ý,Ó2À�¾�ÉGÃ¸Å2Ã Ú À�Ç�À�Â	Ê7Ë Ó	Â2Ã�À�Ö�ÂGÏ�Ô�À�Á#Ï�Å	È	ÆÓ2À�É2Ñ�ÒGÏ�Ã�Ä ¾�À�À�Ç�Á�Ã�Ç�¾�Ç�Á�Ñ�éUè�Ã�ÃSÂ2Ã�×�Ã�Å	È2ÃQÑ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È	Ø þ â�ÿ ý

u(x1, x2, . . . , xN ) = Ũ0

N∏

n=1

(xn − xn0)
ρn , þ � 	�ÿ

Ù�ÌGÃ
ρn
Ý
Ũ0

À�Ó	Â2Ã�ÌGÃ�É2Ø'éUÇ�¾�Ø�Á�Ê1ÂGÏ�Ü!Ã�Å	È	Ø	ÄxÈ

ρn =
βn − 1

βΣ + γ − 1
, Ũ0 = b

1
1−(βΣ+γ)

N∏

n=1

ρ−ρnn . þ � � ÿ
IYÃ�×�Ã�Å	È2Ã þ � 	�ÿ�Å2ÃQ¾�Ñ�è�Ã�¾�Ç�Á�Ñ�Ã�Ç=Á�¾�É2Ñ�ÒGÏ�Ã βΣ + γ = 1

Û
oYÏ Ú È2Ä[À�Ö�ÂGÏ�Ô�À�Ä1Ý�Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È2Ã þ â�ÿdÈ2Ä,Ã�Ã�Ç�Â2Ã�×�Ã�Å	È	Ø¤ÝpÀ�Ó	Â2Ã�ÌGÃ�É2Ø	Ã�ÄxÊhÃvÍSÀ�Â2ÄxÑ�É�Ï�ÄxÈ þ â�å�ÿ�Ý þ â � ÿ�Ý

þ � � ÿ�Ý þ � 	�ÿ�Ý�Ï�Á�Ë#À�Ì2Ø'è!È2Ã�ÁßÅ	È'Ë ÌGÀ�Ó2À�É2Å	È	Ç�Ã�É2Ð�Å	ÊhÃ�ÓGÏ�ÂGÏ�Ä,Ã�Ç�Â	Ê À�Ó	Â2Ã�ÌGÃ�É2Ø'éUÇ�¾�ØüÁ�Ê1ÂGÏ�Ü!Ã�Å	È	Ø	ÄxÈ
þ â � ÿ�Ý þ â � ÿ�Ý þ � â�ÿ�Ý þ � � ÿ�Û f Â	È Ω = I þ βn 6= 1

Ó	Â	ÈüÁ�¾�Ã�Ë
n ∈ I

ÿ]ÍSÀ�Â2ÄxÑ�É2Ê þ â�å�ÿ�Ý þ â � ÿ]È þ � � ÿÀ�Ó	È2¾�Ê1Á#Ï�éUÇ=Â2Ã�×�Ã�Å	È	Ø¸Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È	Ø þ â�ÿ�Ç�È	ÓGÏ]Ö�Ã�Ù�Ñ�è�Ã�Æ�Á�À�É2Å	ÊSÛ
FAC,î¸ïG½Y���ß|#½Y�Y|�ôYïGõ�úA¼Lò¤y�÷�õYy	~G½Y|#½Y��ú

eÞÌ�Ï�Å	Å2À�ÄøÓGÏ�ÂGÏ�Ù�ÂGÏ�ÍSÃSÂGÏ�¾�¾�ÄLÏ�Ç�Â	È	Á#Ï�éUÇ�¾�Ø4Ç�Ã�À�Â2Ã�ÄxÊSÝ Ú À�Ç�À�Â	ÊhÃ!Ó2À�Ô�Á�À�É2Ø'éUÇvÓ2À�Å	È	Ô�È	Ç�ÐvÓ2À�Â#Ø�ÕÌGÀ Ú È¸ÂGÏ�Ô�Ä,Ã�Â	Å2À�¾�Ç�Ð þ Ò	È2¾�ÉGÀ=Å2Ã�Ô�Ï�Á�È2¾�È2ÄxÊ7Ë�Ó2Ã�Â2Ã�Ä,Ã�Å	Å	Ê7ËGÿ7Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È	Ø þ â�ÿ�Ûf Ñ�¾�Ç�ÐdÄxÅ2À�Ü!Ã�¾�Ç�Á�À
I
Ý�Á�Á�Ã�ÌGÃ�Å	Å2À�Ã�Á�Ê1×�Ã�Ý�ÂGÏ�Ô�Ö�È	Ç�ÀaÅGÏ

K
Å2Ã�Ó2Ã�Â2Ã�¾�Ã Ú Ï�éUè!È'Ë#¾�Ø!Ó2À�ÌGÄxÅ2À�Ü!Ã�¾�Ç�Á Ik

(k = 1, . . . ,K)
È�Ý�¾�À�À�Ç�Á�Ã�Ç�¾�Ç�Á�Ã�Å	Å2À	Ý	ÄxÅ2À�Ü!Ã�¾�Ç�Á�À]Ó2Ã�Â2Ã�Ä,Ã�Å	Å	Ê7Ë

X = {x1, . . . , xN}
ÂGÏ�Ô�Ö�È	Ç�À!ÅGÏ

KÅ2Ã�Ó2Ã�Â2Ã�¾�Ã Ú Ï�éUè!È'Ë#¾�ØøÓ2À�ÌGÄxÅ2À�Ü!Ã�¾�Ç�Á Xk = {xn}n∈Ik
ÛLgGÌGÃ�¾�Ð�È Ì�Ï�ÉGÃ�Ã

Nk
 Ò	È2¾�ÉGÀ4ç�ÉGÃ�Ä,Ã�Å	Ç�À�Á

Á]Ó2À�ÌGÄxÅ2À�Ü!Ã�¾�Ç�Á#Ï�Ë
Ik
Ý
Xk � βΣk

=
∑

n∈Ik
βn
Û2opÀ�Ù�Ì�Ï]È2Ä,Ã�Ã�Ç�Ä,Ã�¾�Ç�À=¾�ÉGÃ�Ì2Ñ�éUè]Ï�Ø

��|#ïGõY|�{Uy @GC��a 2����� �1 	$	��
	�	�
uk(Xk)

0#"��¿
'��� �
k = 1, . . . ,K

�'
������W��� �ø"p������$	���	�x�
 #"���
�$A��$	�	�

∂Nkuk∏
n∈Ik

∂xn
= bk[uk(Xk)]

βΣ+γ−βΣk
∏

n∈Ik

(
∂uk
∂xn

)βn
, þ � � ÿ

� �p�
bk �

$A��� - � - "�/d�U0 - ��� - �'$	$	/d� *  �� - 
��A����
 - "����	�!�A�h 2��� - 
����	��

K∏

k=1

bk = b. þ�� í�ÿ

+�-�� ��� �1 	$	��
	���
u(X) =

K∏

k=1

uk(Xk) þ�� â�ÿ
�'
���������� ��"p������$	�A���  #"���
�$A��$	���

(1)
6

C
IxÏ�¾�¾�Ä,À�Ç�Â	È2ÄøÁ�Ê1ÂGÏ�Ü!Ã�Å	È2Ã

Ψ(u(X)) ≡ ∂Nu

∂x1 . . . ∂xN
u−γ

N∏

n=1

(
∂u

∂xn

)−βn

. þ�� � ÿ

f À�ÌG¾�Ç�Ï�Á�È2ÄøÁ þ�� � ÿ�Á�Ê1ÂGÏ�Ü!Ã�Å	È2Ã þ�� â�ÿ�Û2opÀ�Ù�Ì�Ï Ψ(u(X))
Ä,À�Ü]Å2À]Ó	Â2Ã�ÌG¾�Ç�Ï�Á�È	Ç�ÐvÁ=Á�È'ÌGÃ

Ψ(u(X)) =

K∏

k=1

Ψk(uk(Xk)), þ�� � ÿ
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Ù�ÌGÃ

Ψk(uk(Xk)) =
∂Nkuk∏
n∈Ik

∂xn
[uk(Xk)]

−(βΣ+γ−βΣk)
∏

n∈Ik

(
∂uk
∂xn

)−βn

. þ�� � ÿ

f À]Ñ�¾�ÉGÀ�Á�È	éJÇ�Ã�À�Â2Ã�ÄxÊSÝ2ÍQÑ�Å Ú Î	È	È uk(Xk)
Ñ�ÌGÀ�Á�ÉGÃ�Ç�Á�À�Â#Ø'éUÇ=Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È	Ø	Ä þ � � ÿ�Ý	Ó2À�ç�Ç�À�ÄxÑ«È	Ô þ�� � ÿÓ2À�É2Ñ�ÒGÏ�Ã�Ä1Ý¤Ò	Ç�À

Ψk(uk(Xk)) = bk
ÛAopÀ�Ù�Ì�Ï'Ý�È	Ô þ�� � ÿU¾�Ñ�Ò2Ã�Ç�À�Ä þ�� í�ÿU¾�ÉGÃ�Ì2Ñ�Ã�Ç�Ý¤Ò	Ç�À Ψ(u(X)) = b

Û
HaÇ�¾�é7Ì�Ï'Ý�Ñ�Ò	È	Ç�Ê1Á#Ï�Ø þ�� � ÿ�Ý�Ó2À�É2Ñ�ÒGÏ�Ã�Ä1Ý�Ò	Ç�ÀUÍQÑ�Å Ú Î	È	Ø þ�� â�ÿ¤Ø'Á�É2Ø	Ã�Ç�¾�ØWÂ2Ã�×�Ã�Å	È2Ã�Ä�Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È	Ø þ â�ÿ�Û BZ!À Ú Ï�Ô�Ï�Å	ÅGÏ�Ø�Á�Ê1×�ÃQÇ�Ã�À�Â2Ã�ÄLÏ�âQÓ2À�Ô�Á�À�É2Ø	Ã�Ç�Ó2À�É2Ñ�Ò	È	Ç�ÐvÄxÅ2À�Ü!Ã�¾�Ç�Á�ÀvÂ2Ã�×�Ã�Å	È	Æ�Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È	Ø þ â�ÿ�ÝÚ À�Ç�À�Â	ÊhÃUÄ,À�Ù�Ñ�Ç!Ö�Ê1Ç�ÐWÓ	Â2Ã�ÌG¾�Ç�Ï�Á�ÉGÃ�Å	ÊÞÁSÁ�È'ÌGÃhÓ	Â2À�È	Ô�Á�Ã�ÌGÃ�Å	È	ØvÂ2Ã�×�Ã�Å	È	Æ�Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È	Æ«Ï�ÅGÏ�ÉGÀ�Ù�È	Ò	Å2À�ÕÙ�À]Á�È'Ì�Ï'Ý	È2Ä,Ã�éUè!È'Ë¸Ö�À�ÉGÃ�ÃQÅ	È	Ô Ú È	Æ�Ó2À�Â#Ø�ÌGÀ Ú ÛopÃ�À�Â2Ã�ÄxÊ � È � Ý Ú À�Ç�À�Â	ÊhÃ]Ó	Â	È	Á�À�Ì2Ø'Ç�¾�ØßÅ	È	Ü!Ã�Ý¤À�Ó	Â2Ã�ÌGÃ�É2Ø'éUÇ�Á�À�Ô�Ä,À�Ü]Å2À�¾�Ç�Ð�Ó2À�Å	È	Ü!Ã�Å	È	Ø�Ó2À�ÕÂ#Ø�Ì Ú Ï¸Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È	Ø þ â�ÿaÌ	É2Ø4ÒGÏ�¾�Ç�Å	Ê7Ëß¾�É2Ñ�ÒGÏ�Ã�Á2Ý Ú À�Ù�Ì�Ï�ÓGÏ�ÂGÏ�Ä,Ã�Ç�Â	Ê?Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È	Ø�Ñ�ÌGÀ�Á�ÉGÃ�Ç�Á�À�Â#Ø'éUÇ
Å2Ã Ú À�Ç�À�Â	ÊhÄsÌGÀ�Ó2À�É2Å	È	Ç�Ã�É2Ð�Å	ÊhÄ Ñ�¾�ÉGÀ�Á�È	Ø	Ä1Û'e ç�Ç�È'Ë�Ç�Ã�À�Â2Ã�ÄLÏ�Ë�Ó	Â2Ã�Ì2Ó2À�É�Ï�Ù�Ï�Ã�Ç�¾�Ø¤Ý2Ò	Ç�À K = 2

Ý#Ç�Û�Ã�Û
ÄxÅ2À�Ü!Ã�¾�Ç�Á�À

I
ÂGÏ�Ô�Ö�È	Ç�À!ÅGÏQÅ2Ã�Ó2Ã�Â2Ã�¾�Ã Ú Ï�éUè!È2Ã�¾�Ø«Ó2À�ÌGÄxÅ2À�Ü!Ã�¾�Ç�Á#Ï I1 Ý I2 Ý Ú À�Ç�À�Â	ÊhÄ ¾�À�À�Ç�Á�Ã�Ç�¾�Ç�Á�Ñ�éUÇÓ2À�ÌGÄxÅ2À�Ü!Ã�¾�Ç�Á#Ï�Ó2Ã�Â2Ã�Ä,Ã�Å	Å	Ê7Ë

X1
Ý
X2
Û

��|#ïGõY|�{Uy FAC �a 2�����=0���"���������"�/ * 
 � - � ���!�A�a
� #"���
�$A��$	�A�
(1),

 �� - 
��A����
 - "����W�S 2��� - 
����	��

γ = 0, βn = 0, þ�� å�ÿ

0#"�������� 
'� - " - �a�2 � ��� �v 2��� - 
��	��
�/10 - �	$�������� �«�����«
'��� � n ∈ I1
6�+�-�� ���W #"���
�$A��$	�A�

(1)
�2�������

"p������$	�A�a
��#���
u(X) = u1(X1)u2(X2) + u0(X1). þ�� ì�ÿ

� �p�����
u0(X1) �

0#" - �2�
 - ����$�� � �1 	$	��
	��� * � �1 	$	��
	�	�
u1(X1)

*
u2(X2)

 �� - 
��A����
 - "����W�����A���
�2 �	�!�2�á #"���
�$A��$	���	��


∂N1u1∏
n∈I1

∂xn
= b1[u1(X1)]

βΣ2 , þ�� 	�ÿ

∂N2u2∏
n∈I2

∂xn
= b2

∏

n∈I2

(
∂u2
∂xn

)βn
. þ�� � ÿ

�h" - �2�
 - ����$	/d�d0 - ��� - �'$	$	/d�
b1
*
b2
* 
 � - � ���!�A�a


(37), (38),
 �� - 
��A����
 - "����W�S 2��� - 
�� �

b1b2 = b. þ�� � ÿ

C
f À�ÌG¾�Ç�Ï�Á�È2Ä¿Á�Ê1ÂGÏ�Ü!Ã�Å	È2Ã þ�� ì�ÿaÁvÑ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È2Ã þ â�ÿ�ÝAÀ�Ç Ú Ñ�Ì�Ï�Ó2À�¾�ÉGÃ!ç�ÉGÃ�Ä,Ã�Å	Ç�Ï�Â	Å	Ê7Ë�Ó	Â2Ã�À�Ö�ÂGÏ�ÕÔ�À�Á#Ï�Å	È	Æ�Ó2À�É2Ñ�ÒGÏ�Ã�Ä ý

[u1(X1)]
−βΣ2

∂N1u1∏
n∈I1

∂xn

∏

n∈I2

(
∂u2
∂xn

)−βn ∂N2u2∏
n∈I2

∂xn

= b
[
u1(X1)u2(X2) + u0(X1)

]γ ∏

n∈I1

(
u2
∂u1
∂xn

+
∂u0
∂xn

)βn
. þ � í�ÿ

e¿¾�È'É2Ñ¸Ñ�¾�ÉGÀ�Á�È	Æ þ�� å�ÿ�ÝGÁ�Ç�À�Â2À�Æ�È�Ç�Â2Ã�Ç�È	Æ�¾�À�ÄxÅ2À�Ü]È	Ç�Ã�É2È�Á�Ó	ÂGÏ�Á�À�Æ�ÒGÏ�¾�Ç�È�Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È	Ø þ � í�ÿ1ÂGÏ�Á�ÕÅ	Ê?â�Û	opÀ�Ù�Ì�Ï]ç�Ç�À]Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È2ÃW¾�Á�À�Ì2È	Ç�¾�Ø Ú ¾�ÉGÃ�Ì2Ñ�éUè�Ã�ÄxÑ ý
{
[u1(X1)]

−βΣ2
∂N1u1∏
n∈I1

∂xn

}
·
{
∏

n∈I2

(
∂u2
∂xn

)−βn ∂N2u2∏
n∈I2

∂xn

}
= b. þ � â�ÿ



� "p������$	��� ���x$ -���- ����"�$ -���- �����	�S��"p��$�
	��������$ -���-  #"���
�$A��$	����0#" - �2�
 - ����$ -���- 0 - "������	� � 	
oYÏ ÚêÚ Ï Ú Ó2Ã�Â	Á�Ê1Æ¿ÈÞÁ�Ç�À�Â2À�Æë¾�À�ÄxÅ2À�Ü]È	Ç�Ã�É2ÈëÁsÉGÃ�Á�À�ÆêÒGÏ�¾�Ç�È þ � â�ÿ=Ô�Ï�Á�È2¾�Ø'ÇøÀ�Ç ÂGÏ�Ô�Å	Ê7ËÞÙ�Â	Ñ�Ó	ÓÓ2Ã�Â2Ã�Ä,Ã�Å	Å	Ê7Ë¤ÝWÏüÈ'ËJÓ	Â2À�È	Ô�Á�Ã�ÌGÃ�Å	È2Ã ÂGÏ�Á�Å2ÀÞÓ2À�¾�Ç�À�Ø'Å	Å2À�Æ�ÝSÇ�ÀêÀ�Ç�¾�é7Ì�Ïê¾�ÉGÃ�Ì2Ñ�Ã�Ç�ÝSÒ	Ç�ÀêÍQÑ�Å Ú Î	È	È
u1(X1), u2(X2)

ÌGÀ�É2Ü]Å	Ê Ñ�ÌGÀ�Á�ÉGÃ�Ç�Á�À�Â#Ø'Ç�ÐßÑ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È	Ø	Ä þ�� 	�ÿ�Ý þ�� � ÿ�Ý,Ï�Á�Ë#À�Ì2Ø'è!È2Ã«Á4Å	È'ËáÓ2À�¾�Ç�À�ÕØ'Å	Å	ÊhÃUä�Ñ�¾�ÉGÀ�Á�È	é þ�� � ÿ�Û B
��|#ïGõY|�{Uy��¤C �a 2�����=0���"���������"�/ * 
 � - � ���!�A�U
! #"���
�$A��$	�A�

(1)
*  �� - 
��A����
 - "����W�S 2��� - 
����	��


γ = 0, βΣ1 = 0 þ ��� ÿ
�����«$A��� - � - " -���- 0 - �A�x$ - �=������
��

I1
6�+�-�� ���W #"���
�$A��$	�A�

(1)
�2�������d"p������$	�A�a
��#����


u(X) = u1(z1)u2(X2) + u0(z1). þ � � ÿ
�!��"p������$	$�� �

z1
* 
 � - � ���=� �¸


(43)
*�- 0#"p���p����������� ��
�/�"����=��$	�A����


z1 =
∑

n∈Ω1

cnxn +
∑

n∈Ω1

ζn(xn). þ � � ÿ

� �p�����
Ω1 ⊂ I1

*
Ω1 ⊂ I1 �

�x$ - �=������
����$�������$	�	�á�	$#�p���2���
n
* �����4� - � - "�/ �

βn 6= 1
*
βn = 1� -�- ��
'��������
'��$	$ -��

cn �
0#" - �2�
 - ����$	/d�v0 - ��� - �'$	$	/d� *

u0(z1)
*
ζn(xn) �

0#" - �2�
 - ����$	/d� �1 	$	� �

	�	� � �1 	$	��
	���

u2(X2)
 �� - 
��A����
 - "������� #"���
�$A��$	� �

(38)
* � �1 	$	��
	���

u1(z1)
 �� - 
��A����
 - "������

���A���2 �	�����p � ;�: 

dN1u1

dzN1
1

= b1[u1(z1)]
βΣ2 . þ � å�ÿ

� - ��� - �'$	$	/d�
b1
*
b2
*
cn
� - �	�]$	/ê �� - 
��A����
 - "����������A���2 �	�����p v� - 0 - �	$	�A��������$ - �p ¸ 2��� - 
�� � 


b1b2 = b
∏

n∈Ω1

cβn−1
n . þ � ì�ÿ

C
f À�ÌG¾�Ç�Ï�Á�È2Ä Á�Ê1ÂGÏ�Ü!Ã�Å	È	Ø þ � � ÿ�Ý þ � � ÿ]ÁáÑ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È2Ã þ â�ÿ�Û�opÀ�Ù�Ì�ÏßÉGÃ�Á#Ï�ØøÒGÏ�¾�Ç�ÐsÑ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È	ØÓ2À�¾�ÉGÃQç�ÉGÃ�Ä,Ã�Å	Ç�Ï�Â	Å	Ê7Ë�Ó	Â2Ã�À�Ö�ÂGÏ�Ô�À�Á#Ï�Å	È	Æ�Ó	Â	È	Á�À�Ì2È	Ç�¾�Ø Ú Á�È'Ì2Ñ ý

∂Nu

∂x1 . . . ∂xN
=
dN1u1

dzN1
1

· ∂N2u2∏
n∈I2

∂xn
·
∏

n∈Ω1

cn ·
∏

n∈Ω1

ζ ′n(xn). þ � 	�ÿ

f Â2Ã�À�Ö�ÂGÏ�Ô�Ñ�Ã�Ä Ç�Ï Ú Ü!ÃSÓ	ÂGÏ�Á�Ñ�éJÒGÏ�¾�Ç�Ð=Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È	Ø þ â�ÿ7¾dÑ�Ò2Ã�Ç�À�Ä Ó2Ã�Â	Á�À�Ù�À=È	ÔQÑ�¾�ÉGÀ�Á�È	Æ þ ��� ÿ

ϕ(u)
N∏

n=1

(
∂u

∂xn

)βn
= b

∏

n∈I1

(
u2(X2)

∂u1
∂xn

+
∂u0
∂xn

)βn
·
∏

n∈I2

(
u1(z1)

∂u2
∂xn

)βn
. þ � � ÿ

eÞ¾�Á�À�élÀ�Ò2Ã�Â2Ã�Ì2Ð2Ý	Ó2Ã�Â	Á�À�ÃQÓ	Â2À�È	Ô�Á�Ã�ÌGÃ�Å	È2ÃWÁ]Ó	ÂGÏ�Á�À�Æ�ÒGÏ�¾�Ç�È þ � � ÿ7Ä,À�Ü!Ã�ÇvÖ�Ê1Ç�Ð=Ô�Ï�Ó	È2¾�Ï�Å2À=Á]Á�È'ÌGÃ
∏

n∈I1

(
u2(X2)

∂u1
∂xn

+
∂u0
∂xn

)βn
=

(
u2(X2)

du1
dz1

+
du0
dz1

)βΣ1

·
∏

n∈Ω1

cβnn ·
∏

n∈Ω1

ζ ′n(xn). þ � � ÿ

eJ¾�È'É2Ñ�Á�Ç�À�Â2À�Ù�À¸È	Ô]Ñ�¾�ÉGÀ�Á�È	Æ þ ��� ÿ�Ý¤Ó2Ã�Â	Á�Ê1Æá¾�À�ÄxÅ2À�Ü]È	Ç�Ã�É2Ð�Á¸Ó	ÂGÏ�Á�À�ÆßÒGÏ�¾�Ç�È þ � � ÿaÂGÏ�Á�Ã�Åøâ�Û¤opÀ�ÕÙ�Ì�Ï'Ý�È2¾�Ó2À�É2Ð�Ô�Ñ�ØW¾�À�À�Ç�Å2À�×�Ã�Å	È	Ø þ � 	�ÿ ä þ � � ÿ�Ý�Ó2À�¾�ÉGÃLç�ÉGÃ�Ä,Ã�Å	Ç�Ï�Â	Å	Ê7ËWÓ	Â2Ã�À�Ö�ÂGÏ�Ô�À�Á#Ï�Å	È	Æ�Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È2Ã þ â�ÿÄ,À�Ü]Å2À=Ó	Â2Ã�ÌG¾�Ç�Ï�Á�È	Ç�Ð�Á=Á�È'ÌGÃ
{
dN1u1

dzN1
1

[u1(z1)]
−βΣ2

}
·
{

∂N2u2∏
n∈I2

∂xn

∏

n∈I2

(
∂u2
∂xn

)−βn
}

= b
∏

n∈Ω1

cβn−1
n . þ å�í�ÿ



� � �,���	�����A��
������ 6 � 6
oYÏ Ú�Ú Ï Ú Ó2Ã�Â	Á�Ê1Æ�È�Á�Ç�À�Â2À�Æ4¾�À�ÄxÅ2À�Ü]È	Ç�Ã�É2È�ÁvÍQÈ	Ù�Ñ�Â	Å	Ê7Ë�¾ Ú À�Ö Ú Ï�Ë�Á=ÉGÃ�Á�À�Æ�ÒGÏ�¾�Ç�È þ å�í�ÿ1Ô�Ï�Á�È2¾�Ø'ÇÀ�Ç¸ÂGÏ�Ô�Å	Ê7Ë�Ó2Ã�Â2Ã�Ä,Ã�Å	Å	Ê7Ë¤ÝYÏvÈ'Ë4Ó	Â2À�È	Ô�Á�Ã�ÌGÃ�Å	È2Ã=ÂGÏ�Á�Å2À¸Ó2À�¾�Ç�À�Ø'Å	Å2À�Æ�Ý�Ç�À«Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È2Ã þ å�í�ÿdÄ,À�Ü]Å2ÀÑ�ÌGÀ�Á�ÉGÃ�Ç�Á�À�Â	È	Ç�Ð�Ç�À�É2Ð Ú À=Á=Ç�À�Ä ¾�É2Ñ�ÒGÏ�Ã�Ý2Ã�¾�É2È ý

dN1u1

dzN1
1

[u1(z1)]
−βΣ2 = b1,

∂N2u2∏
n∈I2

∂xn

∏

n∈I2

(
∂u2
∂xn

)−βn

= b2, þ å'â�ÿ

Ù�ÌGÃ
b1
Ý
b2

 Å2Ã Ú À�Ç�À�Â	ÊhÃSÓ2À�¾�Ç�À�Ø'Å	Å	ÊhÃ�ÝGÑ�ÌGÀ�Á�ÉGÃ�Ç�Á�À�Â#Ø'éUè!È2ÃSÑ�¾�ÉGÀ�Á�È	é þ � ì�ÿ�ÛPdÔ þ å'â�ÿ]¾�ÉGÃ�Ì2Ñ�Ã�Ç�Ý�Ò	Ç�ÀßÍQÑ�Å Ú Î	È	È u1(z1) Ý u2(X2)
Ñ�ÌGÀ�Á�ÉGÃ�Ç�Á�À�Â#Ø'éUÇsÑ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È	Ø	Ä þ � å�ÿ�Ý þ�� � ÿ¾�À�À�Ç�Á�Ã�Ç�¾�Ç�Á�Ã�Å	Å2À	Û

B� y	ò�}��v�Y|#½Y�Y|2C oYÏ Ú È2Ä À�Ö�ÂGÏ�Ô�À�Ä1Ý#ÁSÌ�Ï�Å	Å2À�Æ«ÂGÏ�Ö�À�Ç�ÃU¾hÓ2À�Ä,À�è!Ð�é¿Ä,Ã�Ç�À�Ì�Ï!ÍQÑ�Å Ú Î	È2À�ÅGÏ�É2Ð�Å2À�Ù�ÀÂGÏ�Ô�ÌGÃ�ÉGÃ�Å	È	Ø¸Ó2Ã�Â2Ã�Ä,Ã�Å	Å	Ê7Ë¸È2¾�¾�ÉGÃ�ÌGÀ�Á#Ï�Å2À=ÄxÅ2À�Ù�À�Ä,Ã�Â	Å2À�ÃQÌ2È2ÍSÍSÃ�Â2Ã�Å	Î	ÈGÏ�É2Ð�Å2À�ÃdÑ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È2Ã�Ý2¾�À�ÌGÃ�Â'Õ
Ü�Ï�è�Ã�ÃW¾�Ä,Ã�×]Ï�Å	Å	Ñ�él¾�Ç�Ï�Â	×!Ñ�élÒGÏ�¾�Ç�Å	Ñ�éJÓ	Â2À�È	Ô�Á�À�Ì2Å	Ñ�éNÓ2À]Á�¾�Ã�Ä Å2Ã�Ô�Ï�Á�È2¾�È2ÄxÊhÄøÓ2Ã�Â2Ã�Ä,Ã�Å	Å	ÊhÄøÈ
¾�Ç�Ã�Ó2Ã�Å	Å	ÊhÃWÅ2Ã�É2È	Å2Ã�Æ	Å2À�¾�Ç�È4Ó2À]Å2Ã�È	Ô�Á�Ã�¾�Ç�Å2À�Æ4ÍQÑ�Å Ú Î	È	È�È�Ã�ÃQÓ2Ã�Â	Á�ÊhÄ Ó	Â2À�È	Ô�Á�À�Ì2Å	ÊhÄ1Û f À�É2Ñ�Ò2Ã�Å	ÊÒGÏ�¾�Ç�Å	ÊhÃSÂ2Ã�×�Ã�Å	È	Ø¸¾�À]¾�Ç�Ã�Ó2Ã�Å	Å	ÊhÄxÈ�ÝGç Ú ¾�Ó2À�Å2Ã�Å	Î	ÈGÏ�É2Ð�Å	ÊhÄxÈ�È¸ÉGÀ�Ù�Ï�Â	È2ÍSÄxÈ	Ò2Ã�¾ Ú È2ÄxÈ�ÍQÑ�Å Ú Î	È	Ø	ÄxÈÀ�Ç�Å2Ã�Ô�Ï�Á�È2¾�È2ÄxÊ7ËsÓ2Ã�Â2Ã�Ä,Ã�Å	Å	Ê7Ë¤Û�Z!À Ú Ï�Ô�Ï�Å	ÊnÇ�Ã�À�Â2Ã�ÄxÊSÝYÓ2À�Ô�Á�À�É2Ø'éUè!È2ÃvÓ2À�Å	È	Ô�È	Ç�Ð4Ó2À�Â#Ø�ÌGÀ Ú ÂGÏ�¾�Õ¾�ÄLÏ�Ç�Â	È	Á#Ï�Ã�Ä,À�Ù�À�Ñ�ÂGÏ�Á�Å2Ã�Å	È	Ø¤Û
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