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¶5·z¸�¸�¹a·�º�»	¼	½#·z¾�º�¸�¿ÁÀ2½�Â'¹,¾�»	Ã2Ä�¾
x = (x1, x2) ∈ R2 À2½�¼	Å!¾�Ã	¼2¾o½�¿'Æ�Ç�ÄzÈÉÃ2¾�¸�Å�¼2¹a·z¾�¹,ÄzÈÊÅ�¼'À	Ë

Ç�Ä�¸�º�¼ÍÌ2Ä�ÀPÀt¾�È2¸�º�½�¼2¾�¹`Ì2Ä�Î2¿Ê½�Ã2¾�Ï!Ã	¼'ÐÊ¸�¼'Î
F (x, t) Ñ Ì2¾�»	¼2Ä�À2¼	Ò2¾�¸�Ç�ÄzÓ�ÄÉÌ2ÄÔÌ	»2Ä�¸�º�»t·�Ã2¸�º�½�¾�Ã	Ã	ÕY¹Ì2¾�»2¾�¹,¾�Ã	Ã	ÕY¹

x1 Ñ x2 ¸ÖÌ2¾�»	¼2Ä�À�·z¹5¼ `1 = 2π
¼
`2 = 2π/α

¸�Ä�Äzº�½�¾�º�¸�º�½�¾�Ã	Ã2Ä Ñ ½_Ì	»2¾}À2Ì2Ä�ÎtÄ�Å!¾}ËÃ	¼	¼ Ñ Ò	º�ÄÔ½�Ä�Î2Ã2Äz½�Ä�¾×Ò	¼2¸}ÎtÄ α → 0 Ø bN¾�¼	Æ�½�¾�¸�º�Ã	ÕY¾ÖÌ2Ä�Ît¾×¸�Ç�Äz»2Ä�¸�º�¼ v(x, t)
¼ÁÀ�·�½zÎt¾�Ã	¼2¾

p(x, t)Â�ÀtÄz½zÎt¾�º�½�Äz»#¿'ÙRºo¸�¼2¸�º�¾�¹,¾fÂ�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼	Èjbf·�½�Ú�¾hÛÜQ�º�ÄzÇ�¸�·'Ý

∂v

∂t
+ (v,∇)v − ν∆v = −∇p+ F (x, t), div v = 0,

Ó�Àt¾
ν
ÛlÞ�¾�Æ�»t·�Æ�¹,¾�»	Ãt·�¿=½�¿'Æ�Ç�Ä�¸�º�Ú Ø LN¾�»2¾�Æ 〈f〉 ÞzÂ�Àt¾�¹ßÄ�Þ�ÄzÆ�Ãt·�Òt·�º�Ú¦¸�»2¾}À2Ã2¾�¾YÌ2Ä x1 Ñ ·hÒ2¾�»2¾�Æ 〈〈f〉〉 Û¸�»2¾}À2Ã2¾�¾fÌ2Ä¦Ì	»#¿	¹,ÄzÂ�Ó�Ä�Î2Ú�Ã	¼	Ç	ÂÖÌ2¾�»	¼2Ä�ÀtÄz½

Ω = [0, `1]× [0, `2]
Ý

〈f〉 = 1

`1

`1∫

0

f(x, t) dx1, 〈〈f〉〉(t) = 1

|Ω|

∫

Ω

f(x, t) dx1 dx2.

àh»2¾}À2Ì2Ä�Î�·�Ó�·z¾�º�¸�¿ Ñ Ò	º�ÄYÌ2Ä�Ît¾�¸�Ç�Äz»2Ä�¸�º�¼¦Ì2¾�»	¼2Ä�À2¼	Ò	Ã2ÄhÌ2ÄYÌ	»2Ä�¸�º�»t·�Ã2¸�º�½�¾�Ã	Ã	ÕY¹ÔÌ2¾�»2¾�¹,¾�Ã	Ã	ÕY¹�¸aº�¾�¹5¼Å!¾NÌ2¾�»	¼2Ä�À�·z¹5¼ Ñ Ò	º�Ä�¼×Ì2Ä�Ît¾N½�Ã2¾�Ï!Ã	¼'ÐÖ¸�¼'Î Ñ ¼Ö¸�»2¾}À2Ã2¾�¾NÌ2Ä�Î2¿Ö¸�Ç�Äz»2Ä�¸�º�¼jÆ�·�À�·�Ã2Ä	Ý

〈〈v〉〉 = q.
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��Â�Àt¾�¹Ô¼	Ã	º�¾�»2¾�¸�Äz½#·�º�Ú�¸�¿oÌ2Äzº�¾�»2¾�È=Â�¸�º�ÄzÈ	Ò	¼	½�Ä�¸�º�¼¢Ä�¸�Ã2Äz½�Ã2ÄzÓ�Ä	� Ã2¾�½�ÄzÆ�¹5Â�
¦¾�Ã	Ã2ÄzÓ�Ä�,¸�ºz·��	¼2ÄzÃt·�»	Ã2ÄzÓ�Ä
º�¾�Ò2¾�Ã	¼	¿ÖÄ�Þ�
¦¾�Ó�Ä�½�¼'À�·

V = (0, V (x1)), 〈V 〉 6= 0,
�����

Ç�Äzº�Äz»2Ä�¾fÃt·�Æ�Õ1½#·z¾�º�¸�¿������������������ � ¼'Î2¼�!#"�$�"&%'%�(�%#)'*#���+�-,+(/.�(/*#��(�� ØWhÆ�½�¾�¸�º�Ã2Ä Ñ Ò	º�Ä�Ì	»	¼PÀtÄ�¸�ºz·�º�ÄzÒ	Ã2ÄÁÞ�Ä�Î2Ú�Ï!¼'ÐÊÆ�Ãt·�Ò2¾�Ã	¼	¿�ÐÍ½�¿'Æ�Ç�Ä�¸�º�¼ ν
� ¹a·�Î2Õ7ÐPÒ	¼2¸}Î�·�ÐÍ¶\¾�È'Ë

Ã2Ä�Î2ÚzÀt¸�·'�oÄ�¸�Ã2Äz½�Ã2Ä�¾Ô»2¾�Ï¦¾�Ã	¼2¾�Â�¸�º�ÄzÈ	Ò	¼	½�Ä Ø-0 $1�#,2�#.�(/��3'��� Ãt·�Æ�Õ1½#·z¾�º�¸�¿ Æ�Ãt·�Ò2¾�Ã	¼2¾ÔÌt·�»t·z¹,¾�º�»t·
ν = νc Ñ Ì	»	¼ÔÇ�Äzº�Äz»2Ä�¹ Ä�À2Ã2Äo¼'Î2¼ÔÃ2¾�¸�Ç�Ä�Î2Ú�Ç�Ä×¸�Ä�Þ�¸�º�½�¾�Ã	Ã	Õ7ÐÔÆ�Ãt·�Ò2¾�Ã	¼	ÈÔÎ2¼	Ã2¾�È	Ã2ÄzÈß¸�Ì2¾�Ç	º�»t·�Î2Ú�Ã2ÄzÈÆ�·�À�·�Ò	¼Ô½�Õ7Ð#Ä�À2¿'º¢Ãt·©¹5Ã	¼2¹5Â�ÙIÄ�¸�Ú Ø àhÂ�¸�º�Ú S2 ÛÜÆ�·z¹5Õ1Ç'·�Ã	¼2¾¦½

L2(Ω)
¹5Ã2Ä�Å!¾�¸�º�½#·¢Ó�Î�·�À2Ç	¼'ÐÔ¸�Ä�Ë

Ît¾�Ã2Äz¼'À�·�Î2Ú�Ã	Õ7Ð=½�¾�Ç	º�Äz»'Ë54NÂ�Ã	Ç6�	¼	È Ñ Ì2¾�»	¼2Ä�À2¼	Ò2¾�¸�Ç	¼'Ð©Ì2ÄhÌ	»2Ä�¸�º�»t·�Ã2¸�º�½�¾�Ã	Ã	ÕY¹_Ì2¾�»2¾�¹,¾�Ã	Ã	ÕY¹ x1 Ñ x2¸=Ì2¾�»	¼2Ä�À�·z¹5¼
`1
¼
`2
¸�Ä�Äzº�½�¾�º�¸�º�½�¾�Ã	Ã2Ä Ñ Π Û Äz»	º�ÄzÓ�ÄzÃt·�Î2Ú�Ã	Õ1ÈÊÌ	»2Ä�¾�Ç	º�Äz»Á½

L2(Ω)
Ãt·×Ì2Ä�À2Ì	»2Ä�Ë

¸�º�»t·�Ã2¸�º�½�Ä
S2
� Ó�¼'À2»2Ä�À2¼	Ãt·z¹5¼	Ò2¾�¸�Ç	¼	ÈÖÌ	»2Ä�¾�Ç	º�Äz»1� Ø dN¼	Ã2¾�·�»	¼	Æ�Â�¿oÂ�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼	¿obf·�½�Ú�¾YÛ Q�º�ÄzÇ�¸�·cÃt·

Ä�¸�Ã2Äz½�Ã2Ä�¹Pº�¾�Ò2¾�Ã	¼	¼7����� Ñ Ì2Ä�Î2Â�Ò	¼2¹ÁÎ2¼	Ã2¾�È	Ã	Â�Ù`¸�Ì2¾�Ç	º�»t·�Î2Ú�Ã	Â�Ù`Æ�·�À�·�Ò	Â¢½
S2
Ý

Aϕ+ iω0ϕ = 0, Aϕ = −νcΠ∆ϕ+Π

[
ϕ1V

′(x1)e2 + V (x1)
∂ϕ

∂x2

]
,

�98'�

Ó�Àt¾
e1 Ñ e2 Û Ç�Ä�Äz»�À2¼	Ãt·�º�Ã	ÕY¾=Äz»	º�Õ Ø KfÎ2¿Ö¼2¸�¸}Ît¾}ÀtÄz½#·�Ã	¼	¿ÔÞz¼#4NÂ�»	Ç'·��	¼	È�Ã2¾�½�ÄzÆ�¹5Â�
¦¾�Ã	Ã2ÄzÓ�Äoº�¾�Ò2¾}ËÃ	¼	¿�Ì	»	¼2¹,¾�Ã	¼2¹ ¸�Ð#¾�¹5ÂÔ¹,¾�º�Ä�À�·¢dN¿'Ì	Â�Ã2Äz½#·©Û;:l¹5¼'À2ºz· Ñ Ì	»2¾}À	ÎtÄ�Å!¾�Ã	Ã	Â�ÙZX Ø W Ø=< ÀtÄz½�¼	Ò2¾�¹?>@�BA ØQ�Ãt·�Òt·�Î�·¦»t·z¸�¸�¹a·�º�»	¼	½#·z¾�º�¸�¿ÖÎ2¼	Ã2¾�È	Ãt·�¿×¸�Ì2¾�Ç	º�»t·�Î2Ú�Ãt·�¿ÖÆ�·�À�·�Òt·C�98'� Ñ Ãt·!½�º�Äz»2Ä�¹ÁÏ�·�Ó�¾hÃt·�Ð#Ä�À2¿'º�¸�¿¸�Ä�Þ�¸�º�½�¾�Ã	Ã	ÕY¾f½�¾�Ç	º�Äz»	Õ Î2¼	Ã2¾�È	Ã2ÄzÈ�¸�ÄzÌ	»#¿'Å!¾�Ã	Ã2ÄzÈ�Æ�·�À�·�Ò	¼

A∗
Φ− iω0Φ = 0, A∗

Φ = −νcΠ∆Φ−Π

[
V (x1)

2∑

j=1

(
∂Φj
∂x2

+
∂Φ2

∂xj

)
ej

]
,

�9D'�

Ó�Àt¾
A∗ Û Ó�¼'Î2Ú�Þ�¾�»	º�Äz½�Ä�Ë�¸�ÄzÌ	»#¿'Å!¾�Ã	Ã	Õ1È×Ç=ÄzÌ2¾�»t·�º�Äz»	Â

A
½
S2 Ø àh»	¼�¼2¸�¸}Ît¾}ÀtÄz½#·�Ã	¼	¼oÂ�¸�º�ÄzÈ	Ò	¼	½�Ä�¸�º�¼Äzº�Ã2Ä�¸�¼	º�¾}Î2Ú�Ã2ÄYÀ	Î2¼	Ã	Ã2Äz½�Ä�Î2Ã2Äz½�Õ7Ð!½�ÄzÆ�¹5Â�
¦¾�Ã	¼	ÈcÃt·7Ç'·�Å¦ÀtÄ�¹jÏ�·�Ó�¾�¹,¾�º�Ä�À�·1dN¿'Ì	Â�Ã2Äz½#·7ÛE:l¹5¼'À2ºz·

Ì	»	¼2¹,¾�Ã	¿'ÙRº�¸�¿Ö»t·�Æ�ÎtÄ�Å!¾�Ã	¼	¿j½�»#¿�À2Õ Ì2Ä=¹a·�ÎtÄ�¹5Â¢Ìt·�»t·z¹,¾�º�»	Â
α ØX�Ì2¾�»	½�ÕY¾cÀ	Î2¼	Ã	Ã2Äz½�Ä�Î2Ã2Äz½#·�¿_·z¸�¼2¹5Ì	º�Äzº�¼	Ç'·F�

α → 0
�1Æ�·�À�·�Ò	¼�Â�¸�º�ÄzÈ	Ò	¼	½�Ä�¸�º�¼ÔÀ2½�Â'¹,¾�»	Ã	Õ7Ð�Ìt·�Ë

»t·�Î	Ît¾}Î2Ú�Ã	Õ7Ð�Ì	»2Ä�¸�º�»t·�Ã2¸�º�½�¾�Ã	Ã2Ä�Ë£Ì2¾�»	¼2Ä�À2¼	Ò2¾�¸�Ç	¼'ÐÁº�¾�Ò2¾�Ã	¼	È_Ä�Þ�
¦¾�Ó�Ä×½�¼'À�·oÌ2Ä�¸�º�»2Ä�¾�Ãt·×½F> 8�A Ø àh»	¼G º�Ä�¹gÌ2Ä�Ît¾o¸�Ç�Äz»2Ä�¸�º�¼Ê½�Õ1»t·�Å¦·�ÎtÄ�¸�ÚßÒ2¾�»2¾�ÆH4NÂ�Ã	Ç6�	¼	Ù º�ÄzÇ'· Ñ À	Î2¿_Ç�Äzº�Äz»2ÄzÈÊÌ2Ä�Î2Â�Òt·�Î�·z¸�Ú�Æ�·�À�·�Òt·TU»	»t·�Û HCÄ�¹,¹,¾�»#4f¾}Î2ÚzÀ�· Ø X > D�A1À	Î2¿ÁÌ2Ä�¸�º�»2Ä�¾�Ã	¼	¿PÌ2¾�»	½�Õ7ÐÊÒ'Ît¾�Ã2Äz½É·z¸�¼2¹5Ì	º�Äzº�¼	Ç	¼Í½�º�Äz»	¼	Ò	Ã	Õ7Ð·�½�º�ÄzÇ�Ä�Ît¾�Þ�·�Ã	¼	ÈÖ»t·z¸�¸�¹a·�º�»	¼	½#·�Î2¼2¸�Ú©Ã2¾�Ì2Ä�¸�»2¾}Àt¸�º�½�¾�Ã	Ã2Ä�Â�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼	¿×bf·�½�Ú�¾UÛ Q�º�ÄzÇ�¸�· Ø XI> JKA�¸RÌ2Ä�Ë¹,Ä�
!Ú�ÙÊÃ2¾�Ç�Äzº�Äz»2ÄzÈ+4fÄz»2¹a·�Î2¼	Æ�·��	¼	¼C� Ì	»	¼2¹,¾�Ã2¾�Ã	¼	¿c¼	Ã	º�¾�Ó�»t·�Î2Ú�Ã	Õ7Ð¦ÄzÌ2¾�»t·�º�Äz»2Äz½hº�¼	Ìt·YX7Ä�Î2Ú�º�¾�»	»t·
¼j½�»2ÄzÃ2¸�Ç	¼t·�Ã2Äz½��YÌ2Ä�Î2Â�Ò2¾�Ã	Õg»2¾�Ç	Â�»	»2¾�Ã	º�Ã	ÕY¾24fÄz»2¹5Â�Î2Õ

k
Ë£Ó�Ä=Ò'Ît¾�Ãt·�À	Î2¼	Ã	Ã2Äz½�Ä�Î2Ã2Äz½�ÄzÈ_·z¸�¼2¹5Ì	º�Ä�Ë

º�¼	Ç	¼cÆ�·�À�·�Ò	¼¦Â�¸�º�ÄzÈ	Ò	¼	½�Ä�¸�º�¼L�98'��¸�ºz·��	¼2ÄzÃt·�»	Ã	Õ7Ð¦¸�À2½�¼	Ó�Äz½�Õ7Ð!º�¾�Ò2¾�Ã	¼	È¦¸,Ã2¾�Ã	Â�Ît¾�½�ÕY¹Ô¸�»2¾}À2Ã	¼2¹M����� Øbf·z¸�º�Ä�¿�
�·�¿©»t·zÞ�Äzºz·fÌ2Ä�¸�½�¿�
¦¾�Ãt·f½�Õ1½�Ä�À2Â=»2¾�Ç	Â�»	»2¾�Ã	º�Ã	Õ7Ð	4fÄz»2¹5Â�Î
k
Ë£Ó�ÄcÒ'Ît¾�Ãt·hÀ	Î2¼	Ã	Ã2Äz½�Ä�Î2Ã2Äz½�ÄzÈ

·z¸�¼2¹5Ì	º�Äzº�¼	Ç	¼�Î2¼	Ã2¾�È	Ã2ÄzÈ�¸�ÄzÌ	»#¿'Å!¾�Ã	Ã2ÄzÈ�Æ�·�À�·�Ò	¼N�9D'� Ø àNÄ�À2»2Ä�ÞzÃ	Õ1ÈÔ½�Õ1½�Ä�À�¼	Æ�ÎtÄ�Å!¾�ÃÔ½O> ��A Ø TRÞ�Ä�¸}ËÃ2Äz½#·�Ã	¼2¾=·z¸�¼2¹5Ì	º�Äzº�¼	Ç	¼_½oÀ�·�Ã	Ã2ÄzÈß»t·zÞ�Äzº�¾¦Ã2¾¦Ì	»2Äz½�Ä�À2¼	º�¸�¿ Ñ Ã2Ä¢¾�Ó�Ä×¹,Ä�Å�Ã2Ä×Ì	»2Äz½�¾�¸�º�¼ Ñ ½�Ä�¸�Ì2Ä�Î2ÚzËÆ�Äz½#·�½�Ï!¼2¸�Ú©º�¾�Äz»2¾�¹,ÄzÈÔÄ�Ã2¾�¿'½�Ã2ÄzÈP4NÂ�Ã	Ç6�	¼	¼¢À	Î2¿�·�Ãt·�Î2¼	º�¼	Ò2¾�¸�Ç	¼'Ð�ÄzÌ2¾�»t·�º�Äz»'Ë54NÂ�Ã	Ç6�	¼	ÈjÌ2Ä�ÀtÄ�ÞzÃ2Ä
º�Ä�¹5Â Ñ Ç'·�Ç G º�Ä�Ì	»2Ä�Àt¾}Î�·�Ã2Ä=½Q> 8�A Ø

ACBSR×qT\r�U�qPVXW,q#uYU v6Z�s\[-]Y^�_�^'sY`\s
LN¾�»2¾�Æ

H
Ä�Þ�ÄzÆ�Ãt·�Ò	¼2¹ÍÌ2Ä�À2Ì	»2Ä�¸�º�»t·�Ã2¸�º�½�Ä	4NÂ�Ã	Ç6�	¼	ÈÖ¼	Æ

L2(0, `1) Ñ Äz»	º�ÄzÓ�ÄzÃt·�Î2Ú�Ã	Õ7Ðj¾}À2¼	Ã	¼6�2¾�Ý

H =
{
f ∈ L2(0, `1) : 〈f〉 = 0

}
.

TUÌ	»2¾}Àt¾}Î2¼2¹P¼	Ã	º�¾�Ó�»t·�Î2Ú�Ã	Õ1ÈÔÄzÌ2¾�»t·�º�Äz»
I : H → H

Ì2Ä¦Ì	»t·�½�¼'Î2Â

If =

x∫

0

f(s) ds−
〈 x∫

0

f(s) ds

〉
.
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TUÌ2¾�»t·�º�Äz»
I
ÛZÄ�Þz»t·�º�Ã	Õ1ÈjÇÖÄzÌ2¾�»t·�º�Äz»	Â¢À2¼#4 4f¾�»2¾�Ã6�	¼	»2Äz½#·�Ã	¼	¿×¼Ö½�Ì2Ä�Î2Ã2¾NÃ2¾�Ì	»2¾�»	Õ1½�Ã	Õ1È ØLN¾�»2¾�Æ

W (f, g)
Ä�Þ�ÄzÆ�Ãt·�Ò	¼2¹Í½�»2ÄzÃ2¸�Ç	¼t·�ÃP4NÂ�Ã	Ç6�	¼	È

f
¼
g
Ý

W (f, g) = f
dg

dx
− g

df

dx
.

�c¼	Ó�Â�»	Ã	ÕY¹5¼!¸�Ç�Ä�ÞzÇ'·z¹5¼¦ÞzÂ�Àt¾�¹×Ä�Þ�ÄzÆ�Ãt·�Òt·�º�ÚhÄzº�Ç'ÎtÄzÃ2¾�Ã	¼2¾aÌ2¾�»	¼2Ä�À2¼	Ò2¾�¸�Ç�ÄzÈ+4NÂ�Ã	Ç6�	¼	¼fÄzºU¾�¾,¸�»2¾}À2Ã2¾}Ë
Ó�ÄRÆ�Ãt·�Ò2¾�Ã	¼	¿¦Ì2ÄUÌ2¾�»	¼2Ä�À2Â {F} = F (x)−〈F 〉 Ø �cÂ�Ã	Ç6�	¼	¿ θ Ð�·�»t·�Ç	º�¾�»	¼	Æ�Â�¾�ºfÄzº�Ç'ÎtÄzÃ2¾�Ã	¼2¾Y¸�Ç�Äz»2Ä�¸�º�¼Äzº©¾�¾N¸�»2¾}À2Ã2¾�Ó�Ä=Æ�Ãt·�Ò2¾�Ã	¼	¿�Ý

θ′′ = V − 〈V 〉, 〈θ〉 = 0.

H�·�Ì	¼	Ï¦¾�¹ÁÂ�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼2¾ �9D'�a½!½�¼'Àt¾h¸�¼2¸�º�¾�¹5Õ ¸�Ç'·�Î2¿'»	Ã	Õ7Ð¢Â�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼	È � Æ�Àt¾�¸�Ú�¼o½!À�·�Î2Ú�Ã2¾�È	Ï¦¾�¹
Ì	»	¼2¹,¾�Ã	¿'ÙRº�¸�¿jÄ�Þ�ÄzÆ�Ãt·�Ò2¾�Ã	¼	¿

σ = iω � x = x1 Ñ z = αx2
�

σΦ1 + νc

(
∂2Φ1

∂x2
+ α2 ∂

2Φ1

∂z2

)
+ αV

∂Φ1

∂z
+ V (x)

∂Φ2

∂x
= −∂P

∂x
,

� J��

σΦ2 + νc

(
∂2Φ2

∂x2
+ α2 ∂

2Φ2

∂z2

)
+ 2αV

∂Φ2

∂z
= −α ∂P

∂z
,

�9�'�

∂Φ1

∂x
+ α

∂Φ2

∂z
= 0, 〈Φ2〉 = 0,

2π∫

0

Φ1 dz = 0.
���'�

bN¾�¼	Æ�½�¾�¸�º�Ã	ÕY¾jÌ2Ä�Ît¾Ö¸�Ç�Äz»2Ä�¸�º�¼
Φ
¼ÁÀ�·�½zÎt¾�Ã	¼2¾

P (x, z)
ÞzÂ�Àt¾�¹`»t·�Æ�ÕY¸�Ç	¼	½#·�º�Ú_½ß½�¼'Àt¾×»#¿�ÀtÄz½ßÌ2Ä

¸�º�¾�Ì2¾�Ã	¿	¹PÌt·�»t·z¹,¾�º�»t·
α
Ý

Φ =
∞∑

k=0

Φ
kαk, P =

∞∑

k=0

P kαk.
���K�

Q�Ä�Þ�¸�º�½�¾�Ã	Ã	ÕY¾=Æ�Ãt·�Ò2¾�Ã	¼	¿
σ
¼ÔÇ	»	¼	º�¼	Ò2¾�¸�Ç�Ä�¾=Æ�Ãt·�Ò2¾�Ã	¼2¾=½�¿'Æ�Ç�Ä�¸�º�¼

νc
ºz·�Ç	Å!¾�Ì	»2¾}Àt¸�ºz·�½�¼2¹ ½×½�¼'Àt¾

»#¿�ÀtÄz½

σ(α) =

∞∑

k=0

σkα
k, νc = ν∗ +

∞∑

k=1

νkα
k.

���'�

X ¸}Î2Â�Òt·z¾×Î2¼	Ã2¾�·�»	¼	Æ�Äz½#·�Ã	Ã2ÄzÓ�ÄÊÄzÌ2¾�»t·�º�Äz»t·_bf·�½�Ú�¾ÖÛ Q�º�ÄzÇ�¸�·ßÎ2¼	Ã2¾�È	Ãt·�¿ ¸�ÄzÌ	»#¿'Å!¾�Ã	Ãt·�¿ Æ�·�Ë
À�·�Òt·E�9D'�o¿'½zÎ2¿	¾�º�¸�¿ Þ�Ä�Ît¾�¾�½�Õ1»2Ä�Å¦Àt¾�Ã	Ã2ÄzÈgÌ2ÄÊ¸�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼	Ù ¸�Î2¼	Ã2¾�È	Ã2ÄzÈg¸�Ì2¾�Ç	º�»t·�Î2Ú�Ã2ÄzÈ �98'�©Û
Ã2¾�¸�Ç�Ä�Î2Ú�Ç�Ä Ì2¾�»	½�Õ7Ð Ò'Ît¾�Ã2Äz½Z·z¸�¼2¹5Ì	º�Äzº�¼	Ç	¼ Ä�Þz»t·�
�·�ÙRº�¸�¿ ½IÃ	Â�Î2Ú Ø àNÄ�Àt¸�ºz·�½�¼	½Z»t·�Æ�ÎtÄ�Å!¾�Ã	¼	¿
���K�������'��½c¸�¼2¸�º�¾�¹5ÂL� J��������'��¼=»t·z¸�¸�¹,Äzº�»2¾�½cÂ�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼	¿=Ì	»	¼

k = 0
¼
k = 1 Ñ Ã2¾�¸}ÎtÄ�Å�Ã2ÄcÂ'Þ�¾}À2¼	º�Ú�¸�¿ ÑÒ	º�Ä�½�Õ1Ì2Ä�Î2Ã	¿'ÙRº�¸�¿Ö»t·�½�¾�Ã2¸�º�½#·

P0 = Φ0
2 = Φ1

2 = 0, Φ0
1 = e−im z, Φ1

1 = Φ1
1(z), σ0 = 0, σ1 = im 〈V 〉.

KfÎ2¿¢À�·�½zÎt¾�Ã	¼	¿
P 1 Ì2Ä�Î2Â�Òt·z¾�¹Ê½�Õ1»t·�Å!¾�Ã	¼2¾

P 1 = q∗1(x)
dΦ0

1

dz
+
〈
P 1
〉
, q∗1 = −a0(θ), a0(θ) =

dθ

dx
.

��	'�

X7¸�Ù7À2Â¦½hÀ�·�Î2Ú�Ã2¾�È	Ï¦¾�¹�Ò2¾�»2¾�Æ
a∗k
¼
q∗k
Ä�Þ�ÄzÆ�Ãt·�Òt·�ÙRº�¸�¿ 4NÂ�Ã	Ç6�	¼	¼ Ñ Ò2¾�»2¾�ÆYÇ�Äzº�Äz»	ÕY¾Y½�Õ1»t·�Å¦·�ÙRºzË¸�¿�Ç�Ä G 4 4N¼6�	¼2¾�Ã	º�ÕÍ¸�Ç�Äz»2Ä�¸�º�¼

Φ
k ¼¦À�·�½zÎt¾�Ã	¼	¿ P k Î2¼	Ã2¾�È	Ã2ÄzÈo¸�ÄzÌ	»#¿'Å!¾�Ã	Ã2ÄzÈoÆ�·�À�·�Ò	¼ Ñ · ak

¼
qk
Û

G º�ÄN¸�Ä�Äzº�½�¾�º�¸�º�½�Â�Ù-
!¼2¾YÇ�Ä G 4 4N¼6�	¼2¾�Ã	º�ÕP¸�Ç�Äz»2Ä�¸�º�¼ ϕk
¼¦À�·�½zÎt¾�Ã	¼	¿

Qk
Î2¼	Ã2¾�È	Ã2ÄzÈ©¸�Ì2¾�Ç	º�»t·�Î2Ú�Ã2ÄzÈ

Æ�·�À�·�Ò	¼ Ñ Ãt·�È'Àt¾�Ã	Ã	ÕY¾f½Q> J�A Ø
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X > J�A�Ì2ÄzÇ'·�Æ�·�Ã2Ä Ñ Ò	º�Ä�Ç�Ä G 4 4N¼6�	¼2¾�Ã	º�Õ »t·�Æ�ÎtÄ�Å!¾�Ã	¼	È�Ì2Ä�¸�º�¾�Ì2¾�Ã	¿	¹ α ¸�Ä�Þ�¸�º�½�¾�Ã	Ã	Õ7ÐL4NÂ�Ã	Ç6�	¼	ÈÎ2¼	Ã2¾�È	Ã2ÄzÈ�¸�Ì2¾�Ç	º�»t·�Î2Ú�Ã2ÄzÈjÆ�·�À�·�Ò	¼j¼2¹,¾�ÙRº©¸}Ît¾}À2Â�Ù-
!Â�Ù ¸�º�»	Â�Ç	º�Â�»	ÂCÝ

ϕk1 = − 1

νk∗

dkϕ0
1

dzk
I(ak−1(θ))−

νk−1

ν∗
ϕ1
1,

Qk =
1

νk−1
∗

dkϕ0
1

dzk
qk(θ)−

νk−2

ν∗

{
Q2
}
,

ϕk2 =
1

νk+1
∗

dkϕ0
1

dzk
ak(θ)−

νk
ν∗
ϕ0
2,

Ó�Àt¾
ak Ñ qk ½�Õ1»t·�Å¦·�ÙRº�¸�¿�Ò2¾�»2¾�Æ aj Ñ qj Ì	»	¼ j 6 k − 1 Ø QaÎ�·�Ó�·z¾�¹,Ä�¾ Ñ ¸�Ä�Àt¾�»#Å¦·�
¦¾�¾ νk−2

½o½�Õ1»t·�Ë
Å!¾�Ã	¼	¼jÇ�Ä G 4 4N¼6�	¼2¾�Ã	º�Äz½�À�·�½zÎt¾�Ã	¼	¿ Qk Ñ Ì2Ä�¿'½zÎ2¿	¾�º�¸�¿jÌ	»	¼ÖÒ2¾�º�Ã	Õ7Ð k > 4 ØGNÄ G 4 4N¼6�	¼2¾�Ã	º�Õ »t·�Æ�ÎtÄ�Å!¾�Ã	¼	¿Ô¸�Ä�Þ�¸�º�½�¾�Ã	Ã	Õ7ÐÖÆ�Ãt·�Ò2¾�Ã	¼	ÈjÎ2¼	Ã2¾�È	Ã2ÄzÈÔ¸�Ì2¾�Ç	º�»t·�Î2Ú�Ã2ÄzÈ�Æ�·�À�·�Ò	¼j¼
Ç	»	¼	º�¼	Ò2¾�¸�Ç�ÄzÓ�Ä©Æ�Ãt·�Ò2¾�Ã	¼	¿Ö½�¿'Æ�Ç�Ä�¸�º�¼jÌ	»	¼ÖÒ2¾�º�Ã	Õ7Ð

k
¼2¹,¾�ÙRº=½�¼'À > JKA

σk = 0, νk−2 =
(im)k−2

2νk−1
∗

〈
θ′ak−2(θ)

〉
,

�����'�

·!Ì	»	¼ÖÃ2¾�Ò2¾�º�Ã	Õ7Ð
k

σk = −(−im)k

νk−1
∗

〈
θ′ak−2

〉
, νk−2 = 0.

���K���

HtÀt¾�¸�Ú
m 6= 0

Û ½�Ä�Î2Ã2Äz½�Ä�¾NÒ	¼2¸}ÎtÄ ØàNÄ�¸}Ît¾�Ì2Ä�Àt¸�ºz·�Ã2Äz½�Ç	¼©»t·�Æ�ÎtÄ�Å!¾�Ã	¼	ÈP���K��� ���'��½hÂ�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼	¿C� J���� ���'��¼¦Ì	»	¼	»t·�½�Ã	¼	½#·�Ã	¼	¿¦Ç�Ä G 4 4N¼'Ë
�	¼2¾�Ã	º�Äz½oÌ	»	¼

αk
Ì	»	¼'Ð#Ä�À2¼2¹ Ç�¸�¼2¸�º�¾�¹,¾fÀ	Î2¿ÖÃt·�Ð#Ä�Å¦Àt¾�Ã	¼	¿

k
Ë£Ó�Ä©Ò'Ît¾�Ãt·o·z¸�¼2¹5Ì	º�Äzº�¼	Ç	¼�Î2¼	Ã2¾�È	Ã2ÄzÈ

¸�ÄzÌ	»#¿'Å!¾�Ã	Ã2ÄzÈ�Æ�·�À�·�Ò	¼jÌ	»	¼
k > 2

Ý

ν∗
∂2Φk1
∂x2

= −∂P
k

∂x
− σ1Φ

k−1
1 − V (x)

∂Φk−1
1

∂z
− σkΦ

0
1(z)− V (x)

∂Φk2
∂x

− ν∗
∂2Φk−2

1

∂z2
− νk−2

d2Φ0
1

dz2
−

k−3∑

j=2

νj
∂2Φk−j1

∂x2
−

k−3∑

j=3

σjΦ
k−j
1 −

k−5∑

j=2

νj
∂2Φk−j−2

1

∂z2
,

���&8'�

ν∗
∂2Φk2
∂x2

= −∂P
k−1

∂z
− σ1Φ

k−1
2 − 2V (x)

∂Φk−1
2

∂z
− ν∗

∂2Φk−2
2

∂z2

−
k−2∑

j=2

νj
∂2Φk−j2

∂x2
−

k−2∑

j=3

σjΦ
k−j
2 −

k−4∑

j=2

νj
∂2Φk−2−j

2

∂z2
,

���&D'�

∂Φk1
∂x

+
∂Φk−1

2

∂z
= 0,

〈
Φk2
〉
= 0,

2π∫

0

Φk1 dz = 0.
���/J��

àh»2¾}À2Ì2Ä�Î�·�Ó�·z¾�º�¸�¿ Ñ Ò	º�ÄU¸�Â'¹,¹5¼	»2Äz½#·�Ã	¼2¾�Ì	»2Äz¼2¸�Ð#Ä�À2¼	ºNÌ2ÄUº�¾�¹ÖÆ�Ãt·�Ò2¾�Ã	¼	¿	¹ j Ñ À	Î2¿cÇ�Äzº�Äz»	Õ7Ðc½�¾�»�Ð'Ã	¿'¿Ó�»t·�Ã	¼6�t·�¸�Â'¹,¹5Õ Ã2¾f¹,¾�Ã	Ú�Ï¦¾NÃ	¼	Å�Ã2¾�È Ø��Â�Àt¾�¹ »t·�Æ�ÕY¸�Ç	¼	½#·�º�ÚÖ»2¾�Ï¦¾�Ã	¼	¿Ô¸�¼2¸�º�¾�¹5Õ ���&8'��� ���/J�� Ñ Ì2¾�»	¼2Ä�À2¼	Ò2¾�¸�Ç	¼2¾=Ì2Ä x ¼ÔÌ2Ä z ¸!Ì2¾�»	¼2Ä�ËÀtÄ�¹
2π Ø Oa¸}ÎtÄz½�¼2¾�¹Ô»t·�Æ�»2¾�Ï!¼2¹,Ä�¸�º�¼=Â�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼	ÈL���&8'��¼C���&D'��¿'½zÎ2¿	¾�º�¸�¿¦»t·�½�¾�Ã2¸�º�½�ÄhÃ	Â�Î2Ù ¸�»2¾}À2Ã2¾�Ó�ÄÌ	»t·�½�ÄzÈÖÒt·z¸�º�¼ÖÌ2Ä�Ì2¾�»2¾�¹,¾�Ã	Ã2ÄzÈ

x Ø TR¸�»2¾}À2Ã2¾�Ã	Ã2Ä�¾cÂ�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼2¾ ���&8'��¼2¹,¾�¾�º=½�¼'À

k∑

j=1

σj
〈
Φk−j1

〉
+ 〈V 〉 d

〈
Φk−1
1

〉

dz
+

〈
θ′′
(
∂Φk−1

1

∂z
+
∂Φk2
∂x

)〉
−

k−2∑

j=0

νj
d2

dz2
〈
Φk−2−j
1

〉
= 0.

���&�'�
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Q�»2¾}À2Ã2¾�¾NÀ�·�½zÎt¾�Ã	¼	¿×Ãt·�Ð#Ä�À2¼2¹P¼	ÆfÂ�¸}ÎtÄz½�¼	¿×»t·�Æ�»2¾�Ï!¼2¹,Ä�¸�º�¼jÂ�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼	¿7���&D'�}Ý

d

dz

〈
P k−1

〉
= −2

〈
V (x)

∂Φk−1
2

∂z

〉
.

��� �'�

àh»	¼	½�¾}Àt¾�¹Ê¸�Ð#¾�¹5Â©Ãt·�Ð#Ä�Å¦Àt¾�Ã	¼	¿
k
Ë£Ó�ÄcÒ'Ît¾�Ãt·¦·z¸�¼2¹5Ì	º�Äzº�¼	Ç	¼ Ø àhÂ�¸�º�Ú Φk−1

2

¼	Æ�½�¾�¸�º�Ã2Ä Ø S�ÄzÓ�À�·!¼	ÆÂ�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼	¿×Ã2¾�»t·�Æ�»	Õ1½�Ã2Ä�¸�º�¼ ���/J���Ãt·�Ð#Ä�À2¼2¹
Φk1
Ý

Φk1 = −I
(
∂Φk−1

2

∂z

)
+
〈
Φk1
〉
.

��� �K�

H�·�º�¾�¹Í¼	ÆcÂ�¸}ÎtÄz½�¼	¿j»t·�Æ�»2¾�Ï!¼2¹,Ä�¸�º�¼ÔÂ�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼	¿M���&D'�1Ãt·�Ð#Ä�À2¼2¹ ¸�»2¾}À2Ã2¾�¾cÀ�·�½zÎt¾�Ã	¼	¿ 〈P k−1〉 Ñ ·�¼	ÆÂ�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼	¿ ���&D'�7Û
Φk2 Ø

K¦·�Ît¾�¾!¼	ÆcÂ�¸}ÎtÄz½�¼	¿�»t·�Æ�»2¾�Ï!¼2¹,Ä�¸�º�¼�Â�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼	¿M���&8'�1Ãt·�Ð#Ä�À2¼2¹
σk+2 Ñ νk¼ 〈Φk−1

1 〉 Ø bf·�Ç�ÄzÃ2¾/� Ñ ¼	ÆfÂ�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼	¿ ���&8'��Ãt·�Ð#Ä�À2¼2¹ P k Ø K¦·�Ît¾�¾NÌ	»2Ä��2¾�¸�¸fÌ2Äz½�º�Äz»#¿	¾�º�¸�¿ Øàh»2Ä�ÀtÄ�Î2Å�¼2¹ Ãt·�Ð#Ä�Å¦Àt¾�Ã	¼2¾�Ì2¾�»	½�Õ7ÐÔÒ'Ît¾�Ã2Äz½j·z¸�¼2¹5Ì	º�Äzº�¼	Ç	¼ Ø àhÂ�¸�º�Ú k = 2 Ø S\·�Ç�Ç'·�Ç Φ1
2 = 0 Ñº�Ä_¼	ÆjÂ�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼	¿ Ã2¾�»t·�Æ�»	Õ1½�Ã2Ä�¸�º�¼ ���/J���¸}Ît¾}À2Â�¾�º Ñ Ò	º�Ä Φ2

1 = Φ2
1(z) Ø

WhÆ ��� �'��Ì2Ä�Î2Â�Òt·z¾�¹ Ñ Ò	º�Ä
d
dz 〈P 1〉 = 0 Ø S�ÄzÓ�À�· Ñ Ì2Ä�Àt¸�ºz·�½�¼	½o½P���&D'��¼	Æ�½�¾�¸�º�Ã2Ä�¾f½�Õ1»t·�Å!¾�Ã	¼2¾ P 1 ¼	Æ	��	'� Ñ Ì	»	¼'Ð#Ä�À2¼2¹PÇÖÂ�»t·�½�Ã2¾}ËÃ	¼	ÙgÀ	Î2¿¢Ãt·�Ð#Ä�Å¦Àt¾�Ã	¼	¿

Φ2
2

Ý

ν∗
∂2Φ2

2

∂x2
=
d2Φ0

1

dz2
θ′(x).

TUº�¸�Ù7À�·

Φ2
2 =

1

ν∗

d2Φ0
1

dz2
a∗2(θ), a∗2(θ) = I2(a0) = Iθ.

��� �'�

WhÆ¦Â�¸}ÎtÄz½�¼	¿�»t·�Æ�»2¾�Ï!¼2¹,Ä�¸�º�¼�Â�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼	¿ ���&8'�YÃt·�Ð#Ä�À2¼2¹
σ2 = 0 Ñ ν2∗ = 〈(θ′)2〉 Ñ Φ1

1(z) = 0 Ø àNÄ�À	Ë¸�ºz·�½�¼	½©Ãt·�È'Àt¾�Ã	Ã	ÕY¾f½�Õ1»t·�Å!¾�Ã	¼	¿
Φ1
1 Ñ Φ2

1 Ñ Φ2
2

½P���&8'��Ì	»	¼
k = 2 Ñ Ì2Ä�Î2Â�Ò	¼2¹ P 2 Ý

P 2 =
1

ν∗

d2Φ0
1

dz2
q∗2(x) +

〈
P 2
〉
, q∗2 = −I

{
θ′′
∂a∗2
∂x

}
− 〈V 〉a∗2 ≡ q̃∗2 − 〈V 〉a∗2,

��� 	'�

a∗2(θ)
ÄzÌ	»2¾}Àt¾}Ît¾�Ã2Ä=½Q��� �'� Ø K¦·�Ît¾�¾fÞzÂ�Àt¾�¹ÊÌ2Ä�Î2Ú�Æ�Äz½#·�º�Ú�¸�¿�Ä�Þ�ÄzÆ�Ãt·�Ò2¾�Ã	¼2¾�¹ q̃∗n = q∗n + 〈V 〉a∗n Ø¶5·z¸�¸�¹,Äzº�»	¼2¹ ¸�¼2¸�º�¾�¹5Â ���&8'��� ���/J��hÌ	»	¼

k = 3 Ø H�Ãt·�¿ Φ2
2 Ñ
¼	Æ©Â�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼	¿ßÃ2¾�»t·�Æ�»	Õ1½�Ã2Ä�¸�º�¼ÉÌ2Ä

4fÄz»2¹5Â�Ît¾O��� �K�NÃt·�Ð#Ä�À2¼2¹
Φ3
1 Ø
Q`Â�Ò2¾�º�Ä�¹ Â�¸}ÎtÄz½�¼	¿É»t·�Æ�»2¾�Ï!¼2¹,Ä�¸�º�¼ÁÂ�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼2¾F���&D'�fÌ	»	¼	Ã	¼2¹a·z¾�º

½�¼'À

ν∗
∂2Φ3

2

∂x2
= −σ1Φ2

2 − 2

{
V (x)

∂Φ2
2

∂z

}
− ∂{P 2}

∂z
− ν1

∂2Φ2
2

∂x2
.

�98 �'�

àNÄ�¸}Ît¾�Ì2Ä�Àt¸�ºz·�Ã2Äz½�Ç	¼
P 2 ¼	Æ ��� 	'��¼ Φ2

2

¼	Æ ��� �'�C½+�98 �'��¼cÌ	»	¼2¹,¾�Ã2¾�Ã	¼	¿!¼	Ã	º�¾�Ó�»t·�Î2Ú�Ã2ÄzÓ�ÄNÄzÌ2¾�»t·�º�Äz»t·
IÀ2½#·�Å¦À2Õ Ñ ½�Õ7Àt¾}Î2¼2¹Í¸�ºz·�»	Ï!¼2¾NÒ'Ît¾�Ã	Õ Äzº�Ã2Ä�¸�¼	º�¾}Î2Ú�Ã2Ä©Ì	»2Äz¼	Æ�½�Ä�À2Ã	Õ7ÐÖÌ2Ä

z
4NÂ�Ã	Ç6�	¼	¼

Φ0
1

Ý

Φ3
2 =

1

ν2∗

d3Φ0
1

dz3
b∗3(θ)−

σ1
ν∗
I2Φ2

2 −
ν1
ν∗
Φ2
2, b∗3 = −I2

[
2V (x)I2(a0) + q∗2(θ)

]
.

�98����

bf·z¹ÊÌ2ÄzÃt·�ÀtÄ�Þz¼	º�¸�¿jºz·�Ç	Å!¾ 4fÄz»2¹a·!Ì	»2¾}Àt¸�ºz·�½zÎt¾�Ã	¼	¿
Φ3
2 Ñ
½=Ç�Äzº�Äz»2ÄzÈjÂ�Ò	º�¾�Ã2Ä�½�Õ1»t·�Å!¾�Ã	¼2¾

σ1
Ý

Φ3
2 =

1

ν2∗

d3Φ0
1

dz3
a∗3(θ)−

ν1
ν∗
Φ2
2, a∗3(θ) = −I2

[
2θ′′a∗2 − I

{
θ′′
da∗2
dx

}]
.

�98K8'�

X�Õ1Ì	¼	Ï¦¾�¹ Â�¸}ÎtÄz½�¼2¾�»t·�Æ�»2¾�Ï!¼2¹,Ä�¸�º�¼ßÂ�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼	¿ ���&8'� Ø àNÄ�Àt¸�ºz·�½�¼	½j½����&�'�UÌ	»	¼ k = 3
½�Õ1»t·�Ë

Å!¾�Ã	¼2¾
Φ3
2

�98K8'� Ñ Ì	»	¼'Ð#Ä�À2¼2¹PÇÖ»t·�½�¾�Ã2¸�º�½�Â

〈V 〉
(
Φ2
1(z) +

dΦ2
1

dz

)
= −σ3Φ0

1(z) +
1

ν2∗

d3Φ0
1

dz3
〈
θ′(a∗3)

′′
〉
− 2ν1

d2Φ0
1

dz2
.

�98KD'�
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WhÆNÂ�¸}ÎtÄz½�¼	¿Ö»t·�Æ�»2¾�Ï!¼2¹,Ä�¸�º�¼jÂ�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼	¿ �98KD'��Ãt·�Ð#Ä�À2¼2¹

σ3 =
im3

ν2∗

〈
θ′(a∗3)

′′
〉
, ν1 = 0.

�98�J��

OhÞ�¾}À2¼2¹,¸�¿ Ñ Ò	º�Ä σ3 ¼	Æ ���K����¼7�98�J���¸�Äz½�Ìt·�À�·�ÙRº Ñ º Ø ¾ Ø ½�Õ1Ì2Ä�Î2Ã	¿	¾�º�¸�¿Ö»t·�½�¾�Ã2¸�º�½�Ä

−
〈
a0(a

∗
3)

′′
〉
=
〈
a1(a

∗
2)

′′
〉
,

�98K�'�

Ó�Àt¾
a1 = −I{W (θ, θ′)} Ø bf·z¹ÊÌ2ÄzÃt·�ÀtÄ�Þz¼	º�¸�¿�¸}Ît¾}À2Â�Ù-
¦¾�¾hÂ�º�½�¾�»#Å¦Àt¾�Ã	¼2¾ Ø
�jq�[ [Rv � Ä ½�»2ÄzÃ2¸�Ç	¼t·�Ã2¾���B©;����g������/��g$C��0#"���"�/1
�$ - �������f��"���$�		�#"2 2���5/��

`1 

0C��"�� - ���


�������	���×0 -
x
�1 	$	��		�	�

f(x)
*
g(x)

*
h(x)

��0#"���
'�����	�	
���� - "C�� ����

−2〈fgh〉+
〈
fI

{
g
∂h

∂x

}〉
=
〈
W (I{f}, g)h

〉
.

df¾�¹,¹5ÂoÎt¾�Ó�Ç�Ä¦ÀtÄzÇ'·�Æ�·�º�Ú Ñ À2½#·�Å¦À2Õ Ì	»	¼2¹,¾�Ã	¼	½©¼	Ã	º�¾�Ó�»	¼	»2Äz½#·�Ã	¼2¾cÌ2Ä�Òt·z¸�º�¿	¹ ØKfÎ2¿=Ì	»2Äz½�¾�»	Ç	¼×¸�Ä�Äzº�Ã2ÄzÏ¦¾�Ã	¼	¿F�98K�'�,½�Ä�¸�Ì2Ä�Î2Ú�Æ�Â�¾�¹,¸�¿o½�Õ1»t·�Å!¾�Ã	¼2¾�¹
a∗3
�98K8'�5¼oÌ	»	¼2¹,¾�Ã	¼2¹ßÎt¾�¹\Ë

¹5Â¢Ä¦½�»2ÄzÃ2¸�Ç	¼t·�Ã2¾�Ý

−
〈
a0(a

∗
3)

′′
〉
= 2
〈
θ′θ′′a∗2

〉
−
〈
θ′I

{
θ′′
∂a∗2
∂x

}〉
= −

〈
W (θ, θ′′)a∗2

〉
.

àNÄ�¸�½�ÄzÈ2¸�º�½�Â×½�»2ÄzÃ2¸�Ç	¼t·�Ãt·
W (θ, θ′′) = d

dxW (θ, θ′) Ø S�ÄzÓ�À�·

−
〈
d

dx
W (θ, θ′)a∗2

〉
= −

〈
I
{
W (θ, θ′)

} d2a∗2
dx2

〉
=

〈
a1
d2a∗2
dx2

〉
,

¼¦»t·�½�¾�Ã2¸�º�½�Ä �98K�'��ÀtÄzÇ'·�Æ�·�Ã2Ä Ø WhÆ �98�J��\¸}Ît¾}À2Â�¾�º Ñ Ò	º�ÄhÌ	»t·�½#·�¿!Òt·z¸�º�Ú �98KD'��»t·�½�Ãt·RÃ	Â�Î2ÙÍ¼ Φ2
1(z)

Â�ÀtÄ�Ë
½zÎt¾�º�½�Äz»#¿	¾�ºoÄ�À2Ã2Äz»2Ä�À2Ã2Ä�¹5ÂÖÂ�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼	Ù Ø Lhº�Ä�ÞzÕ ¼2¸�Ç'Î2ÙRÒ	¼	º�Ú©º�»	¼	½�¼t·�Î2Ú�Ã	Â�Ù Ã2¾�¾}À2¼	Ã2¸�º�½�¾�Ã	Ã2Ä�¸�º�Ú ÑÌ2Ä�ÎtÄ�Å�¼2¹

Φ2
1(z) = 0 Øbf·�È'Àt¾�¹
P 3 ¼	ÆÖÂ�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼	¿I���&8'�cÌ	»	¼ k = 3 Ø X7Ä�¸�Ì2Ä�Î2Ú�Æ�Äz½#·�½�Ï!¼2¸�Ú_Â�¸}ÎtÄz½�¼2¾�¹l»t·�Æ�»2¾�Ï!¼2¹,Ä�Ë

¸�º�¼7���&�'� Ñ Ì	»	¼	½�¾}Àt¾�¹ÁÀ�·�Ã	Ã2Ä�¾fÂ�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼2¾NÇÖ½�¼'À2Â

−∂P
3

∂x
=

{
V (x)

∂Φ3
2

∂x

}
+ ν∗

∂2Φ3
1

∂x2
.

�98 �'�

àNÄ�Àt¸�ºz·�½�¼	½o½Q�98 �'��¼	Æ�½�¾�¸�º�Ã	ÕY¾
Φ3
2

¼
Φ3
1 Ñ
Ãt·�Ð#Ä�À2¼2¹Pº�»2¾�º�¼	ÈÖÒ'Ît¾�Ã�·z¸�¼2¹5Ì	º�Äzº�¼	Ç	¼jÀ�·�½zÎt¾�Ã	¼	¿

P 3 =
1

ν2∗

d3Φ0
1

dz3
q∗3(x) +

〈
P 3
〉
, q∗3 = −I

{
θ′′
∂a∗3
∂x

}
+ ν2∗a

∗
2 − 〈V 〉a∗3.

�98 �K�

¶5·z¸�¸�¹,Äzº�»	¼2¹ ¸�¼2¸�º�¾�¹5Â ���&8'��� ���/J��RÌ	»	¼
k = 4 Ø H�Ãt·�¿ Φ3

2 Ñ
¼	Æ=Â�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼	¿ßÃ2¾�»t·�Æ�»	Õ1½�Ã2Ä�¸�º�¼ÁÌ2Ä

4fÄz»2¹5Â�Ît¾F��� �K�fÃt·�Ð#Ä�À2¼2¹
Φ4
1 Ø
X7Ä�¸�Ì2Ä�Î2Ú�Æ�Äz½#·�½�Ï!¼2¸�ÚßÂ�¸}ÎtÄz½�¼2¾�¹`»t·�Æ�»2¾�Ï!¼2¹,Ä�¸�º�¼I��� �'�cÌ	»	¼

k = 4 ÑÂ�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼2¾ ���&D'��Ì2¾�»2¾�Ì	¼	Ï¦¾�¹P½�½�¼'Àt¾

ν∗
∂2Φ4

2

∂x2
= −σ1Φ3

2 − 2

{
V (x)

∂Φ3
2

∂z

}
− ∂{P 3}

∂z
− ν∗

∂2Φ2
2

∂z2
− ν2

∂2Φ2
2

∂x2
.

�98 �'�

ORÒ	¼	º�Õ1½#·�¿×Ãt·�È'Àt¾�Ã	Ã	ÕY¾f»t·�Ã2¾�¾N½�Õ1»t·�Å!¾�Ã	¼	¿
Φ2
2 Ñ Φ3

2 Ñ P 3 Ñ Ì2Ä�Î2Â�Òt·z¾�¹

Φ4
2 =

1

ν3∗

d4Φ0
1

dz4
a∗4 −

ν2
ν∗
Φ2
2, a∗4(θ) = −I2

[
2{θ′′a∗3}+ q̃∗3 + ν2∗a

∗
2

]
.

�98 	'�
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àNÄ�Àt¸�ºz·�½�¼	½o½P���&�'��Ì	»	¼
k = 4

½�Õ1»t·�Å!¾�Ã	¼2¾
Φ4
2

�98 	'� Ñ Ì	»	¼'Ð#Ä�À2¼2¹PÇÖ»t·�½�¾�Ã2¸�º�½�Â

〈V 〉
(
Φ3
1(z) +

dΦ3
1

dz

)
= −σ4Φ0

1(z) +
1

ν3∗

d4Φ0
1

dz4
〈
θ′
(
(a∗4)

′′ − ν2∗a
∗
2

)〉
− 2ν2

d2Φ0
1

dz2
.

�9D �'�

WhÆfÂ�¸}ÎtÄz½�¼	¿×»t·�Æ�»2¾�Ï!¼2¹,Ä�¸�º�¼jÂ�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼	¿7�9D �'��Ãt·�Ð#Ä�À2¼2¹

σ4 = 0, ν2 = −m2

2ν3∗

〈
θ′
(
(a∗4)

′′ − ν2∗a
∗
2

)〉
.

�9D����

OhÞ�¾}À2¼2¹,¸�¿ Ñ Ò	º�Ä ν2 ¼	Æ	�����'��¼ �9D����7¸�Äz½�Ìt·�À�·�ÙRº Ñ º Ø ¾ Ø ½�Õ1Ì2Ä�Î2Ã	¿	¾�º�¸�¿j»t·�½�¾�Ã2¸�º�½�Ä
〈
a0(a

∗
4)

′′
〉
− ν2∗

〈
a0a

∗
2

〉
=
〈
a2(a

∗
2)

′′
〉
,

�9DK8'�

Ó�Àt¾
a2 = −I2{W (Ia1, θ

′′)} − 3ν2∗Iθ
> JKA ØKfÎ2¿!Ì	»2Äz½�¾�»	Ç	¼¦»t·�½�¾�Ã2¸�º�½#·2�9DK8'��Ì	»	¼2¹,¾�Ã	¼2¹jÎt¾�¹,¹5Â!ÄU½�»2ÄzÃ2¸�Ç	¼t·�Ã2¾�À2½#·�Å¦À2Õ Ø àNÄ�Àt¸�ºz·�½�¼2¹Ô½UÎt¾}Ë½�Â�ÙgÒt·z¸�º�ÚP�9DK8'��½�Õ1»t·�Å!¾�Ã	¼2¾

a∗4
¼	Æ	�98 	'��¼×½�Ä�¸�Ì2Ä�Î2Ú�Æ�Â�¾�¹,¸�¿ÖÎt¾�¹,¹,ÄzÈ�Ý

〈
a0
(
(a∗4)

′′ − ν2∗a
∗
2

)〉
= −2

〈
θ′{θ′′a∗3}

〉
+
〈
θ′I{θ′′(a∗3)′}

〉
− 3ν2∗

〈
θ′a∗2

〉

=
〈
W (θ, θ′′)a∗3

〉
− 3ν2∗

〈
θ′a∗2

〉
= −

〈
a1(a

∗
3)

′′
〉
− 3ν2∗

〈
θ′a∗2

〉
.

�9DKD'�

bf·¦½�º�Äz»2Ä�¹ÊÏ�·�Ó�¾N½�Ä�¸�Ì2Ä�Î2Ú�Æ�Â�¾�¹,¸�¿j½�Õ1»t·�Å!¾�Ã	¼2¾�¹
a∗3
¼	Æ	�98K8'��¼×½�Ã2Äz½�Ú=Ì	»	¼2¹,¾�Ã	¼2¹ÊÎt¾�¹,¹5ÂCÝ

−
〈
a1(a

∗
3)

′′
〉
− 3ν2∗

〈
θ′a∗2

〉
= 2
〈
a1θ

′′a∗2
〉
−
〈
a1I{θ′′(a∗2)′}

〉
− 3ν2∗

〈
θ′a∗2

〉

= −
〈
W (Ia1, θ

′′)a∗2
〉
− 3ν2∗

〈
θ′a∗2

〉
=
〈
(a2)

′′a∗2
〉
,

Ò	º�ÄN¼�º�»2¾�Þ�Äz½#·�ÎtÄ�¸�ÚNÀtÄzÇ'·�Æ�·�º�Ú Ø H�·z¹,¾�º�¼2¹ Ñ Ò	º�Äh¼	Æ �9DKD'�\½�Õ1º�¾�Ç'·z¾�º!¾/
¦¾7Ä�À2Ã2Äf¸�Ä�Äzº�Ã2ÄzÏ¦¾�Ã	¼2¾U¹,¾�Å¦À2ÂÇ�Ä G 4 4N¼6�	¼2¾�Ã	ºz·z¹5¼ÖÎ2¼	Ã2¾�È	Ã2ÄzÈj¼×Î2¼	Ã2¾�È	Ã2ÄzÈj¸�ÄzÌ	»#¿'Å!¾�Ã	Ã2ÄzÈÔÆ�·�À�·�Ò	¼�Ý
〈
a0(a

∗
4)

′′
〉
+
〈
a1(a

∗
3)

′′
〉
+ 2ν2∗

〈
a0a

∗
2

〉
= 0.

�9D�J��

ORÒ	¼	º�Õ1½#·�¿ �9D���� Ñ ¼	ÆP�9D �'�RÌ2Ä�Î2Â�Òt·z¾�¹ Ñ Ò	º�Ä Φ3
1(z) = 0 Ø KfÎ2¿ÔÒ2¾�º�Ã	Õ7Ðß¼�Ã2¾�Ò2¾�º�Ã	Õ7Ð k ¸�Ä�Äzº�Ã2Ä�ËÏ¦¾�Ã	¼	¿ Ñ ·�Ãt·�ÎtÄzÓ�¼	Ò	Ã	ÕY¾O�9D�J�� Ñ »t·�Æ�Î2¼	Ò	Ã	Õ > ��A Ø àh»	¼2¹,¾�Ã	¼	½jÎt¾�¹,¹5ÂßÄ×½�»2ÄzÃ2¸�Ç	¼t·�Ã2¾ Ñ Ì	»	¼ k = 3, 5, 7Ì	»	¼'Ð#Ä�À2¼2¹ÍÇ×»t·�½�¾�Ã2¸�º�½#·z¹

k−2∑

j=0

〈
aj(a

∗
k−j)

′′
〉
+ 2ν2∗

k−4∑

j=0

〈
aja

∗
k−2−j

〉
+ ν4∗

k−6∑

j=0

〈
I2aja

∗
k−4−j

〉

+
〈θ′a2〉
2ν2∗

k−6∑

j=0

〈
aj+1(a

∗
k−3−j)

′′
〉
= 0,

�9DK�'�

·¦Ì	»	¼
k = 4, 6

¼2¹,¾�¾�¹

k−3∑

j=0

〈
aj(a

∗
k−j)

′′
〉
+ 2ν2∗

k−4∑

j=0

〈
aja

∗
k−2−j

〉
+ ν4∗

k−6∑

j=0

〈
I2aja

∗
k−4−j

〉

+
〈θ′a2〉
2ν2∗

k−5∑

j=0

〈
aj(a

∗
k−2−j)

′′
〉
=

〈θ′a2〉2
4ν4∗

k−6∑

j=0

〈
aj(a

∗
k−4−j)

′′
〉
.

�9D �'�
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@�B�������s�� VXW,q#uÍv6Z�s\[-]Y^�_�^'sY`\s

G Ãt·�Òt·�Î2Â
k + 1

¼	º�¾�»t·��	¼	¼ Ì	»	¼
k 6 7

¼	Æ�½�¾�¸�º�Ã2Ä > ��A Ñ Ò	º�ÄßÇ�Ä G 4 4N¼6�	¼2¾�Ã	º�Õ »t·�Æ�ÎtÄ�Å!¾�Ã	¼	È
¸�Ä�Þ�¸�º�½�¾�Ã	Ã	Õ7ÐQ4NÂ�Ã	Ç6�	¼	È¢Î2¼	Ã2¾�È	Ã2ÄzÈ�¸�ÄzÌ	»#¿'Å!¾�Ã	Ã2ÄzÈ�Æ�·�À�·�Ò	¼j¼2¹,¾�ÙRº©¸}Ît¾}À2Â�Ù-
!Â�Ùg¸�º�»	Â�Ç	º�Â�»	ÂCÝ

Φk1 = − 1

νk−2
∗

dkΦ0
1

dzk
I(a∗k−1)−

νk−3

ν∗
Φ3
1,

�9D �K�

Φk2 =
1

νk−1
∗

dkΦ0
1

dzk
a∗k −

νk−2

ν∗
Φ2
2,

�9D �'�

P k =
1

νk−1
∗

dkΦ0
1

dzk
q∗k −

νk−2

ν∗

{
P 2
}
+
〈
P k
〉
,

�9D 	'�

Ó�Àt¾
a∗k Ñ q∗k

½�Õ1»t·�Å¦·�ÙRº�¸�¿oÒ2¾�»2¾�Æ
a∗j Ñ q∗j

Ì	»	¼
j 6 k−1 Ø QaÎ�·�Ó�·z¾�¹,Ä�¾ Ñ ¸�Ä�Àt¾�»#Å¦·�
¦¾�¾ νk−2

½f½�Õ1»t·�Å!¾}Ë
Ã	¼	¼ÖÇ�Ä G 4 4N¼6�	¼2¾�Ã	º�Äz½�À�·�½zÎt¾�Ã	¼	¿ P k Ñ Ì2Ä�¿'½zÎ2¿	¾�º�¸�¿ÖÌ	»	¼ÖÒ2¾�º�Ã	Õ7Ð k Ñ Â�ÀtÄz½zÎt¾�º�½�Äz»#¿'Ù-
!¼'Ð×Â�¸}ÎtÄz½�¼	Ù
k > 4 Ø�7Ä�Ît¾�¾NÌ2Ä�À2»2Ä�ÞzÃ	ÕY¾f½�Õ1»t·�Å!¾�Ã	¼	¿�¸�Ä�Þ�¸�º�½�¾�Ã	Ã	Õ7ÐQ4NÂ�Ã	Ç6�	¼	È×¼2¹,¾�ÙRº=½�¼'À

Φk1 = − 1

νk−2
∗

dkΦ0
1

dzk
I(b∗k−1)−

νk−4

ν∗
Φ4
1

−
k−3∑

j=3

σj
ν∗
I2
(
Φk−j1

)
−

k−3∑

j=2

νj
ν∗
Φk−j1 −

k−6∑

j=2

νj
ν∗
I2

(
∂2Φk−2−j

1

∂z2

)
,

� J �'�

Φk2 =
1

νk−1
∗

dkΦ0
1

dzk
b∗k −

νk−3

ν∗
Φ3
2

−
k−2∑

j=2

νj
ν∗
Φk−j2 −

k−2∑

j=3

σj
ν∗
I2
(
Φk−j2

)
−

k−5∑

j=2

νj
ν∗
I2

(
∂2Φk−2−j

2

∂z2

)
,

� J#���

Ó�Àt¾
b∗k = −I2

[
2{θ′′a∗k−1}+ q̃∗k−1 + ν2∗a

∗
k−2

]
, q∗k = q̃∗k − 〈V 〉a∗k,

� J8'�

q̃∗k = −I
{
θ′′
(
da∗k
dx

− ν2∗I(a
∗
k−2)

)}
+ ν4∗I

2(a∗k−3) + ν2∗b
∗
k−1 −

〈θ′ak−4〉
2

(
I{θ′′Ia∗2}+ a∗3

)
.
� JD'�

àNÄ�¸}Ît¾}À2Ã2¾�¾c¸}Î�·�Ó�·z¾�¹,Ä�¾f½P� JD'��Ì	»	¼2¸�Â�º�¸�º�½�Â�¾�º©º�Ä�Î2Ú�Ç�Ä=Ì	»	¼ÖÒ2¾�º�Ã	Õ7Ð
k ØS\·�Ç=Ç'·�Ç=Ì	»	¼

k 6 7
¼	Æ�½�¾�¸�º�Ã2Ä Ñ Ò	º�Ä 〈Φ1

1〉 = . . . = 〈Φk−2
1 〉 = 0 Ñ º�ÄhÂ�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼2¾ ���&�'��Ì	»	¼	Ã	¼2¹a·z¾�º½�¼'À

〈V 〉
(〈
Φk−1
1

〉
+

d

dz

〈
Φk−1
1

〉)
= −σkΦ0

1(z)−
〈
θ′′(x)

(
∂Φk2
∂x

+
∂Φk−1

1

∂z

)〉
− νk−2

d2Φ0
1

dz2
.
� JKJ��

Oa¸}ÎtÄz½�¼2¾�¹ »t·�Æ�»2¾�Ï!¼2¹,Ä�¸�º�¼ÉÂ�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼	¿ � JKJ��h¿'½zÎ2¿	¾�º�¸�¿_Äz»	º�ÄzÓ�ÄzÃt·�Î2Ú�Ã2Ä�¸�º�ÚÔÌ	»t·�½�ÄzÈ_Òt·z¸�º�¼_»2¾�Ï¦¾}Ë
Ã	¼	Ù Ä�À2Ã2Äz»2Ä�À2Ã2ÄzÓ�Ä¢¸�ÄzÌ	»#¿'Å!¾�Ã	Ã2ÄzÓ�Ä©Â�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼	¿ ØàhÂ�¸�º�Ú

k
Ò2¾�º�Ã2Ä�¾ Ø S�ÄzÓ�À�·j¼	Æ=Â�¸}ÎtÄz½�¼	¿_»t·�Æ�»2¾�Ï!¼2¹,Ä�¸�º�¼ Ñ Äzº�Àt¾}Î2¿'¿_½�¾/
¦¾�¸�º�½�¾�Ã	Ã	Â�ÙZ¼É¹5Ã	¼2¹5Â�Ù

Òt·z¸�º�¼ Ñ Ãt·�Ð#Ä�À2¼2¹

σk = 0, νk−2 =
(im)k−2

νk−1
∗

[〈
θ′(a∗k)

′′
〉
− ν2∗

〈
θ′a∗k−2

〉
+

1

2

〈
θ′ak−4

〉〈
θ′a∗2

〉]
.

� J�'�
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Q�»t·�½�Ã	¼	½#·�¿ � J�'�!¸������'�c¼ÊÂ�Ò	¼	º�Õ1½#·�¿ Ñ Ò	º�Ä�¸�Ä�Þ�¸�º�½�¾�Ã	Ã	ÕY¾ÖÆ�Ãt·�Ò2¾�Ã	¼	¿Ê¼ÊÇ	»	¼	º�¼	Ò2¾�¸�Ç�Ä�¾jÆ�Ãt·�Ò2¾�Ã	¼2¾½�¿'Æ�Ç�Ä�¸�º�¼×½cÎ2¼	Ã2¾�È	Ã2ÄzÈÖ¸�Ì2¾�Ç	º�»t·�Î2Ú�Ã2ÄzÈ×¼©Î2¼	Ã2¾�È	Ã2ÄzÈÖ¸�ÄzÌ	»#¿'Å!¾�Ã	Ã2ÄzÈÖÆ�·�À�·�Ò2¾N¸�Äz½�Ìt·�À�·�ÙRº Ñ Ì2Ä�Î2Â�Ò	¼2¹¸�½�¿'Æ�Ú=¹,¾�Å¦À2Â©Ç�Ä G 4 4N¼6�	¼2¾�Ã	ºz·z¹5¼×Î2¼	Ã2¾�È	Ã2ÄzÈ×¼oÎ2¼	Ã2¾�È	Ã2ÄzÈÖ¸�ÄzÌ	»#¿'Å!¾�Ã	Ã2ÄzÈjÆ�·�À�·�Ò	¼×Ì	»	¼×Ò2¾�º�Ã	Õ7Ð k Ý

〈
θ′(a∗k)

′′
〉
− ν2∗

〈
θ′a∗k−2

〉
+

1

2

〈
θ′ak−4

〉〈
θ′a∗2

〉
=
〈
θ′ak−2

〉
.

� J �'�

àh»	¼ÖÃ2¾�Ò2¾�º�Ã	Õ7Ð
k
½�¹,¾�¸�º�ÄQ� J�'��Ì	»	¼'Ð#Ä�À2¼2¹PÇÖ»t·�½�¾�Ã2¸�º�½#·z¹

νk−2 = 0, σk =
(−im)k

νk−1
∗

[〈
θ′(a∗k)

′′
〉
− ν2∗

〈
θ′a∗k−2

〉]
,

� J �K�

·¦¼	Æ ���K����¼7� J �K��½�¹,¾�¸�º�ÄP� J �'��Ì2Ä�Î2Â�Ò	¼2¹P¸�Ä�Äzº�Ã2ÄzÏ¦¾�Ã	¼	¿
〈
θ′(a∗k)

′′
〉
− ν2∗

〈
θ′a∗k−2

〉
= −

〈
θ′ak−2

〉
.

� J �'�

S\·�ÇjÇ'·�ÇÖÌ	»t·�½#·�¿×Òt·z¸�º�ÚP� JKJ���»t·�½�Ãt·¦Ã	Â�Î2Ù Ñ º�Ä 〈Φk−1
1 〉 = 0 ØH�·z¹,¾�º�¼2¹ Ñ Ò	º�Ä�Ît¾�½�ÕY¾fÒt·z¸�º�¼�»t·�½�¾�Ã2¸�º�½F� J �'�1¼7� J �'�Y¹,Ä�Å�Ã2Ä©Ì	»2¾�Ä�Þz»t·�Æ�Äz½#·�º�Ú¢½©Ì	»t·�½�ÕY¾ Ñ ¾�¸}Î2¼Ì	»	¼2¹,¾�Ã	¼	º�ÚhÎt¾�¹,¹5ÂcÄU½�»2ÄzÃ2¸�Ç	¼t·�Ã2¾

k−2
»t·�Æ�· Ø àh»	¼ G º�Ä�¹�½RÇ'·�Ò2¾�¸�º�½�¾7Ì	»2Ä�¹,¾�Å�Â�º�ÄzÒ	Ã	Õ7Ð!»2¾�Æ�Â�Î2Ú�ºz·�Ëº�Äz½=Ì	»	¼

k 6 7
Ì	»	¼'Ð#Ä�À2¼2¹ÍÇj¸�Ä�Äzº�Ã2ÄzÏ¦¾�Ã	¼	¿	¹Í¹,¾�Å¦À2Â¢Ç�Ä G 4 4N¼6�	¼2¾�Ã	ºz·z¹5¼ÖÎ2¼	Ã2¾�È	Ã2ÄzÈj¼×Î2¼	Ã2¾�È	Ã2ÄzÈ

¸�ÄzÌ	»#¿'Å!¾�Ã	Ã2ÄzÈ�Æ�·�À�·�Ò	¼M�9DK�'��¼ �9D �'� Øàh»2¾}À2Ì2Ä�ÎtÄ�Å�¼2¹ Ñ Ò	º�ÄH4fÄz»2¹5Â�Î2Õ �9D �K��� � JD'� Ñ � J�'� Ñ � J �K�Y¸�Ì	»t·�½�¾}À	Î2¼	½�ÕlÌ	»	¼
n = k Ø K!ÄzÇ'·�Å!¾�¹ ÑÒ	º�ÄRÄzÃ	¼¦½�Õ1Ì2Ä�Î2Ã	¿'ÙRº�¸�¿cÀ	Î2¿

n = k+1 Ø KfÎ2¿cÃt·�Ð#Ä�Å¦Àt¾�Ã	¼	¿ Φk+1
1

½�Ä�¸�Ì2Ä�Î2Ú�Æ�Â�¾�¹,¸�¿L��� �K� Ø TUÒ2¾�½�¼'À2Ã2Ä Ñ
Φk+1
1

Ãt·�Ð#Ä�À2¼	º�¸�¿ÖÌ2Ä 4fÄz»2¹5Â�Î�·z¹E� J �'� Ñ � J8'��� � JD'� Ñ ¾�¸}Î2¼Ö½=Ã	¼'Ð k Æ�·z¹,¾�Ã	¼	º�Ú©Ãt· k + 1 ØKfÎ2¿ Ãt·�Ð#Ä�Å¦Àt¾�Ã	¼	¿
Φk+1
2

¸�Ó�»	Â�Ì	Ì	¼	»	Â�¾�¹ ¸}Î�·�Ó�·z¾�¹5ÕY¾�½ÁÌ	»t·�½�ÄzÈ Òt·z¸�º�¼ ���&D'� Ñ Æ�·z¹,¾�Ã	¼	½ k Ãt·
k + 1 Ñ ¼jÌ	»2¾�Ä�Þz»t·�Æ�Â�¾�¹Í¼'Ð×Ì2Ä=Äzº�Àt¾}Î2Ú�Ã2Ä�¸�º�¼ Ø Q Â�Ò2¾�º�Ä�¹Ê½�Õ1»t·�Å!¾�Ã	¼	¿Ô¸�»2¾}À2Ã2¾�Ó�Ä�À�·�½zÎt¾�Ã	¼	¿M��� �'��¼Â�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼	¿ �98 �'��À	Î2¿×Ãt·�Ð#Ä�Å¦Àt¾�Ã	¼	¿

Φ3
2

Ì2Ä�Î2Â�Ò	¼2¹

σ1Φ
k−1
2 + 2V (x)

∂Φk−1
2

∂z
+
∂P k−1

∂z
= 2

{
θ′′
∂Φk−1

2

∂z

}
+ 〈V 〉 ∂Φ

k−1
2

∂z
+
∂{P k−1}

∂z

=
1

νk−2
∗

dkΦ0
1

dzk
[
2{θ′′a∗k−1}+ q̃∗k−1

]
+ νk−2

∂2Φ3
2

∂x2
.

� J 	'�

X7Ä�¸�Ì2Ä�Î2Ú�Æ�Äz½#·�½�Ï!¼2¸�Úo½�Õ1»t·�Å!¾�Ã	¼2¾�¹
Φk−1
2 Ñ ¼	Æ	���&D'��¼7� J 	'��½�Õ1½�Ä�À2¼2¹

∂2Φk+1
2

∂x2
=

1

νk∗

dk+1Φ0
1

dzk+1

[
− 2{θ′′a∗k} − q̃∗k − ν2∗a

∗
k−1

]
− νk−2

ν∗

∂2Φ3
2

∂x2

−
k−1∑

j=2

νj
ν∗

∂2Φk+1−j
2

∂x2
−

k−1∑

j=3

σj
ν∗
Φk+1−j
2 −

k−4∑

j=2

νj
ν∗

∂2Φk−1−j
2

∂z2
,

�9� �'�

Äzº�¸�Ù7À�·�Ãt·�Ð#Ä�À2¼2¹
Φk+1
2

Ì2Ä 4fÄz»2¹5Â�Î�·z¹E� J#����� � JD'� � Æ�·z¹,¾�Ã2ÄzÈ
k
Ãt·

k + 1
� ØTR¸�»2¾}À2Ã2¾�Ã	Ã2Ä�¾=Â�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼2¾Q���&D'�RÌ	»	¼

αk+1 ¼2¹,¾�¾�ºÖ½�¼'À � JKJ�� Ñ ¾�¸}Î2¼ k Æ�·z¹,¾�Ã	¼	º�ÚÖÃt· k + 1 Ø WhÆÂ�¸}ÎtÄz½�¼	¿É»t·�Æ�»2¾�Ï!¼2¹,Ä�¸�º�¼ G º�ÄzÓ�ÄjÂ�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼	¿ÉÃt·�Ð#Ä�À2¼2¹ νk−1
¼
σk+1 Ø àNÄ�Î2Â�Ò	¼2¹ 4fÄz»2¹5Â�Î2Õ � J�'� Ñ� J �K�7¸hÂ�Ò2¾�º�Ä�¹ÊÂ�Ç'·�Æ�·�Ã	Ã2ÄzÈjÆ�·z¹,¾�Ã	Õ Ø S�ÄzÓ�À�· 〈Φk1〉 = 0 ØQ Â�Ò2¾�º�Ä�¹ Ãt·�È'Àt¾�Ã	Ã	Õ7Ð

νk−1
¼
σk+1 Ñ ·×ºz·�Ç	Å!¾ Φk−1

1

¼
Φk+1
1 Ñ Æ�·z¹,¾�Ã	¼	½�½M���&8'� k Ãt· k + 1 ÑÌ	»	¼'Ð#Ä�À2¼2¹ÍÇ×Â�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼	ÙgÀ	Î2¿×Ãt·�Ð#Ä�Å¦Àt¾�Ã	¼	¿×À�·�½zÎt¾�Ã	¼	¿�Ý

−∂P
k+1

∂x
=

{
θ′′
(
∂Φk+1

2

∂x
+
∂Φk1
∂z

)}
+ 〈V 〉∂Φ

k+1
2

∂x

− 1

νk−4
∗

dk+1Φ0
1

dzk+1
I(a∗k−2)−

1

νk−2
∗

dk+1Φ0
1

dzk+1

db∗k
dx

− νk−3
∂2Φ4

1

∂x2
.

�9�����
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X7Ä�¸�Ì2Ä�Î2Ú�Æ�Äz½#·�½�Ï!¼2¸�Ú©¼	Æ�½�¾�¸�º�Ã	ÕY¹5¼Ö½�Õ1»t·�Å!¾�Ã	¼	¿	¹5¼
Φk1 Ñ Φk+1

2 Ñ ·!ºz·�Ç	Å!¾fÂ�»t·�½�Ã2¾�Ã	¼2¾�¹ÁÀ	Î2¿¢Ãt·�Ð#Ä�Å¦ËÀt¾�Ã	¼	¿
P 2 Ñ Ì	»2¾�Ä�Þz»t·�Æ�Â�¾�¹ �9������Ç×½�¼'À2Â

−∂P
k+1

∂x
=

1

νk∗

dk+1Φ0
1

dzk+1

[{
θ′′
(
da∗k+1

dx
− ν2∗I(a

∗
k−1)

)}
+ 〈V 〉

da∗k+1

dx

− ν4∗I(a
∗
k−2)− ν2∗

db∗k
dx

]
+
νk−1

ν∗

∂P 2

∂x
− νk−3

ν∗

[
ν∗
∂2Φ4

1

∂x2
+

{
θ′′
∂Φ3

1

∂z

}]
,

�9�K8'�

Ì	»	¼	Ò2¾�¹ ¸}Î�·�Ó�·z¾�¹5ÕY¾=½ �9�K8'� Ñ ¸�Ä�Àt¾�»#Å¦·�
!¼2¾ νk−1
¼
νk−3 Ñ Äzº�Î2¼	Ò	Ã	Õ?Äzº×Ã	Â�Î2¿Ôº�Ä�Î2Ú�Ç�Ä¢À	Î2¿ÔÃ2¾�Ò2¾�ºzË

Ã	Õ7Ð
k Ø àNÄ�Àt¸�ºz·�½�¼	½×½O�9�K8'�1¼	Æ�½�¾�¸�º�Ã	ÕY¾!½�Õ1»t·�Å!¾�Ã	¼	¿ Φ3

1

¼
Φ4
1 Ñ
·=ºz·�Ç	Å!¾

νk−3 Ñ Ãt·�Ð#Ä�À2¼2¹ P k+1 Ì2Ä
4fÄz»2¹5Â�Î�·z¹ �9D 	'� Ñ � JD'� Ñ ½¦Ç�Äzº�Äz»	Õ7Ð k Ã	Â�Å�Ã2Ä¦Æ�·z¹,¾�Ã	¼	º�Ú=Ãt· k+ 1 Ñ Ò	º�Ä¦¼¢º�»2¾�Þ�Äz½#·�ÎtÄ�¸�Ú�ÀtÄzÇ'·�Æ�·�º�Ú Ø

� v6`XW��	V\q#u\s\q2B�X Ãt·z¸�º�Ä�¿�
¦¾�È�»t·zÞ�Äzº�¾f½�Õ1½�¾}Àt¾�Ã	Õ »2¾�Ç	Â�»	»2¾�Ã	º�Ã	ÕY¾ 4fÄz»2¹5Â�Î2Õ À	Î2¿ÖÃt·�Ð#Ä�Å¦Àt¾}Ë
Ã	¼	¿

k
Ë£Ó�ÄRÒ'Ît¾�Ãt·YÀ	Î2¼	Ã	Ã2Äz½�Ä�Î2Ã2Äz½�ÄzÈ¢·z¸�¼2¹5Ì	º�Äzº�¼	Ç	¼�Î2¼	Ã2¾�È	Ã2ÄzÈ=¸�ÄzÌ	»#¿'Å!¾�Ã	Ã2ÄzÈ=Ç¦Æ�·�À�·�Ò2¾7Â�¸�º�ÄzÈ	Ò	¼	½�Ä�Ë

¸�º�¼=¸�ºz·��	¼2ÄzÃt·�»	Ã	Õ7Ð=À2½�Â'¹,¾�»	Ã	Õ7Ð=¸�À2½�¼	Ó�Äz½�Õ7Ð=º�¾�Ò2¾�Ã	¼	È=½�¿'Æ�Ç�ÄzÈ©Å�¼'À2Ç�Ä�¸�º�¼o¸7Ã2¾�Ã	Â�Ît¾�½�ÕY¹_¸�»2¾}À2Ã	¼2¹
〈V 〉 6= 0 Ø àNÄ�Î2Â�Ò2¾�Ã	Õg¸�Ä�Äzº�Ã2ÄzÏ¦¾�Ã	¼	¿j¹,¾�Å¦À2Â¢Ç�Ä G 4 4N¼6�	¼2¾�Ã	ºz·z¹5¼Ô·z¸�¼2¹5Ì	º�Äzº�¼	Ò2¾�¸�Ç	¼'Ðj»t·�Æ�ÎtÄ�Å!¾�Ã	¼	È
Î2¼	Ã2¾�È	Ã2ÄzÈ�¸�Ì2¾�Ç	º�»t·�Î2Ú�Ã2ÄzÈj¼×Î2¼	Ã2¾�È	Ã2ÄzÈj¸�ÄzÌ	»#¿'Å!¾�Ã	Ã2ÄzÈÔÆ�·�À�·�Ò	¼ ØàhÂ�¸�º�ÚRÄzº�Ç'ÎtÄzÃ2¾�Ã	¼2¾�¸�Ç�Äz»2Ä�¸�º�¼!ÄzºR¾�¾a¸�»2¾}À2Ã2¾�Ó�ÄYÆ�Ãt·�Ò2¾�Ã	¼	¿ {V } ¿'½zÎ2¿	¾�º�¸�¿cÃ2¾�Ò2¾�º�Ã2ÄzÈ 4NÂ�Ã	Ç6�	¼2¾�È Ñº�ÄzÓ�À�·

θ(x)
Û Ã2¾�Ò2¾�º�Ãt·�¿74NÂ�Ã	Ç6�	¼	¿ Ø X G º�Ä�¹ ¸}Î2Â�Òt·z¾©¼	Æ©»2¾�Ç	Â�»	»2¾�Ã	º�Ã	Õ7Ð74fÄz»2¹5Â�ÎÉ¸}Ît¾}À2Â�¾�º Ñ Ò	º�ÄÇ�Ä G 4 4N¼6�	¼2¾�Ã	º�Õ »t·�Æ�ÎtÄ�Å!¾�Ã	¼	¿�¸�Ä�Þ�¸�º�½�¾�Ã	Ã	Õ7ÐQ4NÂ�Ã	Ç6�	¼	ÈÖ¸�ÄzÌ	»#¿'Å!¾�Ã	Ã2ÄzÈ�Æ�·�À�·�Ò	¼

a∗k(θ), b∗k(θ), Φkj (θ)

Ò2¾�º�Ã	ÕY¾UÌ	»	¼
k
Ò2¾�º�Ã2Ä�¹_¼©Ã2¾�Ò2¾�º�Ã	ÕY¾RÌ	»	¼

k
Ã2¾�Ò2¾�º�Ã2Ä�¹ Ø JUÃt·�ÎtÄzÓ�¼	Ò	Ã2Ä�¾R¸�½�ÄzÈ2¸�º�½�Ä!Ç�Ä G 4 4N¼6�	¼2¾�Ã	º�Äz½·z¸�¼2¹5Ì	º�Äzº�¼	Ç	¼�¸�Ä�Þ�¸�º�½�¾�Ã	Ã	Õ7ÐQ4NÂ�Ã	Ç6�	¼	È×½�Õ1Ì2Ä�Î2Ã	¿�ÎtÄ�¸�Úo¼×½¦Î2¼	Ã2¾�È	Ã2ÄzÈ�¸�Ì2¾�Ç	º�»t·�Î2Ú�Ã2ÄzÈ�Æ�·�À�·�Ò2¾ ØLhº�Ä=Ç'·z¸�·z¾�º�¸�¿�Ç�Ä G 4 4N¼6�	¼2¾�Ã	º�Äz½o»t·�Æ�ÎtÄ�Å!¾�Ã	¼	¿jÀ�·�½zÎt¾�Ã	¼	¿ Ñ º�Ä=½=Î2¼	Ã2¾�È	Ã2ÄzÈÔ¸�ÄzÌ	»#¿'Å!¾�Ã	Ã2ÄzÈ�Æ�·�ËÀ�·�Ò2¾NÌ	»	¼ÖÃ2¾�Ò2¾�º�Ã2ÄzÈ

θ(x)
Ç�Ä G 4 4N¼6�	¼2¾�Ã	º�Õ

q̃∗k = q∗k + 〈V 〉a∗k
Ã2¾�Ò2¾�º�Ã	ÕY¾©Ì	»	¼

k
Ò2¾�º�Ã2Ä�¹ ¼ÉÒ2¾�º�Ã	ÕY¾©Ì	»	¼

k
Ã2¾�Ò2¾�º�Ã2Ä�¹ Ø X`º�ÄjÅ!¾©½�»2¾�¹5¿ Ñ À	Î2¿ßÎ2¼	Ã2¾�È	Ã2ÄzÈÁ¸�Ì2¾�Ç'Ëº�»t·�Î2Ú�Ã2ÄzÈ�Æ�·�À�·�Ò	¼�·�Ãt·�ÎtÄzÓ�¼	Ò	Ã2Ä�¾!¸�½�ÄzÈ2¸�º�½�Ä©½�Õ1Ì2Ä�Î2Ã	¿�ÎtÄ�¸�Ú¢Ã2¾�Ì2Ä�¸�»2¾}Àt¸�º�½�¾�Ã	Ã2Ä©À	Î2¿×Ç�Ä G 4 4N¼6�	¼2¾�Ã'Ë

º�Äz½=»t·�Æ�ÎtÄ�Å!¾�Ã	¼	¿ÖÀ�·�½zÎt¾�Ã	¼	¿
qk Ø

�jsY^'qT\v6^��XT\v

ä  ����
	��������������¡�{}�����z���z{��������z�c����|�{}��{�xz�����������×�©��������{}��|}������§,���z��x� ��t��|� ��Ö�2����  � ä�����ä   ����  ��!��"$#   �1ç�  å �&%�' å !&!� 
â  ����
	�����(���)���)*ß�z������|�{���������{}��|}�N�����z��x�xz��x��}��~��f|����z�������N��y�����{��c�z�������z�t�����2{�����������{}��|}�c{}|}�z{}�����|���x��}�z{!�z��{}��|��z���z��|}�������z{��¥�z�����z{��z���z���������!��{}���	���a�������+���-,5�z��xz������~��h�2��|�{��z~Í��� � �����zyo���������×�t��|� ¤��z���z����  �/.c  021a��������� ä��}å}å   �1ç�  â # â ' â # �  �� /3547684:9;	���<=�;>�� ?A@B47��2C8DFE��2����¡�{}�����z���z{��������z�,����|�{}��{�xz�����������U�z���U�z{}|�����������|�{���������{}��|}�1�z��{}��|��z���z��|}�
�������z{��¥�z�����z{��z���z���������a�z�}���2������~��7|����z�������7��y�����{��U��������{}��|}�Y{}|}�z{}���z|���x��}�z{5�zx������z{���{�x��z{��}~�����{}���	���
�a�������G���=H,����  æ8I 17 A.(JLK�  � â�ã}ã %�  � " â   �1ç�  # ä ';! å  #  �@B47��2C8DME��;��� æ �������������z|}��~��\¤\{}���	��x�~×�zx������z{���{�x��z{���{��h�����z�	�z|�{}|}�z���U�����������R����|�{���������{}��|}�U� �z�}����{���}~��R|����z�������N����JÊ������ ��}~����z��x� ��t��|� ��N�t��|� �¤��z�}  � â�ã�ä ��  ���� 8!���� " %�  �1ç�  ä �&% � ' ä # ã�ä  !� �@B47��2C8DOE�������P5���z��������y���{��z��y��a��������y������������z�C����|�{���������{}��|}�a�z�}���2������~���� �z�}����{��}~��7|����z����������y�����{��
��������{}��|}�h�5�z������xz���}~��=�������z���z��  �/.c  � â�ã�ä #   � # � �}  �aw����� ��Y¡QH�1�HR�SH ä}ä   ã %�  ä # � " â}â %�� ¡ â�ã�ä #  
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