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IM±�²�³3´�µ	¶3´!µj·�¸3¹�º	²�»	»`µ3´�ºj·/¼�½£´�»	¶3¾,¿/¹�¿À¾U·�Á�¼�¶3¾U·�Â3Ã�µ3¿/¹�¿ÀÄ�¿/ºj·'ÅA¼�Æ�Ç'±�·�µ	µ3¿/¹�¿À¼ ºj·�¸3¶	Á'·�Â3Ã�µ	Èo¾
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K = k( n
√
d)
¼�Ä�´�»3´�µ	¶

n
»3¿�Â3Ç

k
Å�Ä�´�¼�µ3¿[¼�Æ�Ç'±�·�µ	µ3¿M¼�Ê	¶	Á'Â3¶	³3´�¼�Á	¶3¾5¶¢Ë�Âj´�¾,´�µ	Ä/·�º	µ	È7Ì

¾5¶e¼�´�Ä�Ç	¾5¶b»3¿/º#Ç�¸3Á'·
n
Å3·/¼�¼�¿/Ê	¶	¶	º3¿/Æ#·�µ	µ	Èo¾5¶`¼J»	º3¿�¾,´�Í¢²�Ä�¿/³	µ	Èo¾5¶e»3¿�¸3¹�º	²�»	»j·/¾5¶]ÎFÏwÐ�Ñ3IJ¼�¼wÂj´w¸j¿�Ì

Æ#·�µ	¶	ÒÓÄ/·�Á	¶'Ô=¼�´�Ä�´�Õ=»3¿�¼�Æ�Ç'½£´�µj·�¸�·�µ	µj·�Ç¢±�·/¾,´�Ä�Á'·'Ñ/Ö!¿/Á'·�±�·�µ3¿	Å�³	Ä�¿MÊ	¶	Á'Â3¶	³3´�¼�Á	¶3´oË�Âj´�¾,´�µ	Ä/·�º	µ	Èo´
¼�´�Ä�¶=µ3´�³3´�Ä�µ3¿/¹�¿ »3¿/º#Ç�¸3Á'·

n
¾,¿�Í¢µ3¿J¸j¿/»3¿�Â3µ	¶	Ä�Ã ¸j¿=×Ø»3¿�Â3µ3¿/Õ�Ù,¼�´�Ä�¶�Å�ÆJ³j·/¼�Ä�µ3¿�¼�Ä�¶�Å�¿/µ	¶=Ç'Æ/Â3Ç'Ò[Ä�¼�Ç

±�·/¾5Á	µ	²�Ä�Èo¾5¶�Ñ
ÚM²�¼�Ä�Ã

R Û »	º3¿/¶	±�Æ�¿�Â3Ã�µ3¿�´JÁ�¿�¾,¾5²�Ä/·�Ä�¶	Æ�µ3¿�´NÁ�¿�Â3Ã�Ê3¿¢¼M´w¸3¶	µ	¶	Ê3´�Õ�Å
n Û µj·�Ä�²�ºj·�Â3Ã�µ3¿�´M³	¶3¼wÂj¿	Ñ

Q�¶3¼�Ä�´�¾U·
σ = (σij)

Å
1 6 i, j 6 n,

·�¸	¸3¶	Ä�¶	Æ�µ	È7ÔÜ»3¿�¸3¹�º	²�»	»]Á�¿�Â3Ã�Êj·
R
µj·�±�È2Æ#·/´�Ä�¼�ÇÓÝ�Þ�ß£à�áâÎ ã�Ð

µj·�¸¡Á�¿�Â3Ã�Ê3¿�¾
R
»3¿/º#Ç�¸3Á'·

n
Å�´�¼wÂ3¶

σirσrj ⊆ σij
»	º	¶�Æ�¼�´wÔ¢±�µj·�³3´�µ	¶	Ç�Ô=¶	µ'¸j´�Á�¼�¿/Æ

i
Å
r
Å
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Ë�Âj´�¾,´�µ	Ä/·�º	µj·�Ç�¼�´�Ä�Ã Û Ë�Ä�¿¢µj·/ç�¿/º

σ = (σij)
Å
1 6 i 6= j 6 n

Å3·�¸	¸3¶	Ä�¶	Æ�µ	È7Ôb»3¿�¸3¹�º	²�»	»eÁ�¿�Â3Ã�Êj·
RÄ/·�Á	¶'ÔDÅ�³	Ä�¿

σirσrj ⊆ σij
¸	Â3ÇNÂ3ÒMç�¿/Õ£Ä�º3¿/Õ	Á	¶£»3¿/»j·�º	µ3¿[ºj·�±�Â3¶	³	µ	È7Ô£³	¶3¼�´wÂ

i
Å
r
Å
j.
RUÂj´�¾,´�µ	Ä/·�º	µj·�Ç

¼�´�Ä�Ã
σ = (σij)

Å
1 6 i 6= j 6 n

Å3µj·�±�È2Æ#·/´�Ä�¼�Ç]ú�î�û3îwé3ë�üjÞ�êJî�ïjÅ3´�¼wÂ3¶b¸	Â3Çbµ3´�Á�¿/Ä�¿/º	È7Ô�·�¸	¸3¶	Ä�¶	Æ�µ	È7Ô
»3¿�¸3¹�º	²�»	»

σii
Á�¿�Â3Ã�Êj·

R
Ä/·/ç�Â3¶	Êj·�×ù¼J¸3¶j·�¹�¿/µj·�Â3Ã�ÒNÙ

σ = (σij)
Å
1 6 i, j 6 n

Ç'Æ/Â3Ç	´�Ä�¼�Çý×Ø»3¿�Â3µ3¿/Õ�Ù
¼�´�Ä�Ã�Ò£Ñ,Ö º	²�¹�¶3¾5¶Ó¼wÂj¿/Æ#·/¾5¶�Å�Ë�Âj´�¾,´�µ	Ä/·�º	µj·�Çþ¼�´�Ä�Ã

σ
Ç'Æ/Â3Ç	´�Ä�¼�Çÿ¸j¿/»3¿�Â3µ	Ç	´�¾,¿/Õ�Å7´�¼wÂ3¶Ó´�´e¾,¿�Í¢µ3¿

¸j¿/»3¿�Â3µ	¶	Ä�Ã`× ¸3¶j·�¹�¿/µj·�Â3Ã�ÒNÙ�¸j¿e×Ø»3¿�Â3µ3¿/Õ�Ù2¼�´�Ä�¶�Ñ
IM±�Æ�´�¼�Ä�µ3¿À×ù¼�¾2ÑFÅ#µj·�»	º	¶3¾,´�º�ÅAÎ ã�ÐùÙwÅ#³	Ä�¿ Ë�Âj´�¾,´�µ	Ä/·�º	µj·�Ç�¼�´�Ä�Ã

σ = (σij)
Ç'Æ/Â3Ç	´�Ä�¼�Ç�¸j¿/»3¿�Â3µ	Ç	´�¾,¿/Õ

Ä�¿/¹�¸�·¢¶ÀÄ�¿�Â3Ã�Á�¿=Ä�¿/¹�¸�·'Å3Á�¿/¹�¸�·
σijσjiσij ⊆ σij (1)

¸	Â3Ç�Â3ÒMç/È7Ô
i 6= j

Ñ#Ö ¶j·�¹�¿/µj·�Â3Ã�µ	Èo´ »3¿�¸3¹�º	²�»	»	È
σii

¿/»	º3´w¸j´wÂ3Ç'Ò[Ä�¼�Ç � ¿/º3¾5²�Âj¿/Õ

σii =
∑

k 6=i
σkiσik,
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k
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RUÂj´�¾,´�µ	Ä/·�º	µj·�Ç=¼�´�Ä�Ã
σ
µj·�±�È2Æ#·/´�Ä�¼�Ç���ì�êJó�ë���ß£î�ï�×Ø¶'Â3¶�ú�î�û���Ý�ß
	�êJî�ïÀÎ ÷'Å�Æ�¿/»	º3¿�¼MÏ�÷'Ñ ö#ø�ÐùÙwÅ/´�¼wÂ3¶

Ë�Âj´�¾,´�µ	Ä/·�º	µj·�Çe¹�º	²�»	»j·

E(σ) = 〈tij(α) : α ∈ σij , 1 6 i 6= j 6 n〉
×
tij(α) = e + αeij

Å
α ∈ R

Ù7µ3´!¼�¿�¸j´�º#Í¢¶	ÄÀµ3¿/Æ�È7ÔbË�Âj´�¾,´�µ	Ä/·�º	µ	È7Ô`Ä�ºj·�µ3¼�Æ�´�Á	Ê	¶	Õ�Ñ3Ö º	²�¹�¶3¾5¶�¼wÂj¿�Ì
Æ#·/¾5¶�Å�±�·/¾5Á	µ	²�Ä�¿�¼�Ä�ÃÜ¼�´�Ä�¶

σ
¿/±�µj·�³j·/´�Ä�ÅU³	Ä�¿�Ë�Âj´�¾,´�µ	Ä/·�º	µj·�Çÿ¼�´�Ä�Ã

σ̄ = (σ̄ij)
Å�¶	µ'¸3²�Ê	¶	º3¿/Æ#·�µ	µj·�Ç

Ä�ºj·�µ3¼�Æ�´�Á	Ê	¶	Ç	¾5¶e¶	±NË�Âj´�¾,´�µ	Ä/·�º	µ3¿/Õ�¹�º	²�»	»	È
E(σ)

σ̄ij = {α ∈ R : tij(α) ∈ E(σ)}
¼�¿/Æ�»j·�¸�·/´�ÄN¼

σ
Ñ�IM±7»3¿�¼�Ä�º3¿�´�µ	¶	Ç¢¼�´�Ä�´�Æ�¿/Õ¢¹�º	²�»	»	È^Î ã�Ð3¼wÂj´w¸3²�´�Ä�Å�³	Ä�¿�¸j¿/»3¿�Â3µ	Ç	´�¾5Èo´2Ë�Âj´�¾,´�µ	Ä/·�º	µ	Èo´

¼�´�Ä�¶`Ç'Æ/Â3Ç'Ò[Ä�¼�Ç`±�·/¾5Á	µ	²�Ä�Èo¾5¶�ÑYQþ¸3º	²�¹�¿/Õ�¼�Ä�¿/º3¿/µ	ÈNÅDÆ`Î ø�Ð,»	º	¶	Æ�¿�¸3¶	Ä�¼�Çõ»	º	¶3¾,´�º�±�·/¾5Á	µ	²�Ä�¿/Õ�ÅAµ3¿
µ3´[¸j¿/»3¿�Â3µ	Ç	´�¾,¿/Õ`¼�´�Ä�¶�Ñ

ÚM²�¼�Ä�Ã
R Û ²�µ	¶	Ä/·�Â3Ã�µ3¿�´¡Á�¿�Â3Ã�Ê3¿

d ∈ R
ÑYÚM²�¼�Ä�Ã3Å�¸�·�Âj´�´�Å

A2, . . . , An Û
»3¿�¸3¹�º	²�»	»	È ·�¸	¸3¶'Ì

Ä�¶	Æ�µ3¿/Õ�¹�º	²�»	»	ÈðÁ�¿�Â3Ã�Êj·
R
ÑjOJ´�º3´�±

σ = (σij) = σ(A2, . . . , An)
¾5Èð¿�ç�¿/±�µj·�³j·/´�¾ Ä/·/ç�Â3¶	Ê	²ý×ùç�´�±

¸3¶j·�¹�¿/µj·�Â3¶�ÙwÅj¿/»	º3´w¸j´wÂj´�µ	µ	²�Ò ¼wÂj´w¸3²�Ò[½!¶3¾ ¿�ç/ºj·�±�¿�¾��

σij =

{
Ai+1−j, j < i;

dAn+i+1−j, j > i.
(2)

PU¼wÂ3¶ Ä/·�Á ¿/»	º3´w¸j´wÂj´�µ	µj·�Ç Ä/·/ç�Â3¶	Êj· Ç'Æ/Â3Ç	´�Ä�¼�Ç Ë�Âj´�¾,´�µ	Ä/·�º	µ3¿/Õ ¼�´�Ä�Ã�Ò£Å�Ä�¿
σ = (σij) =

σ(A2, . . . , An)
¾5È^µj·�±�È2Æ#·/´�¾��	3ó�é�	��'Þ�Ý�ó�î�ïeè�éjÞ�êNÞ�ë3ß£ì�í�ë3î�ïbÝ�Þ�ß£à�áoÅ3·/¼�¼�¿/Ê	¶	¶	º3¿/Æ#·�µ	µ3¿/Õ`¼MÊ	¶	Á'Ì

Â3¶	³3´�¼�Á	¶3¾?Ä�¿/º3¿�¾?Ä�¿/º3¿�¾
T
ÎFÏwÐ�Å�¶'Â3¶Ó»	º3¿�¼�Ä�¿]Ê	¶	Á'Â3¶	³3´�¼�Á�¿/ÕþË�Âj´�¾,´�µ	Ä/·�º	µ3¿/ÕS¼�´�Ä�Ã�Ò£Ñ��7¿/»	º3¿�¼�ÈNÅ

¼�Æ�Ç'±�·�µ	µ	Èo´!¼ ¼�´�Ä�Ç	¾5¶�Å�Æ�³j·/¼�Ä�µ3¿�¼�Ä�¶�¼NÊ	¶	Á'Â3¶	³3´�¼�Á	¶3¾5¶�¼�´�Ä�Ç	¾5¶�Å�ºj·/¼�¼�¾U·�Ä�º	¶	Æ#·�Â3¶3¼�ÃÀÄ/·�Á	Í!´!Æ�Î ��Ð��
ÎFÏ���Ð�Ñ

��i#hjr�i��[lAC ;¢��� $A��������$ -��/-
n
*
n > 3

*�� �	�	�	���������	�����w�A������$A����"�$���� ������ 
σ = (σij) =

σ(A2, . . . , An)
1 - "������	�

n
�'
����������!��� - 1 - �	$������ - � 6

Ö!¿/Á'·�±�·�Ä�´wÂ3Ã�¼�Ä�Æ�¿�Ä�´�¿/º3´�¾5È ¿�¼�µ3¿/Æ#·�µ3¿=µj·£¼wÂj´w¸3²�Ò[½£´�ÕÀÂj´�¾,¾,´�Ñ
"ei��#�[lAC%$� 3���� 

n
$A��������$ -�*

n > 3
�
σ = (σij) &

� �	�	�	���������	���'�w�A������$A����"�$����������� 6A+�-�� ���

σ2k1σ1k ⊆ σk1, σ21kσk1 ⊆ σ1k, 2 6 k 6 n. (3)

C (
Ù�ÚJ¿/Á'·�Í!´�¾ »3´�º	Æ�¿�´JÆ�Á'Â3Ò[³3´�µ	¶3´JÂj´�¾,¾5ÈNÑ3ÚM²�¼�Ä�Ã�Æ¢µj·�³j·�Âj´

3 6 k 6 n− 1
ÑjQ�¿/¹�Â�·/¼�µ3¿`× ã�Ù

σk1 = σk+1,2 = Ak
Ñ�Ö£·�Âj´�´�Å�±�·/¾,´�Ä�¶3¾2Å	³	Ä�¿

k+1 6= n− k+3
Å�Ä/·�ÁÀÁ'·�Á

n
µ3´�³3´�Ä�µ3¿	Å	Æ!³j·/¼�Ä�µ3¿�¼�Ä�¶

k 6= n+2
2

Ñ*)D·/¾,´�Ä�¶3¾ÿÄ/·�Á	Í!´�Åj³	Ä�¿
n− k + 3 6 n

Å	Ä/·�ÁbÁ'·�Á
k > 3

Ñ�Ö£·�Âj´�´�Åj¼�¿/¹�Â�·/¼�µ3¿�× ã�Ù
σ2k1σ1k =

A2
kdAn−k+2

Ñ'Q]¸3º	²�¹�¿/Õ�¼�Ä�¿/º3¿/µ	ÈNÅ�¼�¿/¹�Â�·/¼�µ3¿À× ã�Ù
σ2,n−k+3 = dAk

Å
σn−k+3,2 = An−k+2.

ÚJ¿/Ë�Ä�¿�¾5²

σ2k1σ1k = A2
kdAn−k+2 = σk+1,2σ2,n−k+3σn−k+3,2 ⊆ σk+1,2 = σk1.

ÚM²�¼�Ä�Ã=Ä�´�»3´�º	Ã
k = 2 (n > 3).

WY¿/¹�¸�·e×ù¼�¾2ÑY× ã�ÙzÙ

σ221σ12 = A2
2dAn = σ32σ21σ12 ⊆ σ31σ12 ⊆ σ32 = σ21.

VN·�Á�¿/µ3´�Ê�Å3»	²�¼�Ä�Ã
k = n (n > 3).

WY¿/¹�¸�·e×ù¼�¾2ÑY× ã�ÙzÙ

σ2n1σ1n = A2
ndA2 = σn1σ12σ21 ⊆ σn2σ21 ⊆ σn1.

+ Ù7ÚJ¿/Á'·�Í!´�¾ÿÄ�´�»3´�º	Ã�Æ�Ä�¿/º3¿�´JÆ�Á'Â3Ò[³3´�µ	¶3´MÂj´�¾,¾5ÈNÑjIJ¾,´�´�¾S×ù¼�¾2ÑY×�Ï�ÙzÙ

σk1 = Ak, σ1k = dAn−k+2, σn+2−k,1 = An+2−k,
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���� 6��â6

»	º	¶bË�Ä�¿�¾ÿ¿/Ä�¾,´�Ä�¶3¾2Å3³	Ä�¿
k 6= n− k + 2

×ØÄ/·�ÁeÁ'·�Á
n
µ3´�³3´�Ä�µ3¿#ÙwÑjÚJ¿/Ë�Ä�¿�¾5²

σk1σ
2
1k = Akd

2A2
n+2−k = dAkσn+2−k,1σ1k ⊆ dAkσn+2−k,k

= dσn+2−k,kσk1 ⊆ dσn+2−k,1 = dAn+2−k = σ1k. �

C 	�
���������������������
�����
�����! Ñ�ÖNÂ3ÇJ¸j¿/Á'·�±�·�Ä�´wÂ3Ã�¼�Ä�Æ#·�Ä�´�¿/º3´�¾5È]¼�¿/¹�Â�·/¼�µ3¿£×�Ï�Ù�µj·/¾bµ	²�Í¢µ3¿»3¿/Á'·�±�·�Ä�Ã�Æ�Á'Â3Ò[³3´�µ	¶	Ç

σ2ijσji ⊆ σij , σ2jiσij ⊆ σji. (4)

VJ´J²'¾U·�Â3Ç'ÇÀ¿�ç/½!µ3¿�¼�Ä�¶e»	º3´w¸3»3¿�Âj¿�Í¢¶3¾2Åj³	Ä�¿
i > j

Ñ�Q�¿/¹�Â�·/¼�µ3¿�× ã�Ù

σij = σi−j+1,1 = Ai−j+1, σji = σ1,i−j+1 = dAn+1+j−i.

ÚJ¿�Âj¿�Í¢¶3¾
k = i − j + 1

ÑYWY¿/¹�¸�·
σij = σk1

Å
σji = σ1k.

)D·/¾,´�Ä�¶3¾S»	º	¶õË�Ä�¿�¾2Å�³	Ä�¿
2 6 k 6 n

Ñ
QUÂj´w¸j¿/Æ#·�Ä�´wÂ3Ã�µ3¿	ÅU¸	Â3Çý¸j¿/Á'·�±�·�Ä�´wÂ3Ã�¼�Ä�Æ#·ÜÆ�Á'Â3Ò[³3´�µ	¶	Õð×Øö�ÙN¸j¿�¼�Ä/·�Ä�¿/³	µ3¿Ü»	º	¶3¾,´�µ	¶	Ä�ÃÜÂj´�¾,¾5²�Å,Ä�ÑU´�Ñ
Æ�Á'Â3Ò[³3´�µ	¶	Ç]× æ�ÙwÑ

B" Ä�¾,´�Ä�¶3¾2Å�³	Ä�¿õ²�¼wÂj¿/Æ�¶3´�µ3´�³3´�Ä�µ3¿�¼�Ä�¶
n
Å,Ä�º3´�ç/²�´�¾,¿�´�ÆÜÄ�´�¿/º3´�¾,´�Å7¼�²�½£´�¼�Ä�Æ�´�µ	µ3¿	Ñ�ÚMº	¶	Æ�´w¸j´�¾

»	º	¶3¾,´�ºeË�Âj´�¾,´�µ	Ä/·�º	µ3¿/Õ�Ê	¶	Á'Â3¶	³3´�¼�Á�¿/Õ`¼�´�Ä�¶b³3´�Ä�µ3¿/¹�¿¢»3¿/º#Ç�¸3Á'·'ÅjÁ�¿/Ä�¿/ºj·�ÇÀµ3´M¸j¿/»3¿�Â3µ	Ç	´�¾U·'Ñ
ÚM²�¼�Ä�Ã

F
��»	º3¿/¶	±�Æ�¿�Â3Ã�µ3¿�´�»3¿�Âj´�Å

F (x) Û »3¿�Âj´�ºj·�Ê	¶3¿/µj·�Â3Ã�µ	È7Ô � ²�µ	Á	Ê	¶	Õ f
g

Å
f, g ∈ F [x]

Å
Æ=Á�¿/Ä�¿/º3¿�¾ ¾5Èþºj·/¼�¼�¾U·�Ä�º	¶	Æ#·/´�¾ÿ¸3Æ�´J»3¿�¸3¹�º	²�»	»	È

A =

{
f

g
∈ F (x) : deg g − deg f > 4

}
, B =

F

x
+A.

ÚM²�¼�Ä�Ã
n = 2m Û ³3´�Ä�µ3¿b×

m > 1
ÙwÅ
d = 1

Ñ'ÚJ¿�Âj¿�Í¢¶3¾
Ai = A

Å
2 6 i 6 n

Å
i 6= m+ 1

Å
Am+1 = B¶=ºj·/¼�¼�¾,¿/Ä�º	¶3¾ÜÄ/·/ç�Â3¶	Ê	²

σ = σ(A2, . . . , An)
Ñ��ý¼�¶'Â3²¢¿/³3´�Æ�¶'¸3µ	È7Ô=Æ�Á'Â3Ò[³3´�µ	¶	Õ

A2 ⊆ B
Å
AB ⊆ A¼�¶3¼�Ä�´�¾U·

σ = σ(A2, . . . , An)
Ç'Æ/Â3Ç	´�Ä�¼�Çý¼�´�Ä�Ã�Ò£Ñ )D·/¾,´�Ä�¶3¾2Å5³	Ä�¿

σ1,m+1 = σm+1,1 = B
ÅYµ3¿

B3

µ3´£¼�¿�¸j´�º#Í¢¶	Ä�¼�Ç�Æ
B
Å3»3¿/Ë�Ä�¿�¾5²

σ1,m+1σm+1,1σ1,m+1
µ3´!¼�¿�¸j´�º#Í¢¶	Ä�¼�Ç�Æ

σ1,m+1
Å�¼wÂj´w¸j¿/Æ#·�Ä�´wÂ3Ã�µ3¿

×ù¼�¾2ÑY×�Ï�ÙzÙwÅ	»	º3´w¸j¼�Ä/·�Æ/Âj´�µ	µj·�Ç�¼�´�Ä�Ã
σ
µ3´JÇ'Æ/Â3Ç	´�Ä�¼�Ç�¸j¿/»3¿�Â3µ	Ç	´�¾,¿/Õ�Ñ
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R � �xH �&� F3F	�!��H���I ������I �����bI ���3�����b����I ��H���� n ∈ N

�T�������
σ = (σij)

|
1 6 i, j 6 n, ��� HP���!I ��I ���b��� � ��� � �������� �����x��I ��� R

I �xH$�d��� � ����� R ����� ���!��� n |!I � σirσrj ⊆ σij
��� �xH�J J 1 6 i, r, j 6 n

��� �����¡�b��I � �¢� � �&���5£ � �&� �T��H�I ������D�!I H�� � ��H�J.I � � H�J J �>�¥¤��¦��§ ��¨$�����G¤�©�ªD�����z���x���&J �&F3�&�T��H���«^����� σ = (σij), 1 6 i 6= j 6 n
|�I �	¬��¨¯®�§ ��¨$�����°��±�|�I �

��� ��� � F3�²HP���!I ��I ���D��� � ��� � ����� σii
��� R �����D�����

σ = (σij), 1 6 i, j 6 n
I �³H � ��J J������z�d�x�¢�&J �&F3�&�T��H���«¢����� σ I �

� H�J J �>�¥¬&§ �´&��±�|�I � �������&J �&F3�&�T��H���«^��� � ��� E(σ) = 〈tij(α) : α ∈ σij , 1 6 i 6= j 6 n〉
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