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K0
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Gg

_Tº�»½¼�¾/¿2À	Á3¼ÃÂÅÄ�Æ2ÇÉÈRÁoº�Ê	Ë	Ì3Æ,Í�Ë�È6ÎÉÏ|ÐÅÑ|È°¼/Ê	Ë3Í|ÒoÍ|ÓoÍ�Á	Áoº�Ô½Ìj¼�Ò3Á3¼/Õ�Áoº�À	Áoº�ÔÃÖ�Á3Í�»�¼/×�¼/Ë3¼/Øx¼�¾�Ó�º/Ä�×�Ì
G
Ì	Õ

C ÙNÚ Á	»	Û	Ì	Ô f Áoº�Õ�¿2Ö#º/Í�×�Ä�ÔÜÆ,Í�Ë3¼�Æ,¼/Ë Ù Á3¼/Ø�Ö G
ÈoÍ�Ä|Ó3ÌÜ¼/ÁoºÝº�Áoº�Ó3Ì	×�Ì	À	Áoº�ÖÝ»'º�Þ²Òo¼/ØÜ×�¼/À	»�Í

¼�¾�Ó�º/Ä�×�Ì�È�Õ�ºTÌ3Ä�»'Ó3ß^À3Í�Á	Ì3Í�Æ½Á3Í^¾�¼�ÓoÍ�Í^À3Í�Æ½Ä�À3Í�×�Á3¼/à�¼²Æ°Á3¼�Þ!Í�Ä�×�Ö#º
Qf

×�¼/À3Í�»áÂ�Ì	Õ
G
Ñ|È�Á3ÍLÌ3Æ,Í�ß^â²Í|ã

à�¼mÊ	Ë3Í|ÒoÍ|Ó3ä�Á	¿6åf×�¼/À3Í�»jÖ
G
ÈEÊ	Ë	Ì	À3Í�Ææ»'º�Þ²Ò�º�ÔfÌ	Õ<×�¼/À3Í�»èç�Ì3Ä�»'Ó3ß^À	Ì	×�Í|Ó3ä�Á3¼/à�¼'é�Æ°Á3¼�Þ!Í�Ä�×�Ö#º

QfÔ'Ö/Ó3Ô	Í�×�Ä�ÔmÊ3¼�Ó3ßYÄ�¼�Æ
f
ÂCÓ3ßY¾�¼/à�¼ê»�¼/Á3Í�À	Á3¼/à�¼<Ê3¼/Ë#Ô�Ò3»'º�Ñ|Ç

OPÄ|Ó3Ì
d ∈ (−∞,+∞)

È6×�¼ Ú Ä|Óo¼/Ö�Ì3Æ,Ä�ÔëÖ�Ä�ß6Ò Ú ÖjÒ�º�Ó3ä�Á3Í�Ø	ì²Í�ÆWÄ�Ì3Æ°Ö�¼�Óo¼�Æ
Ed

¼�¾�¼/Õ�Áoº�Àoº�×�ä
Ö�Í�Ë	×�Ì	»'º�Ó3ä�Á Ú ßíÊ3¼�Ó Ú Ê'Óo¼�Ä�»�¼�Ä�×�ä {z : Re z > d} È°º�Ä�Ì3Æ°Ö�¼�Óo¼�Æ E d î Í�Í<Õ�º/Æ°¿2»'º�Á	Ì3ÍïÖ

C
Â�×�ÇRÍ�Ç

E d = {z ∈ C : Re z > d} Ñ|Ç�ð�Ö�Í|ÒoÍ�ÆÜ»'Ó�º/Ä�Ä K0
Æ,Í�Ë3¼�Æ,¼/Ë Ù Á	¿6å ÙNÚ Á	»	Û	Ì	Ø g È/»'º�Þ²Ò�º�Ô²Ì	Õ2»�¼/×�¼/Ë	¿6å¼�¾�Ó�º�Ò�º/Í�×Ý×/º�»	Ì3Æ°Ì�Ä�Ö�¼/Ø3Ä�×�Ö#º/Æ°Ì�ñ

Ï�Ñ
g
¼�Ò3Á3¼/Õ�Áoº�À	ÁoºTÌ<º�Áoº�Ó3Ì	×�Ì	À	ÁoºNÖNÕ�º/Æ°»	Á Ú ×�¼/Ø<Ê3¼�Ó Ú Ê'Óo¼�Ä�»�¼�Ä�×�Ì E 1

2
−h

Â
h = h(g) ∈ (0,+∞)

Ñ|È
Õ�º�Ì3Ä�»'Ó3ß^À3Í�Á	Ì3Í�Æ2È�¾/¿2×�ä�Æ,¼�Þ!Í�×�È�Á3Í�»�¼/×�¼/Ë3¼/à�¼�»�¼/Á3Í�À	Á3¼/à�¼�À	Ì3Ä|Ó�ºï×�¼/À3Í�»�ÈEËoº/Ä�Ê3¼�Óo¼�Þ!Í�Á	Á	¿6åjÖmÖ�Í|ã
â²Í�Ä�×�Ö�Í�Á	Á3¼�ÆëÊ	Ë3¼�Æ,Í�Þ Ú ×�»�Í (12 , 12 + h1

] È@à�ÒoÍ
h1 = h1(g)

Ì
0 < h1 < h

È@Ê	Ë	Ì	À3Í�ÆëÖm»'º�Þ²Òo¼/ØfÌ	Õ
ò ×�Ì'åïÖ�¿2»'Ó3ß^À3Í�Á	Á	¿6å�×�¼/À3Í�» ÙNÚ Á	»	Û	Ì	Ô g Ì3Æ,Í�Í�×<Ê3¼�Ó3ßYÄNÊ	Ë3¼/Ì	Õ�Ö�¼�Ó3ä�Á3¼/à�¼<Ê3¼/Ë#Ô�Ò3»'º'óô Ñ�Ò	Ó3ÔïÖ�Ä�Í|åï×�¼/À3Í�»

z
Ì	Õ

E 1
2
−h g(z) = g(z̄)

ó
õ Ñ
g(z) 6= 0

Ö
E 1

2
+h1

ó
ö Ñ ÙNÚ Á	»	Û	Ì	Ô g(z) ¼/×�Ó3Ì	À	Áoºj¼/×áÁ Ú Ó3ÔÃÖ�¼áÖ�Ä�Í|åx×�¼/À	»'º�åxÖ�Í�â²Í�Ä�×�Ö�Í�Á	Á3¼/Ø÷Ê3¼�Ó Ú Ê	Ë#Ô	Æ,¼/Ø `

(
1
2 −

h
)
:= {z = x > 1

2 − h} È�Ö�»�¼/×�¼/Ë	¿6å½¼/Áoº�º�Áoº�Ó3Ì	×�Ì	À	Áoº½Â�Ö�Ä�ß6Ò Ú Ö ò ×�¼/ØfËoº/¾�¼/×�Í�Ì3Ä�Ê3¼�Ó3ä�Õ Ú Í�×�Ä�ÔÄ�×/º�Á'Ò�º�Ë	×�Á3¼�Í�¼�¾�¼/Õ�Áoº�À3Í�Á	Ì3Í
z = x + iy

ÈEà�ÒoÍ
x = Re z

Ì
y = Im z

Ñ|ÈE×/º�»fÀ	×�¼
`
(
1
2 − h

)
= {z :

Im z = 0, Re z > 1
2 − h} óø Ñ<Ö�Ä�ß6Ò Ú Ö½Ö�Í�Ë	×�Ì	»'º�Ó3ä�Á3¼/ØæÊ3¼�Óo¼�Ä�Í E

1
2
+h

1
2
−h := {z : 1

2 − h 6 Re z 6
1
2 + h} g(z) Ú Òo¼�ãÖ/ÓoÍ�×�Ö�¼/Ë#Ô	Í�× ÙNÚ Á	»	Û	Ì3¼/Áoº�Ó3ä�Á3¼�Æ Ú�Ú Ëoº�Ö�Á3Í�Á	Ì	ßùÂ�×�Ì	Êoº Ú Ëoº�Ö�Á3Í�Á	Ì	Ô�H,Ì3ÆPº�ÁoºÝÒ	Ó3Ô�Ò3Õ�Í�×/º�ã ÙNÚ Á	»	Û	Ì	Ì�Ñ

g(z) = bg(z)g(1 − z)
Ç

ç�a�Á3¼�ÞêÌ	×�Í|Ó3ä�H,Ì3ÆPº�Áoº�é
bg(z)

ÈEÖ�¼�¼�¾/â²Íêà�¼/Ö�¼/Ë#ÔEÈEÕ�º�Ö�Ì3Ä�Ì	×�¼/× ÙNÚ Á	»	Û	Ì	Ì g Ì Ú Òo¼/Ö/ÓoÍ�×�Ö�¼/Ë#Ô	Í�×Ä|ÓoÍ|Ò Ú ß^â!Ì3Æ Ú Ä|Óo¼/Ö�Ì	Ô	Æ2ñú Ñ
bg(z)

Æ,Í�Ë3¼�Æ,¼/Ë Ù ÁoºmÖ�Ê3¼�Óo¼�Ä�Í E
1
2
+h

1
2
−h
óE¾�¼�ÓoÍ�Í<×�¼/À	Á3¼	È�¼/ÁoºïÌ3Æ,Í�Í�×�Ö ò ×�¼/ØáÊ3¼�Óo¼�Ä�Í<Á3Í<¾�¼�ÓoÍ�Í

»�¼/Á3Í�À	Á3¼/à�¼êÀ	Ì3Ä|Ó�º!Ê3¼�Ó3ßYÄ�¼/Ö�Â�Ö�Ä�ÍY¼/Á	ÌmÊ	Ë	Ì	Áoº�Ò	ÓoÍ�Þ²º�×<Ê	Ë3¼�Æ,Í�Þ Ú ×�» Ú (12 , 12 + h1
] Ñ|È	º\Öê¼�Ä�×/º�Ó3ä�Á	¿6å

×�¼/À	»'º�å
z
Ê3¼�Óo¼�Ä�¿ ÙNÚ Á	»	Û	Ì	Ô bg(z) º�Áoº�Ó3Ì	×�Ì	À	Áoº'ó

û© ü�ý�þ�ÿ�� {|w�{|z|~������/���½¡��¦¡
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� ÑLÖ�Ä�Í²Á Ú Ó3Ì ÙNÚ Á	»	Û	Ì	Ì bg Ö�Í�â²Í�Ä�×�Ö�Í�Á	Á	¿ Ì�×�Í²Ì	ÕêÁ	Ì'åEÈ@»�¼/×�¼/Ë	¿¦Í²ÓoÍ�Þ²º�×�Ê	Ëoº�Ö�Í�Í²×�¼/À	»	Ì

z =
x = 1

2

È'Ê	Ë	Ì	Áoº�Ò	ÓoÍ�Þ²º�×�Ê3¼�Ó Ú Ê	Ë#Ô	Æ,¼/Ø

¯̀
(
1

2
+ h1

)
:=

{
z : Im z = 0;

1

2
+ h1 6 Re z < +∞

}
.

VYÕ�Ï�Ñ�� � Ñ|È@ÖmÀoº/Ä�×�Á3¼�Ä�×�Ì�È�Ä|ÓoÍ|Ò Ú Í�×�È�À	×�¼ bg(12
)
= 1

È@Ò	Ó3Ô�Ó3ßY¾�¼/à�¼
g ∈ K0

ó�Ò�º�ÓoÍ�Í�È�Í�Ä|Ó3Ì
z0 îÀ	Ì3Ä�×�¼!»�¼�Æ°Ê'ÓoÍ�»�Ä�Á3¼�ÍTÀ	Ì3Ä|Óo¼	È�×�Ç	Í�Ç�Í�Ä|Ó3Ì

Im z0 6= 0
È�×�¼\×�¼/À	»'º

z0
¾ Ú ÒoÍ�×²Á Ú ÓoÍ�Æj»'º�»�¼/Ø'ã Ó3Ì3¾�¼ ÙNÚ Á	»'ãÛ	Ì	Ì

g0
Ì	Õ

K0
»	Ëoº�×�Á3¼�Ä�×�Ì

αg > 1
×�¼/à�Ò�º�Ì�×�¼�Ó3ä�»�¼m×�¼/à�Ò�º'È�»�¼/à�Ò�º

1 − z0 î Á Ú Ó3ä g0(z) ×�¼/ØÜÞ!Í»	Ëoº�×�Á3¼�Ä�×�Ì½ÂÅ¼�¾�º ò ×�Ì�Ë3Í�Õ Ú Ó3ä�×/º�×/º<Ì3Ä�Ê3¼�Ó3ä�Õ Ú ß^×�Ä�Ô�Ö²Ò�º�Ó3ä�Á3Í�Ø	ì²Í�Æ�Ñ|ÇM Ú Ä�×�ä y ∈ R \ {0} = (−∞, 0) ∪ (0,+∞)
Ì
g ∈ K0

Ç@UTº�Õ�¼/Ö�Í�ÆëÊ3¼�Ó Ú Ê	Ë#Ô	Æ Ú ß `
(g)
y := {z =

x + iy : 1
2 − h 6 x < +∞} g ã Ë3Í�à Ú Ó3Ô'Ë	Á3¼/Ø�ÈPÍ�Ä|Ó3Ìx¼/Áoº�Á3ÍmÄ�¼�ÒoÍ�Ë#ÞêÌ	×fÁ Ú ÓoÍ�Ø g(z) È,Ì g ã Á3Í�Ë3Í|ãà Ú Ó3Ô'Ë	Á3¼/Ø�È î Ö�Ê	Ë3¼/×�Ì	Ö�Á3¼�ÆëÄ|Ó Ú Àoº/Í�Èo×�Ç@Í�Ço»�¼/à�Ò�º�Áoº ò ×�¼/ØÜÊ3¼�Ó Ú Ê	Ë#Ô	Æ,¼/Ø�Ì3Æ,Í�Í�×�Ä�Ô�å#¼/×�ÔÜ¾/¿b¼�Ò3Ì	ÁÁ Ú Ó3ä ÙNÚ Á	»	Û	Ì	Ì g

ÇLK�¼�¼/×�Ö�Í�×�Ä�×�Ö Ú ß^â Ú ß ¼/Ë�Ò3Ì	Áoº�× Ú y
×/º�»	Þ!Íá¾ Ú ÒoÍ�Æ Áoº�Õ�¿2Ö#º�×�ä

g
ã Ë3Í�à Ú Ó3Ô'Ë	Á3¼/Ø�ÈÖêÊ3Í�Ë	Ö�¼�ÆÃÄ|Ó Ú Àoº/Í�È'Ì g ã Á3Í�Ë3Í�à Ú Ó3Ô'Ë	Á3¼/Ø î Ö�¼²Ö�×�¼/Ë3¼�Æ2Ç3a�Á3¼�Þ!Í�Ä�×�Ö�¼êÖ�Ä�Í|å

g
ã Ë3Í�à Ú Ó3Ô'Ë	Á	¿6å�¼/Ë�Ò3Ì	Áoº�×¼�¾�¼/Õ�Áoº�Àoº/Í�×�Ä�Ô�Ò�º�ÓoÍ�Í\Ä�Ì3Æ°Ö�¼�Óo¼�Æ

Φg
È3º

g
ã Á3Í�Ë3Í�à Ú Ó3Ô'Ë	Á	¿6å î Ä�Ì3Æ°Ö�¼�Óo¼�Æ

Ψg
Ç

VYÕ�¼�¾/¿2À	Á3¼/Ø÷Ò	Ó3Ô·Ö�Ä�Í|å·» Ú Ë3Ä�¼/Ö½×�Í�¼/Ë	Ì	Ì ÙNÚ Á	»	Û	Ì	Ø÷»�¼�Æ°Ê'ÓoÍ�»�Ä�Á3¼/à�¼ÃÊ3Í�Ë3Í�Æ,Í�Á	Á3¼/à�¼½×�Í�¼/Ë3Í�Æ°¿Í|Ò3Ì	Á3Ä�×�Ö�Í�Á	Á3¼�Ä�×�Ì Ò	Ó3Ô÷º�Áoº�Ó3Ì	×�Ì	À3Í�Ä�»�¼/Ø ÙNÚ Á	»	Û	Ì	Ì·Á3Í�×�Ë Ú Ò3Á3¼áÖ�¿2Ö�Í�Ä�×�Ì�È�À	×�¼fÆ°Á3¼�Þ!Í�Ä�×�Ö�¼ Ψg
Á3Í

Ì3Æ,Í�Í�×<»�¼/Á3Í�À	Á	¿6å�Ê	Ë3Í|ÒoÍ|Ó3ä�Á	¿6å�×�¼/À3Í�»�ÌmÊ3¼/×�¼�Æ Ú Á3ÍT¾�¼�ÓoÍ�ÍNÀ3Í�ÆxÄ�À3Í�×�Á3¼	Çð�Ö�Í|ÒoÍ�Æè×�Í�Ê3Í�Ë	ä�Á3Í�¼/à�Ëoº�Á	Ì	À3Í�Á	Á Ú ßí¼�Ò3Á3¼�Ä�Ö�Ô'Õ�Á Ú ßW¼�¾�Ó�º/Ä�×�ä
Gg
ÈEÊ3¼�Ó Ú À3Í�Á	Á Ú ß Ú Ò�º�ÓoÍ�Á	Ì3Í�ÆèÌ	Õ

E 1
2
−h

Ä�À3Í�×�Á3¼/Ø·Ä�¼/Ö�¼/» Ú Ê	Á3¼�Ä�×�ÌxÊ	Ë3¼�Æ,Í�Þ Ú ×�»�¼/Ö3ÈPÄ�¼�Ä�×�¼�Ô'â²Í�ØxÌ	ÕïÊ	Ë3¼�Æ,Í�Þ Ú ×�»'º (12 − h, 12 + h1
] Ì

Ä�À3Í�×�Á3¼/Ø�Ä�Ì3Ä�×�Í�Æ°¿èÊ	Ë3¼�Æ,Í�Þ Ú ×�»�¼/Ö
(
1

2
− h+ iy,

1

2
+ h1 + iy

]
, y ∈ Ψg.

	 º�»�»'º�»
g(z) 6= 0

Ö
Gg
È'×�¼	È'»'º�»mÌ	Õ�Ö�Í�Ä�×�Á3¼�ÂÅÄ�Æ2ÇÉÈ'Áoº�Ê	Ë	Ì3Æ,Í�Ë�È�Î ô È'à�Ó�Ç�
'È��Ï�È3Ä�Ç õ Ï��'È	×�Í�¼/Ë3Í�ÆPºmÏ�Ç ô ÐÅÑ|È

ÙNÚ Á	»	Û	Ì	Ô ln |g(z)| È�à�ÒoÍ g ∈ K0
ÈEà�º�Ë3Æ,¼/Á	Ì	À	ÁoºmÖ�¼�¾�Ó�º/Ä�×�Ì

Gg
ó@»	Ë3¼�Æ,Íê×�¼/à�¼	È�Ä Ú â²Í�Ä�×�Ö Ú Í�×�¾�Í�Ä�»�¼�ãÁ3Í�À	Á3¼�Í²Æ°Á3¼�Þ!Í�Ä�×�Ö�¼

Mg
à�º�Ë3Æ,¼/Á	Ì	À3Í�Ä�»	Ì'åÜÌÜÄ�¼/Ê	Ë#Ô'Þ!Í�Á	Á	¿6å�Ä

ln |g(z)| Ö Gg ÙNÚ Á	»	Û	Ì	Ø�Èo»�¼/×�¼/Ë	¿¦Í¼/×�Ó3Ì	Àoº�ß^×�Ä�Ô�Ò3Ë Ú àT¼/×êÒ3Ë Ú à�º²Áoº!Ö�Í�â²Í�Ä�×�Ö�Í�Á	Á Ú ß`Ê3¼�Ä�×�¼�Ô'Á	Á Ú ß²Ç

F@B°¯��ê±ol�³PsRloq���nRµ	±osRq#sRtRq3B��mlo¶�¸�µ	sRlo±ouEµ�lo¶�sRlo±osRlor��#µ#³Pµ��Rt÷nRµ	polo¸��
M Ú Ä�×�ä σ ∈ (h1, h)

Ì
T î g

ã Ë3Í�à Ú Ó3Ô'Ë	Áoº�Ôf¼/Ë�Ò3Ì	Áoº�×/ºfÂÅ¾�Í�ÕÝ¼/à�Ëoº�Á	Ì	À3Í�Á	Ì	Ôf¼�¾/â!Á3¼�Ä�×�Ì�È�Æ,¼�ÞêÁ3¼Ä�À	Ì	×/º�×�ä3È�À	×�¼
T > 0

Ñ|Ç#G^¾/Ëoº�Õ Ú Í�ÆáÊ	Ë#Ô	Æ,¼ Ú à�¼�Ó3ä�Á	¿2ØÝÀ3Í�×�¿2Ë3Í|å Ú à�¼�Ó3ä�Á	Ì	» Γ =
⋃4
k=1 Γk

Ä�Ö�Í�Ë	ì!Ì	Áoº�ã
Æ°Ì<ÖN×�¼/À	»'º�å

A
È
C
È
D
È
F
Ì<Ä�×�¼/Ë3¼/Áoº/Æ°Ì

Γk
È
1 6 k 6 4

È�à�ÒoÍ
Γ1 := [AC]

È
Γ2 := [CD]

È
Γ3 = [DF ]

È
Γ4 := [FA]

È
A = 1

2 − σ − iT
È
C = 1

2 + σ − iT
È
D = 1

2 + σ + iT
È
F = 1

2 − σ + iT
Ç@XPÄ�×/º�Á3¼�ã

Ö�Ì3ÆáÁoº
Γ
Áoº�Ê	Ëoº�Ö/ÓoÍ�Á	Ì3ÍLÒ3Ö�Ì	Þ!Í�Á	Ì	ÔÝÊ	Ë3¼/×�Ì	Ö\Àoº/Ä�¼/Ö�¼/Ø�Ä�×�Ë3Í|Ó3»	Ì�Ç	K�¼/à�Ó�º/Ä�Á3¼\×�Í�¼/Ë	Ì	ÌÝÖ�¿2À3Í�×�¼/ÖmÂÅÄ�Æ2ÇÉÈ

Áoº�Ê	Ë	Ì3Æ,Í�Ë�È�ÎÉÏ|ÐÅÑ

Im

∫

Γ

g′(z)
g(z)

dz =

4∑

k=1

Im

∫

Γk

g′(z)
g(z)

dz = 2π[−Pg + Ng(T ) + 2Ng(T, σ)].

�oÒoÍ�Ä�ä
Pg î Ä Ú Æ,ÆPºYÊ3¼/Ë#Ô�Ò3»�¼/Ö\Ö�Ä�Í|åêÊ3¼�Ó3ßYÄ�¼/Ö g(z) ÂÅÄ�¼/à�Ó�º/Ä�Á3¼���Ï2Ö�Ä�Í2Ê3¼�Ó3ßYÄ�¿ ÙNÚ Á	»	Û	Ì	Ì g(z) Ì	Õ

K0
Ëoº/Ä�Ê3¼�Óo¼�Þ!Í�Á	¿·Ö^Ê	Ë3¼�Æ,Í�Þ Ú ×�»�Í (12 , 12+h1

] Ö�Í�â²Í�Ä�×�Ö�Í�Á	Á3¼/Ø<¼�Ä�Ì�Ñ|ó
Ng(T ) î Ä Ú Æ,ÆPºL»	Ëoº�×�Á3¼�Ä�×�Í�ØÖ�Ä�Í|å<Ö�¼/Õ�Æ,¼�ÞêÁ	¿6åÝÁ Ú ÓoÍ�Ø g(z) È#Ê	Ë	Ì	Áoº�Ò	ÓoÍ�Þ²º�â!Ì'åÝÌ	Á	×�Í�Ë	Ö#º�Ó Ú (12 − iT, 12 + iT

) Ê	Ë#Ô	Æ,¼/Ø
Re z = 1

2

ó
Áoº�»�¼/Á3Í�Û�È

Ng(T, σ) î Ä Ú Æ,ÆPºï»	Ëoº�×�Á3¼�Ä�×�Í�ØjÖ�Ä�Í|å�Ö�¼/Õ�Æ,¼�ÞêÁ	¿6åáÁ Ú ÓoÍ�Ø ÙNÚ Á	»	Û	Ì	Ì g(z) È�ÓoÍ�Þ²º�â!Ì'åÖ�Á Ú ×�Ë	Ì�Ê	Ë#Ô	Æ,¼ Ú à�¼�Ó3ä�Á	Ì	»'º BCDE È'à�ÒoÍ B := 1
2 − iT

È
E := 1

2 + iT
Ç
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MYË	Ì ò ×�¼�Æ

∫

Γ4

g′(z)
g(z)

dz +

∫

Γ1

g′(z)
g(z)

dz = −
[∫

Γ2

g′(1− z)

g(1− z)
dz +

∫

Γ3

g′(1− z)

g(1 − z)
dz

]
.

X^À	Ì	×�¿2Ö#º�ÔEÈ	À	×�¼êÊ	Ë	Ì
bg(z)g(1 − z)g(z) 6= 0

Ä�Ê	Ëoº�Ö�Í|Ò	Ó3Ì	Ö�¼ÝËoº�Ö�Í�Á3Ä�×�Ö�¼

b′g(z)

bg(z)
=
g′(z)
g(z)

+
g′(1− z)

g(1− z)
,

Áoº�å#¼�Ò3Ì3Æ2È3À	×�¼

4∑

k=1

Im

∫

Γk

g′(z)
g(z)

dz == Im

D∫

F

b′g(z)

bg(z)
dz + Im

C∫

D

b′g(z)

bg(z)
dz ++2 Im

[∫

Γ2

g′(z)
g(z)

dz +

∫

Γ3

g′(z)
g(z)

dz

]
.

	 º�»	Ì3Æ·¼�¾/Ëoº�Õ�¼�Æ2È'Ò	Ó3ÔïÓ3ßY¾/¿6å
g ∈ K0

È
σ ∈ (h1, h)

È
T ∈ Φg

Ä�Ê	Ëoº�Ö�Í|Ò	Ó3Ì	Ö�¼ÝËoº�Ö�Í�Á3Ä�×�Ö�¼

−Pg + Ng(T ) + 2Ng(T, σ) =
1

2π
Im

∫

FDC

b′g(z)

bg(z)
dz +

1

π
Im

∫

CDF

g′(z)
g(z)

dz.
Â�Ï�Ñ

MYË3Í�¼�¾/Ëoº�Õ Ú Í�Æ·×�Í�Ê3Í�Ë	ä<Ê3¼�Ä|ÓoÍ|Ò3Á3Í�Í\Ä|Ó�º�à�º/Í�Æ,¼�Í\ÖêÊ	Ëoº�Ö�¼/Ø�Àoº/Ä�×�Ì�Ëoº�Ö�Í�Á3Ä�×�Ö#º�Â�Ï�Ñ|Ç3ð6Ä�ß6Ò Ú Ò�º�ÓoÍ�ÍÌ3Ä�Ê3¼�Ó3ä�Õ Ú Í�×�Ä�Ô÷Ä�×/º�Á'Ò�º�Ë	×�Á3¼�Í�Ê	Ë3Í|ÒoÄ�×/º�Ö/ÓoÍ�Á	Ì3Í ÙNÚ Á	»	Û	Ì	Ì g(z) Ì	Õ K0
ÖáÖ�Ì'ÒoÍ

g(z) = u(x, y) +
iv(x, y)

È3à�ÒoÍ
(u, v) î Êoº�ËoºêÄ�¼/Ê	Ë#Ô'Þ!Í�Á	Á	¿6å�à�º�Ë3Æ,¼/Á	Ì	À3Í�Ä�»	Ì'å�Ö

Gg ÙNÚ Á	»	Û	Ì	Ø�Ç	VNÆ,Í�Í�Æ
∫

CDF

g′(z)
g(z)

dz =

∫

Γ2

g′(z)
g(z)

dz +

∫

Γ3

g′(z)
g(z)

dz.

Q²º�ÓoÍ�Í�È

J :=

∫

Γ2

g′(z)
g(z)

dz =

T∫

−T

[
u
(
1
2 + σ + iτ

)
− iv

(
1
2 + σ + i τ

)]

[
u2
(
1
2 + σ + iτ

)
+ v2

(
1
2 + σ + iτ

)] g′
(
1

2
+ σ + iτ

)
i dτ

=

T∫

−T

[
v
(
1
2 + σ, τ

)
+ iu

(
1
2 + σ, τ

)]

[
u2
(
1
2 + σ, τ

)
+ v2

(
1
2 + σ, τ

)]
[
∂v
(
1
2 + σ, τ

)

∂τ
− i

∂u
(
1
2 + σ, τ

)

∂τ

]
dτ.

GL×�Ä�ß6Ò�º

Im J =

T∫

−T

[
u
(
1
2 + σ, y

)
∂v
(

1
2
+σ,y

)
∂y − v

(
1
2 + σ, y

)
∂u
(

1
2
+σ,y

)
∂y

]
dy

[
u2
(
1
2 + σ, y

)
+ v2

(
1
2 + σ, y

)]

=

T∫

−T

[
∂u( 1

2
+σ,y)

∂x u(12 + σ, y) + v( 12 + σ, y)
∂v( 1

2
+σ,y)

∂x

]
dy

[u2(12 + σ, y) + v2(12 + σ, y)]
=

T∫

−T

[
∂

∂x
ln |g(x+ iy)|

] ∣∣∣∣∣
x= 1

2
+σ

dy.

�oÒoÍ�Ä�ä^Ä�Ì3Æ°Ö�¼�Ó [ ∂
∂x ln |g(x+iy)|

]
x= 1

2
+σ

¼/Õ�Áoº�Àoº/Í�×�È�À	×�¼¦Ö�Áoº�Àoº�ÓoÍPÁoº�å#¼�Ò3Ì	×�Ä�Ô!¼�¾/¿2À	Áoº�ÔTÀoº/Ä�×�Áoº�Ô
Ê	Ë3¼/Ì	Õ�Ö�¼�Ò3Áoº�Ô ∂

∂x ln |g(x + iy)| È�ºÝÕ�º�×�Í�ÆëÖïÊ3¼�Ó Ú À3Í�Á	Á3¼�ÆëÖ�¿2Ëoº�Þ!Í�Á	Ì	Ì x Õ�º/Æ,Í�Á	Ô	Í�×�Ä�Ô�Áoº 1
2 + σ

Ç
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JLÁoº�Óo¼/à�Ì	À	Á3¼

∫

Γ3

g′(z)
g(z)

dz =

1
2
−σ∫

1
2
+σ

[u(x, T )− iv(x, T )]

[u2(x, T ) + v2(x, T )]

[
∂u(x, T )

∂x
+ i

∂v(x, T )

∂x

]
dx;

Im

∫

Γ3

g′(z)
g(z)

dz =

1
2
−σ∫

1
2
+σ

[
u(x, T )∂v(x,T )∂x − v(x, T )∂u(x,T )∂x

]

[u2(x, T ) + v2(x, T )]
dx = −

1
2
−σ∫

1
2
+σ

[
∂

∂y
ln |g(x+ iy)|

] ∣∣∣∣∣
y=T

dx.

KPÓoÍ|Òo¼/Ö#º�×�Í|Ó3ä�Á3¼ÜÂÅÄ�Æ2ÇÉÈ	Áoº�Ê	Ë	Ì3Æ,Í�Ë�È�ÎÉÏ�È	à�Ó�Ç����|È'Ê�Ç�Ï ô È3Ä�×�Ë�Ç ö õ ÐÅÑ|È

Im

∫

Γ2

g′(z)
g(z)

dz + Im

∫

Γ3

g′(z)
g(z)

dz =

1
2
−σ+iT∫

1
2
+σ−iT

−∂W
∂y

dx+
∂W

∂x
dy

= µ

(
1

2
− σ + iT

)
− µ

(
1

2
+ σ − iT

)
,

à�ÒoÍ
W (x, y) := ln |g(x+ iy)| È	º µ(x, y) î Ó3ßY¾�º�Ô ÙNÚ Á	»	Û	Ì	Ô<Ì	Õ^Æ°Á3¼�Þ!Í�Ä�×�Ö#º Mg

à�º�Ë3Æ,¼/Á	Ì	À3Í�Ä�»	Ì'å
Ì Ä�¼/Ê	Ë#Ô'Þ!Í�Á	Á	¿6å>Â�Ö

Gg
Ñ<Ä

ln |g(x + iy)| ÙNÚ Á	»	Û	Ì	Ø�Ç 	 º�»	Ì3Æ ¼�¾/Ëoº�Õ�¼�Æ2È6Ëoº�Ö�Í�Á3Ä�×�Ö�¼ëÂ�Ï�ÑÝÆ,¼�ÞêÁ3¼
Ê3Í�Ë3Í�Ê	Ì3Ä�º�×�ä�Ä|ÓoÍ|Ò Ú ß^â!Ì3Æx¼�¾/Ëoº�Õ�¼�Æ2ñ

(∀ g ∈ K0) (∀σ ∈ (h1, h)) (∀T ∈ Φg) (∀µ ∈ Mg)

− Pg + Ng(T ) + 2Ng(T, σ)

=
1

2π
Im

∫

FDC

b′g(z)

bg(z)
dz +

1

π

[
µ

(
1

2
− σ + iT

)
− µ

(
1

2
+ σ − iT

)]
.
Â ô Ñ

�oÒoÍ�Ä�ä
FDC î Ä�Ê	Ë#Ô	ÆRÓ3Ô	Í�ÆPº�ÔÜ»	Ë	Ì	Ö#º�ÔEÈ�Ä�¼�Ä�×�¼�Ô'âêº�Ô�Ì	Õ\Ò3Ö Ú å�Ê	Ë#Ô	Æ,¼�Ó3Ì	Á3Í�Ø	Á	¿6å�¼/×�Ë3Í�Õ�»�¼/Ö [F,D]Ì

[D,C]
È	ÄYÁoº�Àoº�Óo¼�ÆxÖ<×�¼/À	»�Í

F = 1
2 − σ + iT

Ìm»�¼/Á	Û3¼�Æ î Öê×�¼/À	»�Í
C := 1

2 + σ − iT
Ç

G^Ä�Á3¼/Ö�Áoº�ÔïÛ3Í|Ó3ä!Ò�º�Á	Á3¼/ØïËoº/¾�¼/×�¿ Õ�º�»'Ó3ß^Àoº/Í�×�Ä�ÔïÖ!×�¼�Æ2È�À	×�¼�¾/¿ Ê3¼/Ê	¿2×/º�×�ä�Ä�ÔmÖ�¿2Ëoº�Õ�Ì	×�äêÖ�Í|Ó3Ì'ã
À	Ì	Á	¿

Pg
È
Ng(T )

Ì
Ng(T, σ)

À3Í�Ë3Í�ÕN»'º�»	Ì3Í|ã ×�¼²å�º�Ëoº�»	×�Í�Ë	Ì3Ä�×�Ì	»	Ì�ÈoÁ3Í�Ê3¼�Ä�Ë3Í|ÒoÄ�×�Ö�Í�Á	Á3¼ÝÄ�Ö�Ô'Õ�º�Á	Á	¿¦Í
Ä!ç�Æ°Á3¼�ÞêÌ	×�Í|ÓoÍ�Æ½H,Ì3ÆPº�Áoº�é

bg(z)
Ç#ðÃÄ|ÓoÍ|Ò Ú ß^â²Í�ÆáÊoº�Ëoº�à�Ëoº Ù Í6ÒoÍ|Ó�º/Í�×�Ä�ÔÝÊ3Í�Ë	Ö�¿2ØÝìêº�à¦Ö\Ë3Í�ì²Í�Á	Ì	ÌÊ3¼�Ä�×/º�Ö/ÓoÍ�Á	Á3¼/Ø�Õ�º�Ò�º�À	Ì�Ç

� B����RnRq/³Pq�´,q#sRtRq �RtR¶/´,µ
Pg

M Ú Ä�×�ä3È�»'º�»fÖ�¿2ì²Í�È σ ∈ (h1, h)
ÈRº

T î Ê3¼�Óo¼�ÞêÌ	×�Í|Ó3ä�Áoº�Ô
g
ã Ë3Í�à Ú Ó3Ô'Ë	Áoº�Ôj¼/Ë�Ò3Ì	Áoº�×/º'Ç°_YË3¼�Æ,ÍÖ�Ö�Í|ÒoÍ�Á	Á	¿6å�×�¼/À3Í�»

A
È
C
È
D
È
F
È
B
È
E
Ëoº/Ä�Ä�Æ,¼/×�Ë	Ì3Æ÷Í�â²ÍN×�¼/À	» Ú O :=

{
1
2

} Ç3MYË3¼/Ö�Í|ÒoÍ�ÆxÊ	Ë3¼�Ä�× Ú ßÄ�Ê	Ë#Ô	ÆRÓ3Ô	Í�Æ Ú ß »	Ë	Ì	Ö Ú ß γ1 Ä�Áoº�Àoº�Ó3ä�Á3¼/ØÝ×�¼/À	»�¼/Ø F Ì²»�¼/Á3Í�À	Á3¼/Ø î O
×/º�»�È/À	×�¼�¾/¿xÖ�Ä�Í6¼�Ä�×/º�Ó3ä�Á	¿¦Í

×�¼/À	»	Ì\»	Ë	Ì	Ö�¼/Ø
γ1
Ê	Ë	Ì	Áoº�Ò	ÓoÍ�Þ²º�Ó3Ì²Ö�Á Ú ×�Ë3Í�Á	Á3¼�Ä�×�Ì S Ê	Ë#Ô	Æ,¼ Ú à�¼�Ó3ä�Á3¼/à�¼^×�Ë3Í Ú à�¼�Ó3ä�Á	Ì	»'º FOE Ç�MYË	Ìò ×�¼�Æ�»	Ë	Ì	Ö Ú ß γ1 Ê	Ë3¼/Ö�Í|ÒoÍ�Æ�Áoº/Ä�×�¼�Ó3ä�»�¼L¾�Ó3Ì	Õ�»�¼L»T¼/×�Ë3Í�Õ�» Ú [F, 0] È�À	×�¼2Ö�Ä�Í,Ö�¼/Õ�Æ,¼�ÞêÁ	¿¦Í�Á Ú Ó3Ì�ÂÅÍ�Ä|Ó3Ì¼/Á	Ì�Í�Ä�×�ä�Ñ ÙNÚ Á	»	Û	Ì	Ì g(z) ÈoÊ	Ë	Ì	Áoº�Ò	ÓoÍ�Þ²º�â!Ì3Í\Õ�º/Æ°»	Á Ú ×�¼/ØÜ¼�¾�Ó�º/Ä�×�Ì�Èo¼/à�Ëoº�Á	Ì	À3Í�Á	Á3¼/Ø�»	Ë	Ì	Ö�¼/Ø γ1 ÌÄ�Í�à�Æ,Í�Á	×�¼�Æ

[F, 0]
È3Áoº�å#¼�Ò3Ô'×�Ä�ÔmÓ3Ì	ì!ä<Áoº

[F, 0]
Ç
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MYË3¼/Ö�Í|ÒoÍ�Æ�Í�â²Í�»	Ë	Ì	Ö Ú ß γ2 Ä�Áoº�Àoº�Óo¼�Æ�Ö O Ì²»�¼/Á	Û3¼�ÆÜÖ C È�Ä�Ì3Æ,Æ,Í�×�Ë	Ì	À	Á Ú ß Ä γ1 ¼/×�Á3¼�Ä�Ì	×�Í|Ó3ä/ãÁ3¼!×�¼/À	»	Ì

O
Ç 	 ¼/à�Ò�º

γ2 î Ê	Ë3¼�Ä�×/º�ÔmÄ�Ê	Ë#Ô	ÆRÓ3Ô	Í�ÆPº�Ôm»	Ë	Ì	Ö#º�ÔEÈ'Ö�Ä�Í^×�¼/À	»	Ìm»�¼/×�¼/Ë3¼/Ø�È	»	Ë3¼�Æ,Í^Áoº�Àoº�Ó3ä/ã
Á3¼/ØáÌ�»�¼/Á3Í�À	Á3¼/Ø�È�ÓoÍ�Þ²º�×�Ö�Á Ú ×�Ë	Ìá×�Ë3Í Ú à�¼�Ó3ä�Á	Ì	»'º OBC Ç@_YË	Ì	Ö Ú ß γ2

Æ,¼�ÞêÁ3¼�Ö�Õ�Ô'×�ä�Áoº/Ä�×�¼�Ó3ä�»�¼
¾�Ó3Ì	Õ�»�¼<»

[O,C]
Â�Õ�º²Ä�À3Í�×<Ê	Ë	Ì3¾�Ó3Ì	Þ!Í�Á	Ì	Ô

γ1
»
[F,O]

Ñ|È	À	×�¼
g(z) 6= 0

Ö<¼�¾�Ó�º/Ä�×�Ì�Èo¼/à�Ëoº�Á	Ì	À3Í�Á	Á3¼/Ø
γ2 ∪ [OC]

Ç
MN¼�Óo¼�ÞêÌ3Æ

γ := γ1 ∪ γ2
ÇoK�¼/à�Ó�º/Ä�Á3¼<×�Í�¼/Ë	Ì	Ì�Ö�¿2À3Í�×�¼/Ö

2π

[
−Pg +

Ng(T )

2
+ Ng(T, σ)

]
= Im

D∫

C

g′(z)
g(z)

dz + Im

F∫

D

g′(z)
g(z)

dz + Im

∫

γ

g′(z)
g(z)

dz,

Ì'Ó3Ì�È	Ê	Ë3Í�¼�¾/Ëoº�Õ Ú Ô�Ê3¼�Ä|ÓoÍ|Ò3Á	Ì	Ø�Ì	Á	×�Í�à�Ëoº�Ó�Ì Ú À	Ì	×�¿2Ö#º�ÔEÈ	À	×�¼
g′(z)
g(z)

+
g′(1− z)

g(1 − z)
=
b′g(z)

bg(z)
(∀ z ∈ γ2),

2π[−2Pg + Ng(T ) + 2Ng(T, σ)] = 2 Im

D∫

C

g′(z)
g(z)

dz + 2 Im

F∫

D

g′(z)
g(z)

dz + 2 Im

∫

Γ2

b′g(z)

bg(z)
dz.

	 º�»	Ì3Æ·¼�¾/Ëoº�Õ�¼�Æ2È
(∀σ ∈ (h1, h) (∀T ∈ Φg) (∀ g ∈ K0)

− 2Pg + Ng(T ) + 2Ng(T, σ)

=
1

π
Im

D∫

C

g′(z)
g(z)

dz +
1

π
Im

F∫

D

g′(z)
g(z)

dz +
1

π
Im

C∫

O

b′g(z)

bg(z)
dz.

Â õ Ñ

OPÄ|Ó3Ì�×�Í�Ê3Í�Ë	äÝÖ�¿2À3Í�Ä�×�ä�Â õ Ñ�Ì	ÕÝÂ�Ï�Ñ|È	×�¼<Æ°¿ëÊ	Ë	Ì'ÒoÍ�Æx»mËoº�Ö�Í�Á3Ä�×�Ö Ú

Pg =
1

2π
Im

∫

FDC

b′g(z)

bg(z)
dz +

1

π
Im

O∫

C

b′g(z)

bg(z)
dz.

Â ö Ñ

c!¼/Ë3Æ Ú Ó�ºÝÂ ö ÑRÊ3¼/»'º�Õ�¿2Ö#º/Í�×�È�À	×�¼TÕ�Áoº�À3Í�Á	Ì3Í Pg
Ô'Ö/Ó3Ô	Í�×�Ä�Ô�¼/Ê	Ë3Í|ÒoÍ|ÓoÍ�Á	Á	¿¦Æj¼/Ê3Í�Ëoº�×�¼/Ë3¼�Æ Â ÙNÚ Á	»	Û	Ì'ã¼/Áoº�Óo¼�Æ�Ñ�¼/×

bg(z)
Ç	O,Ø�Æ,¼�ÞêÁ3¼²Ê	Ë	Ì'Ò�º�×�ä<¾�¼�ÓoÍ�ÍY»�¼�Æ°Êoº�»	×�Á	¿2Ø�Ö�Ì'Ò�Ç'MYË3Í|Ò3Ö#º�Ë	Ì	×�Í|Ó3ä�Á3¼Ý¼�¾�¼/Õ�Áoº�À	Ì3Æ

Ä�Ì3Æ°Ö�¼�Óo¼�Æ
P̃g

Ä Ú Æ,Æ Ú Ê3¼/Ë#Ô�Ò3»�¼/Ö�Ö�Ä�Í|å�Ê3¼�Ó3ßYÄ�¼/Ö ÙNÚ Á	»	Û	Ì	Ì bg(z) Ì	ÕêÊ3¼�Óo¼�Ä�¿ E
1
2
+h1

1
2
−h

ÂÅÄ�¼/à�Ó�º/Ä�Á3¼
Ì3Ä�å#¼�Ò3Á	¿¦Æ·Ê	Ë3Í|Ò	Óo¼�Þ!Í�Á	Ì	Ô	Æ2ÈoÖ�Ä�Í ò ×�Ì�Ê3¼�Ó3ßYÄ�¿èÊ	Ë	Ì	Áoº�Ò	ÓoÍ�Þ²º�×�Ê	Ë3¼�Æ,Í�Þ Ú ×�» Ú (12 , 12 + h1

] Ñ|Ç 	 ¼/à�Ò�º

1

2
Im

∫

FDC

b′g(z)

bg(z)
dz + Im

O∫

C

b′g(z)

bg(z)
dz

=
1

2
Im

∫

FDCOF

b′g(z)

bg(z)
dz + Im

O∫

C

b′g(z)

bg(z)
dz +

1

2
Im

∫

FOC

b′g(z)

bg(z)
dz = π(P̃g − Ñσ(T, σ).

�oÒoÍ�Ä�ä
Ñσ(T, σ) î Ä Ú Æ,ÆPºï»	Ëoº�×�Á3¼�Ä�×�Í�ØjÖ�Ä�Í|å�Ö�¼/Õ�Æ,¼�ÞêÁ	¿6åáÁ Ú ÓoÍ�Ø bg(z) ÈE»�¼/×�¼/Ë	¿¦Í�Æ,¼/à Ú ×�Áoº�å#¼�ãÒ3Ì	×�ä�Ä�ÔÝÖ!Ê	Ë3¼�Æ,Í�Þ Ú ×�»�Í^Ö�Í�â²Í�Ä�×�Ö�Í�Á	Á3¼/Øm¼�Ä�Ì [12 +h1, 12 +σ

) È�»�¼/×�¼/Ë	¿2Ø�ÓoÍ�ÞêÌ	×!Ö�Á Ú ×�Ë	Ì�×�Ë3Í Ú à�¼�Ó3ä/ãÁ	Ì	»'º
FDC

Ç 	 º�»	Ì3Æ·¼�¾/Ëoº�Õ�¼�Æ2È
Pg = P̃g − ˜Nσ(T, σ)

Ç
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D�B����RnRq/³Pq�´,q#sRtRq�±oq�´,t �RtRs

Ng(T )
t

Ng(T, σ)
B

�ê¶�sRlo±osRloq�¶�lolo¸'sRl���q#sRtRqï³°´��xu�´,µ	¶�¶�µ
K0

M Ú Ä�×�ä σ ∈ (h1, h)
È
g ∈ K0

ÇEVYÕÝ¼�¾/¿2À	Á3¼/Øá×�Í�¼/Ë3Í�Æ°¿>Í|Ò3Ì	Á3Ä�×�Ö�Í�Á	Á3¼�Ä�×�ÌfÒ	Ó3Ôáº�Áoº�Ó3Ì	×�Ì	À3Í�Ä�»�¼/Ø
ÙNÚ Á	»	Û	Ì	ÌêÄ|ÓoÍ|Ò Ú Í�×NÖYÒ�º�Á	Á3¼�Æ�Ä|Ó Ú Àoº/ÍNÂÅÄ Ú À3Í�×�¼�ÆÜ¼/Ê	Ì3Ä�º�Á	Á	¿6åêÖ�¿2ì²Í6Ä�Ö�¼/Ø3Ä�×�Ö ÙNÚ Á	»	Û	Ì	Ø²Ì	Õ6»'Ó�º/Ä�Ä�º
K0
Ñ|È�À	×�¼�Æ°Á3¼�Þ!Í�Ä�×�Ö�¼

Φg
Ö�Ä�Í|å

g
ã Ë3Í�à Ú Ó3Ô'Ë	Á	¿6å½¼/Ë�Ò3Ì	Áoº�×�Ö�Ä�ß6Ò Ú Ê'Óo¼/×�Á3¼�Ö (−∞, 0) ∪ (0,+∞)

È
º2Æ°Á3¼�Þ!Í�Ä�×�Ö�¼

Ψg
Ö�Ä�Í|å

g
ã Á3Í�Ë3Í�à Ú Ó3Ô'Ë	Á	¿6å!¼/Ë�Ò3Ì	Áoº�×YÆ,¼�ÞêÁ3¼¦Ö�Ä�Í�à�Ò�º¦Ê	Ë3Í|ÒoÄ�×/º�Ö�Ì	×�äYÖ¦Ö�Ì'ÒoÍ {±tn}Nn=1

È
à�ÒoÍ

1 6 N 6 ∞ Ì
tn ↑ +∞ Ê	Ë	Ì

N = +∞ Ç �Eº Ù Ì	»�Ä�Ì	Ë Ú Í�Æ »'º�» Ú ßLã Ó3Ì3¾�¼ g ã Á3Í�Ë3Í�à Ú Ó3Ô'Ë	Á Ú ß[¼/Ë'ã
Ò3Ì	Áoº�× Ú τ0 ÂÅ¾�Í�ÕLÊ3¼/×�Í�Ë	Ì�¼�¾/â!Á3¼�Ä�×�ÌïÆ,¼�ÞêÁ3¼!Ä�À	Ì	×/º�×�ä3È#À	×�¼ 0 < τ0

Ñ°Ì<Áoº�Ø'ÒoÍ�Æ�Ò3Ö�Í¦Ê3¼�Ä|ÓoÍ|Òo¼/Ö#º�×�Í|Ó3ä/ã
Á3¼�Ä�×�Ì {T (j)

k }∞k=1

È
j = 1, 2, g

ã Ë3Í�à Ú Ó3Ô'Ë	Á	¿6å�¼/Ë�Ò3Ì	Áoº�×!×/º�»	Ì3Í�È�À	×�¼TÊ	Ë	Ì k → ∞ T
(1)
k ↑ τ0

È
T
(2)
k ↓ τ0

È
Ê	Ë	Ì	À3Í�ÆÜÖ^Ì	Á	×�Í�Ë	Ö#º�ÓoÍ

(T
(1)
1 , T

(2)
1 )

Â º'È/Ä|ÓoÍ|Òo¼/Ö#º�×�Í|Ó3ä�Á3¼	È�Ì!ÖLÓ3ßY¾�¼�Æ�Ì	Á	×�Í�Ë	Ö#º�ÓoÍ
(T

(1)
k , T

(2)
k )

È
k > 1

Ñ
g
ã Á3Í�Ë3Í�à Ú Ó3Ô'Ë	Á	¿6å�¼/Ë�Ò3Ì	Áoº�×�Èo»	Ë3¼�Æ,Í τ0 È	Á3Í�×�Ç3MN¼�Óo¼�ÞêÌ3ÆxÊ	Ë	Ì k = 1, 2, 3, . . .

È
j = 1, 2,

A
(j)
k :=

(
1

2
− σ − iT

(j)
k

)
, C

(j)
k :=

(
1

2
+ σ − iT

(j)
k

)
,

D
(j)
k :=

(
1

2
+ σ + iT

(j)
k

)
, F

(j)
k :=

(
1

2
− σ + iT

(j)
k

)

Ì�Ö�¼�Ä�Ê3¼�Ó3ä�Õ Ú Í�Æ,Ä�Ô Ù ¼/Ë3Æ Ú Óo¼/ØfÂ ô Ñ|È3Ä�¼/à�Ó�º/Ä�Á3¼<»�¼/×�¼/Ë3¼/Ø�Ê	Ë	Ì T = T
(j)
k

− Pg + Ng(T
(j)
k ) + 2Ng(T

(j)
k , σ)

=
1

2π
Im

∫

F
(j)
k D

(j)
k C

(j)
k

b′g(z)

bg(z)
dz +

1

π

[
µ

(
1

2
− σ + iT

(j)
k

)
− µ

(
1

2
+ σ − iT

(j)
k

)]

Â�Õ�ÒoÍ�Ä�ä3È�»'º�»ÜÌ�Ëoº�Á	ä�ì²Í�È
µ(x, y) î Ê	Ë3¼/Ì	Õ�Ö�¼�Ó3ä�Áoº�Ô ÙNÚ Á	»	Û	Ì	Ô�Ì	Õ²Æ°Á3¼�Þ!Í�Ä�×�Ö#º Mg

Ñ|ÇEGL×�Ä�ß6Ò�ºÝÊ	Ë	Ì
Ó3ßY¾�¼�Æ

k > 1

Ng(T
(2)
k )−Ng(T

(1)
k ) + 2

[
Ng(T

(2)
k , σ)−Ng(T

(1)
k , σ)

]

=
1

2π

[
Im

∫

F
(2)
k D

(2)
k C

(2)
k

b′g(z)

bg(z)
dz − Im

∫

F
(1)
k D

(1)
k C

(1)
k

b′g(z)

bg(z)
dz

]

+
1

π

[
µ

(
1

2
− σ + iT

(2)
k

)
− µ

(
1

2
− σ + iT

(1)
k

)]

+
1

π

[
µ

(
1

2
+ σ − iT

(1)
k

)
− µ

(
1

2
+ σ − iT

(2)
k

)]
.

Â ø Ñ

OPÄ|Ó3ÌêÁ3¼�Æ,Í�Ë
k > 1

Á3Í�¼/à�Ëoº�Á	Ì	À3Í�Á	Á3¼YÖ�¼/Õ�Ëoº/Ä�×/º/Í�×�È�×�¼LÓoÍ�Ö#º�Ô!Àoº/Ä�×�äYËoº�Ö�Í�Á3Ä�×�Ö#ºêÂ ø Ñ�Ä�×�Ë3Í�Æ°Ì	×�Ä�Ô²»
»�¼/Á3Í�À	Á3¼�Æ Ú À	Ì3Ä|Ó Ú 2α0+4β0

È�à�ÒoÍ
α0 = α0(g) î »	Ëoº�×�Á3¼�Ä�×�äYÖ�¼/Õ�Æ,¼�ÞêÁ3¼/à�¼YÁ Ú Ó3Ô g(z) Ö�Ì'Ò�º 1

2+iτ0
È

º
β0 = β0(g) î Ä Ú Æ,ÆPº<»	Ëoº�×�Á3¼�Ä�×�Í�ØÜÖ�Ä�Í|å½Â�×/º�»	Þ!Í²Ö�¼/Õ�Æ,¼�ÞêÁ	¿6åoÑ¦Á Ú ÓoÍ�Ø�×�¼/Ø�Þ!Í ÙNÚ Á	»	Û	Ì	Ì g(z) ÈÌ3Æ,Í�ß^â!Ì'åáÖ�Ì'Ò 1

2 + x + iτ0
È
0 < x 6 h1

Ç�UN¼�×�¼/à�Ò�º�ÌfÊ	Ëoº�Ö#º�ÔfÀoº/Ä�×�ä�Ëoº�Ö�Í�Á3Ä�×�Ö#ºjÂ ø Ñ^Òo¼�Ó3ÞêÁoº
Ä�×�Ë3Í�Æ°Ì	×�ä�Ä�Ôê»²×�¼�Æ Ú Þ!Í�Ê	Ë3Í|ÒoÍ|Ó Ú 2α0+4β0

È�»'º�»�¼/Ö#ºN¾/¿½Á	Ìê¾/¿6Ó�º ÙNÚ Á	»	Û	Ì	Ô µ Ì	Õ Mg
Ñ|Ç/MYË	Ì ò ×�¼�ÆÖ�Í|Ó3Ì	À	Ì	Á	¿

α0
Ì
β0
Æ,¼/à Ú ×êÊ	Ë	Ì	Á	Ì3ÆPº�×�ä<Ó3Ì	ì!äêÕ�Áoº�À3Í�Á	Ì	Ô 1, 2, . . . î ÌmÖ�Ä�Í�à�Ò�º�Â�×/º�»�»'º�»

τ0 ∈ Ψg
Ñ

2α0 + 4β0 > 2
Ç
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ν :=

∫

F
(2)
k D

(2)
k C

(2)
k

b′g(z)

bg(z)
dz −

∫

F
(1)
k D

(1)
k C

(1)
k

b′g(z)

bg(z)
dz =

∫

F
(2)
k D

(2)
k D

(1)
k

(·) dz +
F

(1)
k∫

D
(1)
k

(·) dz +
C

(2)
k∫

C
(1)
k

(·) dz.

�oÒoÍ�Ä�ä<ÌmÒ�º�ÓoÍ�Í
(·) = b′g(z)

bg(z)

ÇoGL×�Ä�ß6Ò�º

Im ν = Im
∫

F
(2)
k D

(2)
k D

(1)
k F

(1)
k F

(2)
k

(·) dz + Im
F

(1)
k∫

F
(2)
k

(·) dz + Im
C

(2)
k∫

C
(1)
k

(·) dz

= Im
∫

F
(2)
k D

(2)
k D

(1)
k F

(1)
k F

(2)
k

(·) dz + Im
F

(1)
k∫

F
(2)
k

[
b′g(z)

bg(z)
+

b′g(1−z)
bg(1−z)

]
dz

= Im
∫

F
(2)
k D

(2)
k D

(1)
k F

(1)
k F

(2)
k

(·) dz + 2 Im
F

(1)
k∫

F
(2)
k

b′g(z)

bg(z)
dz = 2 Im

F
(1)
k∫

F
(2)
k

b′g(z)

bg(z)
dz = −2 Im

F
(2)
k∫

F
(1)
k

b′g(z)

bg(z)
dz.

X^À	Ì	×�¿2Ö#º�ÔEÈ	À	×�¼
lim
k→∞

F
(2)
k∫

F
(1)
k

b′g(z)

bg(z)
dz = 0

È	Ì	ÕÝÂ ø Ñ�Ê3¼�Ó Ú À	Ì3Æ

2π(α0 + 2β0) = lim
k→∞

{[
µ

(
1

2
− σ + iT

(2)
k

)
− µ

(
1

2
+ σ − iT

(2)
k

)]

+

[
µ

(
1

2
+ σ − iT

(1)
k

)
− µ

(
1

2
− σ + iT

(1)
k

)]}
.

Â ú Ñ

MYË	Ì ò ×�¼�ÆfÄ�¼�¼/×�Á3¼/ì²Í�Á	Ì3Í²Â ú Ñ°Ä�Ê	Ëoº�Ö�Í|Ò	Ó3Ì	Ö�¼TÒ	Ó3ÔêÓ3ßY¾�¼/Ø ÙNÚ Á	»	Û	Ì	Ì µ(x, y) Ì	Õ Mg
È�Í�Ä|Ó3Ì

g ∈ K0
Ì

σ ∈ (h1, h)
Ç���×�Ì3Æ÷¼�¾�Ä�×�¼�Ô'×�Í|Ó3ä�Ä�×�Ö�¼�ÆèÆ,¼�ÞêÁ3¼�Ö�¼�Ä�Ê3¼�Ó3ä�Õ�¼/Ö#º�×�ä�Ä�Ô�Ì�ÈoÊ3¼�Òo¾/Ì	Ëoº�ÔÜÊ3¼�Ò	å#¼�Ò3Ô'â!Ì3Æë¼�¾�ã

Ëoº�Õ�¼�Æ ÙNÚ Á	»	Û	Ì	ß µ È�Ê3¼�Ó Ú À	Ì3Æ�Ì	ÕYÂ ú Ñ@Òo¼�Ä�×/º�×�¼/À	Á3¼Lå#¼/Ë3¼/ì!Ì3Í�¼/Û3Í�Á	»	Ì²Ä�Ö�Í�Ë�å Ú Ò	Ó3ÔTÊ3¼�Óo¼�ÞêÌ	×�Í|Ó3ä�Á3¼/ØÖ�Í|Ó3Ì	À	Ì	Á	¿
α0 + 2β0

Ç�VYÕ�Óo¼�Þ!Í�Á	Ì	ßíÊ3¼�Ó Ú À3Í�Á	Á	¿6åfÁoº ò ×�¼�ÆèÊ Ú ×�ÌfË3Í�Õ Ú Ó3ä�×/º�×�¼/Ö�Ê	Ë3Í|Ò3Ê3¼�Ó�º�à�º/Í�×�Ä�ÔÊ3¼�Ä�Ö�Ô'×�Ì	×�ä�¼/×�ÒoÍ|Ó3ä�Á Ú ß`Ä�×/º�×�ä�ß²Ç

=@B �\³PtRs �Rl�³Pu�´,µ	¶�¶�u�´,µ	¶�¶�µ
K0 �

¶�± ���#µ	sRs �êr·¶�lop���t��^t·n �@³Pµ��^t	�ÜtRnRt�
@´,q
G^¾�¼/Õ�Áoº�À	Ì3Æ[Ä�Ì3Æ°Ö�¼�Óo¼�Æ

K1
Æ°Á3¼�Þ!Í�Ä�×�Ö�¼jÖ�Ä�Í|å ÙNÚ Á	»	Û	Ì	Ø g(z) È�¼�¾�Ó�º�Ò�º�ß^â!Ì'å·Ä|ÓoÍ|Ò Ú ß^â!Ì3Æ°ÌÄ�Ö�¼/Ø3Ä�×�Ö#º/Æ°Ì�ñ

� Ñ
g(z)

Ô'Ö/Ó3Ô	Í�×�Ä�ÔÝÄ Ú Æ,Æ,¼/ØÝË#Ô�Ò�º^Q\Ì	Ë	Ì'å�ÓoÍ g1+
∞∑
k=2

gke
−λkz È�Ì3Æ,Í�ß^â²Í�à�¼T»�¼/Á3Í�À	Á Ú ßæº/¾�Ä�Û	Ì3Ä�Ä Ú

ag
º/¾�Ä�¼�Ó3ß^×�Á3¼/Ø�Ä�å#¼�Ò3Ì3Æ,¼�Ä�×�Ì�Â�×�Ç�Í�Ç

ag < +∞ Ñ|ó/Ê	Ë	Ì ò ×�¼�ÆÜÒ	Ó3Ô²Ó3ßY¾�¼/à�¼ k > 1 gk ∈ C
È
gk = gk(g)

È
g1 6= 0

ó
ag ∈ [12 ,+∞)

ó
Ï�Ñ ∀ z ∈ Eag g(z̄) = g(z)

ó
ô Ñ ∀ k > 2 λk = λk(g) ∈ R+ = (0,+∞)

Ì
0 < λ2 < λ3 < . . . < λk ↑ +∞ ó

õ Ñ ÙNÚ Á	»	Û	Ì	Ô g(z) º�Áoº�Ó3Ì	×�Ì	À3Í�Ä�»	Ì²Ê	Ë3¼�Òo¼�Ó3Þ²º/Í�×�Ä�ÔêÌ	Õ Eag

Ö
E 1

2
−h
È�à�ÒoÍ

h = h(g) î »'º�»�¼�Í|ã Ó3Ì3¾�¼À	Ì3Ä|Óo¼^Ì	Õ6Ì	Á	×�Í�Ë	Ö#º�Ó�º
(x0− 1

2 ,+∞)
È�º
x0 î ÂÅÍ|Ò3Ì	Á3Ä�×�Ö�Í�Á	Á	¿2Ø�ÑRÖ�Í�â²Í�Ä�×�Ö�Í�Á	Á	¿2Ø<»�¼/Ë3Í�Á	ä Ú Ëoº�Ö�Á3Í�Á	Ì	Ô

|g1| =
∑∞

k=2 |gk|e−λkx
ó�Ê	Ë	Ì ò ×�¼�ÆÃÂ�Ê	Ë3¼�Òo¼�Ó3Þ!Í�Á	Áoº�ÔoÑ ÙNÚ Á	»	Û	Ì	Ô g(z) º�Áoº�Ó3Ì	×�Ì	À	ÁoºYÖ�¼^Ö�Ä�Í|å!×�¼/À	»'º�å



ö 
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Õ�º/Æ°»	Á Ú ×�¼/ØjÊ3¼�Ó Ú Ê'Óo¼�Ä�»�¼�Ä�×�Ì E 1

2
−h
ÈEÕ�ºmÌ3Ä�»'Ó3ß^À3Í�Á	Ì3Í�Æ2È°¾/¿2×�äÜÆ,¼�Þ!Í�×�ÈR»�¼/Á3Í�À	Á3¼/à�¼�À	Ì3Ä|Ó�º�×�¼/À3Í�»�È

Ëoº/Ä�Ê3¼�Óo¼�Þ!Í�Á	Á	¿6å�ÖêÊ	Ë3¼�Æ,Í�Þ Ú ×�»�Í (12 , x0] ÌmÔ'Ö/Ó3Ô'ß^â!Ì'å#Ä�ÔmÊ3¼�Ó3ßYÄ�º/Æ°Ì g(z) óö Ñ ÙNÚ Á	»	Û	Ì	Ô g(z) ¼/×�Ó3Ì	À	Áoºï¼/×�Á Ú Ó3Ô�Ö�¼ÝÖ�Ä�Í|å�×�¼/À	»'º�åÜÄ�Í�à�Æ,Í�Á	×/º [12 − h, x0]
ÈoÖ�»�¼/×�¼/Ë	¿6åÜ¼/Áoº

º�Áoº�Ó3Ì	×�Ì	À	Áoº'ó
ø Ñ6Ö<Õ�º/Æ°»	Á Ú ×�¼/Ø�Ê3¼�Óo¼�Ä�Í E

1
2
+h

1
2
−h ÙNÚ

Á	»	Û	Ì	Ô
g(z) Ú Òo¼/Ö/ÓoÍ�×�Ö�¼/Ë#Ô	Í�× ÙNÚ Á	»	Û	Ì3¼/Áoº�Ó3ä�Á3¼�Æ Ú�Ú Ëoº�Ö�Á3Í|ãÁ	Ì	ß

g(z) = bg(z)g(1 − z)
È@Ê	Ë	Ì	À3Í�Æ ÙNÚ Á	»	Û	Ì	Ô bg(z) Ú Òo¼/Ö/ÓoÍ�×�Ö�¼/Ë#Ô	Í�× Ú Ä|Óo¼/Ö�Ì	Ô	Æ ú ÑLÌ � Ñ¦Ì	Õ ��Ï�ÈÖ<»�¼/×�¼/Ë	¿6å

h1 = x0 − 1
2

Ç
VYÕ2¼/Ê	Ë3Í|ÒoÍ|ÓoÍ�Á	Ì	Ôê»'Ó�º/Ä�Ä�º

K1
Ä|ÓoÍ|Ò Ú Í�×�È/À	×�¼ K1 ⊆ K0

Ç�MN¼ ò ×�¼�Æ Ú Ò	Ó3Ô ÙNÚ Á	»	Û	Ì	Ø!Ì	Õ6»'Ó�º/Ä�Ä�º K1Ä�Ê	Ëoº�Ö�Í|Ò	Ó3Ì	Ö�¿IÖ�Ä�ÍYË3Í�Õ Ú Ó3ä�×/º�×�¿TÈoÊ3¼�Ó Ú À3Í�Á	Á	¿¦ÍTÖ � � ô � ö Ça�¼�Þ!Í�×Ü¾/¿2×�ä3È�Ä�º/Æ°¿¦ÆèÌ	Á	×�Í�Ë3Í�Ä�Á	¿¦Ææ»�¼/Á	»	Ë3Í�×�Á	¿¦ÆæÊ	Ë	Ì3Æ,Í�Ë3¼�Æ ÙNÚ Á	»	Û	Ì	ÌáÌ	Õ<»'Ó�º/Ä�Ä�º K1
Ô'Ö/ã

Ó3Ô	Í�×�Ä�Ô·Ò3Õ�Í�×/º�ã ÙNÚ Á	»	Û	Ì	ÔëH,Ì3ÆPº�Áoº ζ(z) Ç6_Tº�»·å#¼/Ë3¼/ì²¼jÌ	Õ�Ö�Í�Ä�×�Á3¼èÂÅÄ�Æ2ÇÉÈ�Áoº�Ê	Ë	Ì3Æ,Í�Ë�ÈNÎ õ È ö ÐÅÑ|È6¼/ÁoºË3Í�à Ú Ó3Ô'Ë	ÁoºêÖÝ»�¼�Ó3ä�Û3Í 0 < |z − 1| < +∞ È	Ì3Æ,Í�Í�×ÝÖÝ×�¼/À	»�Í
z = 1

Ê	Ë3¼�Ä�×�¼/Ø�Ê3¼�Ó3ßYÄTÌ�Ö<Ê3¼�Ó Ú Ê'Óo¼�Ä|ã»�¼�Ä�×�Ì
E1
Ô'Ö/Ó3Ô	Í�×�Ä�Ô�Ä Ú Æ,Æ,¼/Ø�¼�¾/¿2»	Á3¼/Ö�Í�Á	Á3¼/à�¼ÝË#Ô�Ò�º\Q\Ì	Ë	Ì'å�ÓoÍ�ñ

ζ(z) = 1 +
∞∑

n=2

n−z = 1 +
∞∑

n=2

1 · e−z lnn,

Ò	Ó3Ô »�¼/×�¼/Ë3¼/à�¼
aζ = 1

È
x
(ζ)
0 ∈ (1, 2) î »�¼/Ë3Í�Á	ä Ú Ëoº�Ö�Á3Í�Á	Ì	Ô 1 =

∑∞
n=2 n

−x È bζ(z) =

2(2π)z−1 sin πz
2 Γ(1 − z)

Ç!ð Ò�º�Á	Á3¼�Æ Ä|Ó Ú Àoº/Í·Æ,¼�ÞêÁ3¼æÊ3¼�Óo¼�ÞêÌ	×�ä h1 = h1(ζ) = x
(ζ)
0 − 1

2

È
ºÝÖï»'º�À3Í�Ä�×�Ö�Í

h = h(ζ)
Ö�Õ�Ô'×�ä�Ó3ßY¾�¼�Í²À	Ì3Ä|Óo¼ïÌ	Õ²Ì	Á	×�Í�Ë	Ö#º�Ó�º

(h1,
5
2)
Ç@a�¼�ÞêÁ3¼ï×/º�»	Þ!ÍêÊ3¼�Óo¼�ÞêÌ	×�ä

h1(ζ) = aζ = 1
È°º�Ö�»'º�À3Í�Ä�×�Ö�Í

h(ζ)
Ö�Õ�Ô'×�ä�Ó3ßY¾�¼�ÍÝÀ	Ì3Ä|Óo¼�Ì	ÕïÌ	Á	×�Í�Ë	Ö#º�Ó�º

(1, 52)
ÇRMYË	ÌÃÄ�ÒoÍ|Ó�º�Á'ã

Á3¼�ÆæÖ�¿¦¾�¼/Ë3Í�À	Ì3Ä�Í|Ó
h
Ì
h1

ç�Æ°Á3¼�ÞêÌ	×�Í|Ó3äáH,Ì3ÆPº�Áoº�é
bζ(z) Ú Òo¼/Ö/ÓoÍ�×�Ö�¼/Ë#Ô	Í�× Ú Ä|Óo¼/Ö�Ì	Ô	Æ ú Ñ�� � ÑNÌ	Õ

�<Ï�ÈE¼/×�» Ú Ò�º ζ(z) ∈ K1
Ç�KPÓoÍ|Òo¼/Ö#º�×�Í|Ó3ä�Á3¼	ÈEÒ	Ó3Ô�Ò3Õ�Í�×/º�ã ÙNÚ Á	»	Û	Ì	ÌáÄ�Ê	Ëoº�Ö�Í|Ò	Ó3Ì	Ö�¿>Ö�Ä�Í!Ë3Í�Õ Ú Ó3ä�×/º�×�¿Ì	Õ�� � ô � ö Ì�È°Ö�Àoº/Ä�×�Á3¼�Ä�×�Ì�ÈPÄ�¼�¼/×�Á3¼/ì²Í�Á	Ì	ÔæÂ�Ï�Ñ��@Â ú Ñ|È°Ö�»�¼/×�¼/Ë	¿6åÃÁoº�Òo¼ÜÊ3¼�Óo¼�ÞêÌ	×�ä

g(z) = ζ(z)
È

bg(z) = 2(2π)z−1 sin πz
2 Γ(1− z)

Ç

��tR¸'q#nRµ	¸ ��nRµ

þ ¡��������
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c[Q�U<;�L S<P1_eU�L û b N0SeX&O�N û b P�SeS

K0
X>=�O�NG_�X&O�X�_�f?;�L û = W�Q û U�L X&Q�S L S<L Q
Ue_�XA@4W û N�@�¡s¢ P û ;�= W�Q û U�L X&Q y(z)

= _�X&O
K0

S�P1U�L SCB�N�S
U<;�ND= W�Q û U�L X&Q�P�bxN�E
W�P1U�L X&Q y(z) = by(z)y(1 − z) F L U<; L U�S�X F QHG�KML N�O�P�Q�Q R S"O8W�b U�L f�b L NG_�I

by(z) F
;�L û ; L S�P

O�NG_�X&O�X�_�f?;�L û = W�Q û U�L X&Q F L U<;�_�N$P�b�J�NG_�X&S�P�Q-@ f�X&b N�S�¡�KMb bMf�X&b N�SvX>=�P�Q P1_�a�L Ue_-P1_MLN= W�Q û U�L X&QN= _�X&O
K0

P1_�N�_�N$P�b
P�Q-@�a�N�b X&Q?OvU�XvU<;�N�L Q
U�NG_�^&P�b

( 1
2
, 1
2
+ h1]

�
h1 = h1(y)

¡QP0SeL Q?OvU<;�N�U<;�N�X�_ML�X>=<_�N�SeL @4W�N�S F N8f4_�X1^)N8SeX&O�N�_�N�b P1U�L X&Qû X&Q�Q�N û U�L Q?OvU<;�N�= X&b b X F L Q?O�O�P>O&Q�L U�W-@4N�S��
Py
��U<;�N�SeW�O X>=>P�b b X�_R@4NG_�SxX>= f�X&b N�SxX>=

y ∈ K0 S Ny(T )
��U<;�N8SeW�O X>=

O8W�b U�L f�b L û L U�L N�S]X>=CP�b b J�NG_�X&S]X>= y ;�P$^sL Q?O�U<;�N�= X�_�O 1
2
+ iτ

�
|τ | < T S Ny(T, σ)

��U<;�N�SeW�O�X>=CO8W�b U�L f�b L û L U�L N�S0X>=CP�b b
J�NG_�X&S>X>=

y F ;�L û ;"b L N�S>L Q�SeL @4N]U<;�N0_�N û U-P�Q?O&b N F L U<;�^)NG_eU�L û N�S A = 1
2
− σ − iT

�
C = 1

2
+ σ − iT

�
D = 1

2
+ σ + iT

�
F = 1

2
− σ + iT

¡�T0NG_�N
T
L S�P

y
� _�NUO&W�b P1_�X�_R@4L Q�P1U�N|��U<;�P1U�L S��

y(z)
L S8P�Q�P�b LsU�L û P�Q-@V;�P�S�Q�X�J�NG_�X&S8X&Q2U<;�N�b L Q�N

Im z = T
�
Re z ∈ R

�
σ ∈ (h1, h)

�
h = h(y)

�
σ
L S û ;�X&SeN�Q�L Q�SeW û ;{P�O�P�Q�Q�NG_MU<;�P1U

y(z) 6= 0
X&Q�U<;�N�SeNUO&O�N�Q
U�S

[F, A]
P�Q-@

[C,D]
¡XW1;�N�f4_�X&a�b N�O X>=YB�Q-@4L Q?O{U<;�N�O�P>O&Q�L U�W-@4N�S�X>=

Py
�

Ny(T )
P�Q-@

Ny(T, σ) F
L U<;�U<;�NZ;�N�b f

X>= û X�_e_�N�Sef�X&Q-@4L Q?O û ;�P1_-P û U�NG_�L S U�L û S"X>=�U<;�N[G�KML N�O�P�Q�Q R S�O8W�b U�L f�b L NG_�I
by(z)

L Svf�X&SeN�@�¡XW1;�L Svf4_�X&a�b N�O L SvSeX&b ^)N�@
L Q2U<;�N�f�P�f�NG_�= X�_

Py
¡+d"X�_�N�X1^)NG_�� U<;�N�X&a4U-P�L Q�N�@{N�E
W�P�b L U\L2N�Q�P�a�b N�SxX&Q�N�U�X�@4N�@4W û N�PZ@4N�B�Q�L U�N8_�N�b P1U�L X&Q U<;�N�b N�= U

f�P1_eU�X>= F ;�L û ; û X&Q
U-P�L Q�S]U<;�N8QsW�O8a�NG_ 2αT0
+ 4βT0

F ;�NG_�N T0
L SxP1_�a�L Ue_-P1_ML

y
�£Q�X&Q4_�NUO&W�b P1_�X�_R@4L Q�P1U�N|�

αT0

L S]U<;�N
O8W�b U�L f�b L û L U�L N�SiX>=�P�b b4f�X&SeSeL a�b NXJ�NG_�X0X>= y X>=�U<;�N]= X�_�O 1

2
+iT0

�
βT0

L S�U<;�N<SeW�O X>=�O8W�b U�L f�b L û L U�L N�SiX>=�P�b b4f�X&SeSeL a�b N1J�NG_�X&S
X>=

y
a�N�b X&Q?O&L Q?OxU�X 1

2
+ iT0,+∞+ iT0

¡sc£U<L SCf4_�X1^)N�@8U<;�P1U<U<;�N û b P�SeS
K0
û X&Q
U-P�L Q�S<U<;�N>KML N�O�P�Q�Q R S T�NGU-P��[V�W�Q û U�L X&Q#¡

^�_A`[acb-d>egf|QJ�NG_�X&SMX>=iO�NG_�X&O�X�_�f?;�L û = W�Q û U�L X&Q�S��?= W�Q û U�L X&Q�P�b N�E
W�P1U�L X&Q#¡


