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a7Ç/È	É3Ç�Ê�ËlÌ�Í�È'ÎIÇ�Ï£Ð/Î�Ñ�Ò�Ç/È3Í�É3Í�Ó3Ç�Ê�Ñ�ÐuÈ3Ç/Ô	Ð#Ñ�ÕVÖ'Ð/Î3Ö'×bÌ�Ê�ÖVØRÙ�Ó'Ú�Ñ/Û,Í�Ó	Ì/Ñ�Î3Ü�Ó	Ë�Û5Ý�È	É	ÝVÉ3Í�Þ¢Í�Ó	Ý	Ý

Û5Ó3Ç/Ò�Ý'Õ�ß�Ñ�Ú�Ñ�Ô�Ò�Ý'Ú3É3Ç�ÎIÇ/Ò�Ý	Ý�à�Ñ�Ò�É3Ç�ØRÝ	ß�Ý	á	Ý�àBÒ�Î3Ö'â	Ý3Ç�ÎIÇ/Ò�Ý	Ý�àEã�á�Ç�ÎIÇ/Ò�Ý	Ý�à�Ê�Ì�É3Ç/Ý	Ì�Í�Î3Ü�Ó3Ç/äåØRÝ	ß�Ý	á	Ý�Ý
Ú3É	Ù�Ò�Ý'Õ>Ç�æ�Î�Ñ/Ê�Ì�Í�ä¹ÓIÑ�Ù�á	Ý�ç'QZÎIÇ�è�Ó3Ç�ÍiÐ�ß�Ñ�Ý3Û,Ç�ÚIÍ�ä3Ê�Ì�Ð�Ý3ÍbÈ3Ç/Ì�Ç/á�Ç/ÐPÌ�Í�È'Î�ÑRÐdÈ3Ç/Ô	Ð�Ç�Ï£Ò�É	Ù�Ó	Ì/Ñ�Õ¹Ý¹Ê�Ó3Í�è¢Ï
Ó3Ç�ÛåÈ3Ç/á	É3Ç/Ð�ÍbÇ�æ/Ù�Ê�ÎIÇ/Ð/Î3Ý	Ð#Ñ/Í�Ì�È	É3Ç/Ì�Í�á'Ñ�Ó	Ý3ÍMÈ	É3Ç/â3Í�Ê�Ê�Ç/Ð!Ý	Ó3ØRÝ'Î3Ü�Ì�ÉIÑ�â	Ý	Ý�à	Û5Ý	Ò�ÉIÑ�â	Ý	ÝéÝ�Û,Ç/É3Ç/ß�Ó3Ç/Ò�Ç
È	Ù�Ô3Í�Ó	Ý	ÖEà	Ý3Ê�ÈIÑ�É3Í�Ó	Ý	ÖxÝ�Ì�ÉIÑ�Ó3Ê�È	Ý	ÉIÑ�â	Ý	Ý�à�Û,Í�Ì/Ñ/Û,Ç/É3ØRÝ	ß�ÛZÑ�ÝuÊ�Ó3Í�Ò�Ç/Ì/Ñ�Ö'Ó	Ý	ÖEç

a7Ç/È	É3Ç�Ê�ËVÌ�Í�È'ÎIÇ/Ð�Ç/Ò�ÇiÝPÐ�Ç�Ú3Ó3Ç/Ò�ÇiÉ3Í�è�Ý3ÛZÑ�á�Ç/É	Ó3Í�Ç�æ/Ý	Ì/Ñ/Í�Û,Ç/Ò�ÇdÊ�ÎIÇ�ÖdÈ3Ç/Ô	Ð�Ëdà�È	É3Ç/â3Í�Ê�Ê�Ç/ÐbÝ3Ê�ÈIÑ�É3Í�Ï
Ó	Ý	Ö¹Ý¹Ì�ÉIÑ�Ó3Ê�È	Ý	ÉIÑ�â	Ý	ÝéÝ3Û,Í�×bÌ!Ð#Ñ�è�Ó3Ç�Íiß�ÓIÑ�Ô3Í�Ó	Ý	Ö¹Ú	Î3Ö¹Ê�Í�Î3Ü�Ê�á�Ç/Ò�ÇPÕ#Ç/ß�Ö'ä3Ê�Ì�Ð#Ñ'ç�[¢Ñ�Ó	Ó	Ë�ÍiÈ	É3Ç/â3Í�Ê�Ê�Ë
Ç/È	É3Í�ÚIÍ�Î3Ö'×bÌMÙ�Ê�ÎIÇ/Ð�Ý	Ö!È3Í�É3Í�ß�Ý3Û,Ç/Ð�á	Ý¢Ý!È	É3Ç/Ý	ß�ÉIÑ/Ê�Ì/Ñ�Ó	Ý	Ö>Ê�Í�Î3Ü�Ê�á�Ç�Õ#Ç/ß�Ö'ä3Ê�Ì�Ð�Í�Ó	Ó	Ë7Õ�á	Ù�Î3Ü�Ì�Ù�É�ç/a7Í�Î3Ý'Ï
á'Ñ¢É3Ç�Î3Ü¹Û5Ý	Ò�ÉIÑ�â	Ý	ÝxÝxÝ	Ó3ØRÝ'Î3Ü�Ì�ÉIÑ�â	Ý	ÝuÐ/Î�Ñ�Ò�ÝxÐ>ØdÇ/É3Û5Ý	É3Ç/Ð#Ñ�Ó	Ý	ÝxÈ	É3Ç�Ú3Ù�á	Ì�Ý	Ð�Ó	Ë7Õxß�Ñ�ÈIÑ/Ê�Ç/Ð¹Ð/Î�Ñ�Ò�Ý
ÓIÑ�Ê�Í�Î3Ü�Ê�á�Ç�Õ#Ç/ß�Ö'ä3Ê�Ì�Ð�Í�Ó	Ó	Ë7Õ�È3Ç�Î3Ö�ÕEç

cRÊ�Ê�ÎIÍ�ÚIÇ/Ð#Ñ�Ì�Í�Î3Ý!Ð�Ê�Í�Ê�Ð�Ç�Í,Ð�Ó	Ý3ÛZÑ�Ó	Ý3ÍZá�Ç/Ó	â3Í�Ó	Ì�É	Ý	É	Ù�×bÌbÓIÑ7Ð�Ç/ß�Û,Ç�è�Ó3Ç�Ê�Ì�Ý¢Ç/Ì�ÉIÑ�è!Í�Ó	Ý	ÖPÐ7Õ�Ñ�ÉIÑ�á'Ï
Ì�Í�É3Í¹Ý3Ê©Õ#Ç�Ú3Ó	Ë7ÕVÙ�ÉIÑ�Ð�Ó3Í�Ó	Ý	äêÊ�È3Í�â	Ý3ØRÝ	Ô3Í�Ê�á	Ý'ÕVÇ�Ê�Ç�æ�Í�Ó	Ó3Ç�Ê�Ì�Í�äêÝ	ß�Ù�ÔIÑ/Í�Û5Ë7ÕVÛZÑ/Ê�Ê�Ý	Ð�Ç/Ð3à�Ý'ÕåÊ�Ì�É	Ù�á'Ï
Ì�Ù�É	Ëdà3ØRÝ	ß�Ý	Ô3Í�Ê�á	Ý'ÕxÊ�Ð�Ç/ä3Ê�Ì�Ð3à	È	É3Ç/Ì�Í�á'Ñ�×bë!Ý'ÕxÐ�Ó	Ý'ÕéÈ	É3Ç/â3Í�Ê�Ê�Ç/Ð�ì í�î�Ý�Ì�ç'Ú�ç

UZÊ�Î3ÝuÙ�ÉIÑ�Ð�Ó3Í�Ó	Ý3ÍRÈ3Í�É3Í�Ó3Ç�Ê�Ñ�Ð/Î�Ñ�Ò�Ý
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jlÐ�É3Í�Û5ÖEà

D
jlá�Ç/ã�ØdØRÝ	â	Ý3Í�Ó	Ì>Ú3Ý3ØMÏ

ØRÙ�ß�Ý	Ð�Ó3Ç�Ê�Ì�Ý�à�È	É3Í�Ú3È3Ç�Î�Ñ�Ò�Ñ/Í�Ì�æ�Í�Ê�á�Ç/Ó3Í�Ô	Ó	Ù�×WÊ�á�Ç/É3Ç�Ê�Ì�Ü!ÉIÑ/Ê�È	É3Ç�Ê�Ì�ÉIÑ�Ó3Í�Ó	Ý	Ö�Ð�Ç/ß�Û5Ù�ë¢Í�Ó	Ý	ÖEà�Ì�ÇRÙ�ÉIÑ�Ð/Ï
Ó3Í�Ó	Ý3ÍdK!ç	aMç	]RË2á�Ç/Ð#Ñ

∂W

∂t
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∂2W

∂t2
=

∂

∂x
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∂W

∂x

]
ï í ñ

Ù�Ô	Ý	Ì�Ë2Ð#Ñ/Í�Ì¹á�Ç/Ó3Í�Ô	Ó	Ù�×óÍ�Ò�Ç>Ê�á�Ç/É3Ç�Ê�Ì�Ü3ç
aôÌ�Çêè!Í�Ð�É3Í�Û5ÖnÐ�Í�Ê�Ü�ÛZÑ�Ê�Ù�ë¢Í�Ê�Ì�Ð�Í�Ó	Ó3ÇêÐ�Ð�Í�ÚIÍ�Ó	Ý3Í�ÚIÇ/È3Ç�Î3Ó	Ý	Ì�Í�Î3Ü�Ó3Ç/Ò�ÇõÊ�Î�Ñ�Ò�Ñ/Í�Û,Ç/Ò�Ç

A1
∂2W
∂t2

à
Ú�Ñ�è!Íbá�Ç/Ò�Ú�Ñ¢Ç/Ó3Ç!ÛZÑ�ÎIÇ	ç	ObÊ�Ç�æ�Í�Ó	Ó3Ç¢É3Ç�Î3Ü!È3Ç�Ê�ÎIÍ�Ú3Ó3Í�Ò�Ç�Ê�Ì/Ñ�Ó3Ç/Ð�Ý	Ì�Ê�Öéß�Ñ/Û,Í�Ì�Ó3Ç/äéÐ!È	É3Ç/â3Í�Ê�Ê�Ñ�ÕEà�È	É3Í�Ú	Ï
È3Ç�Î�Ñ�Ò�Ñ�×bë!Ý'Õuæ/Ë�Ê�Ì�É	Ë�ÍRá�Ç�ÎIÍ�æ�Ñ�Ó	Ý	ÖxÐ/Î�Ñ�è�Ó3Ç�Ê�Ì�ÝuÓIÑ¢Ò�ÉIÑ�Ó	Ý	âIÑ�Õ�Ý3Ê�Ê�ÎIÍ�Ú3Ù�Í�Û,Ç/Ò�Ç�Ç�æ/ÉIÑ�ß�âIÑ¢È3Ç/Ô	Ð�Ëdç
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hMÉIÑ�Ð�Ý'Î3Ü�Ó3Ç�Í�Ý3Ê�Ì�Ç�Î3á�Ç/Ð#Ñ�Ó	Ý3Í�Ì�Ç/Ò�ÇéØPÑ�á	Ì/Ñ'àBá�Ç/Ò�Ú�Ñ�Ý�È	É	Ý�á'Ñ�á	Ý'Õ�Ù�Ê�ÎIÇ/Ð�Ý	Ö�Õ�È	É3Ç/Ý3Ê©Õ#Ç�Ú3Ý	ÌxÚ3Ð�Ý'Ï

è!Í�Ó	Ý3ÍiÐ/Î�Ñ�Ò�Ý�ÐdÈ	É#Ö	Û,Ç�ÛåÝ�Ç�æ/ÉIÑ�Ì�Ó3Ç�ÛåÓIÑ�È	ÉIÑ�Ð/ÎIÍ�Ó	Ý	Ö�ÕEà�Ð�Ç/ß�Û,Ç�è�Ó3ÇPÓIÑdÇ�Ê�Ó3Ç/Ð�ÍiÓ3Ç/Ð�Ç/Ò�Ç!Û,Ç�Ú3Ý3ØRÝ	â	Ý'Ï
É3Ç/Ð#Ñ�Ó	Ó3Ç/Ò�Ç>Ù�ÉIÑ�Ð�Ó3Í�Ó	Ý	ÖéÚ3Ý3ØdØRÙ�ß�Ý	Ý�Ý'Î3Ý�Ù�ÉIÑ�Ð�Ó3Í�Ó	Ý	ÖuK�Î	ÎIÍ�ÉIÑéì �î��
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=

∂

∂x

[
D
∂W

∂x
+A

∂2W

∂t∂x

]
.

a Î3Ý	Ì�Í�ÉIÑ�Ì�Ù�É3Í Û5Ë ÓIÑ�Õ#Ç�Ú3Ý3ÛòÐ�Ê�Í�Ð�Ç/ß�Û,Ç�è�Ó	Ë�ÍåÈ3Ç�Ê�Ì/Ñ�Ó3Ç/Ð�á	Ý ß�Ñ�Ú�Ñ�Ô Ú	Î3ÖnÌ/Ñ�á	Ý'Õ Ù�ÉIÑ�Ð�Ó3Í�Ó	Ý	ä�ç
O�Ú3Ó	Ý3ÛeÝ	ßxÌ/Ñ�á	Ý'Õ á'Î�Ñ/Ê�Ê�Ç/Ðåá'Ñ�Ô3Í�Ê�Ì�Ð�Í�Ó	Ó3ÇVÓ3Ç/Ð�Ë7Õ�ß�Ñ�Ú�Ñ�ÔõÖ'Ð/Î3Ö'×bÌ�Ê�Ö Ó3Í�ÎIÇ/á'Ñ�Î3Ü�Ó	Ë�Íuß�Ñ�Ú�Ñ�Ô	ÝõÚ	Î3Ö
Ú3Ý3ØdØdÍ�É3Í�Ó	â	ÝIÑ�Î3Ü�Ó	Ë7Õ�Ù�ÉIÑ�Ð�Ó3Í�Ó	Ý	äuÐ�ÔIÑ/Ê�Ì�Ó	Ë7Õ�È	É3Ç/Ý	ß�Ð�Ç�Ú3Ó	Ë7ÕEç

NRÍ�ÎIÇ/á'Ñ�Î3Ü�Ó	Ë�Û5ÝVÓIÑ�ß�Ë2Ð#Ñ�×bÌxÌ/Ñ�á	Ý3Í�ß�Ñ�Ú�Ñ�Ô	Ý�àEÐ�á�Ç/Ì�Ç/É	Ë7Õ�Ð�Û,Í�Ê�Ì�Ç	àEÝ'Î3Ý Ð�Û,Í�Ê�Ì�Í�Ê¢Ò�ÉIÑ�Ó	Ý	Ô	Ó	Ë�Û
Ù�Ê�ÎIÇ/Ð�Ý3Í�ÛrÊ�Ì/Ñ�Ð�Ö'Ì�Ê�Ö Ù�Ê�ÎIÇ/Ð�Ý	ÖEà�Ê�Ð�Ö'ß�Ë2Ð#Ñ�×bë!Ý3Í�ß�ÓIÑ�Ô3Í�Ó	Ý	Ö É3Í�Þ¢Í�Ó	Ý	Ö ï Ý�à,Ð�Ç/ß�Û,Ç�è�Ó3Ç	à�Í�Ò�Ç�È	É3Ç/Ý	ß�ÏÐ�Ç�Ú3Ó	Ë7Õ ñ Ð�Ç�Ð�Ó	Ù�Ì�É3Í�Ó	Ó	Ý'ÕõÌ�Ç/Ô	á'Ñ�ÕõÇ�æ�Î�Ñ/Ê�Ì�ÝnÝ'Î3ÝõÐåÌ�Ç/Ô	á'Ñ�Õ Ò�ÉIÑ�Ó	Ý	â	Ë Ýõá'Ñ�á	Ý'Õ�Ï Î3Ý3æ�ÇåÐ�Ó	Ù�Ì�É3Í�Ó'Ï
Ó	Ý'Õ>Ì�Ç/Ô	á'Ñ�ÕEç'hRÇ�ÚIÇ�æ/Ó	Ë�ÍMß�Ñ�Ú�Ñ�Ô	ÝéÐ�Ç/ß�Ó	Ý	á'Ñ�×bÌ¢È	É	ÝéÛZÑ�Ì�Í�ÛZÑ�Ì�Ý	Ô3Í�Ê�á�Ç�Û Û,Ç�ÚIÍ�Î3Ý	É3Ç/Ð#Ñ�Ó	Ý	ÝxÈ	É3Ç/â3Í�Ê�Ê�Ç/Ð
ÉIÑ�ß�Î3Ý	Ô	Ó3Ç/äõÈ	É	Ý	É3Ç�Ú3ËdàZÓIÑ�È	É	Ý3Û,Í�É�àZÐ/Î�Ñ�Ò�Ç/È3Í�É3Í�Ó3Ç�Ê�Ñ'à�Ì�Í�È'ÎIÇ/È	É3Ç/Ð�Ç�Ú3Ó3Ç�Ê�Ì�Ý�à7È	É	Ý�Ý	ß�Ù�Ô3Í�Ó	Ý	Ýõß�Ñ�Ú�Ñ�Ô
ÛZÑ�Ì�Í�ÛZÑ�Ì�Ý	Ô3Í�Ê�á�Ç/ä�æ/Ý3Ç�ÎIÇ/Ò�Ý	Ý�à3ß�Ñ�Ú�Ñ�ÔuÙ�È	ÉIÑ�Ð/ÎIÍ�Ó	Ý	Ö�Ý�Ú3É	Ù�Ò�Ý'ÕEç

AID���������t��g�I{I�Et��#t��Zt��gw�DZ}��g�gwg�I���gt�� �� gz��g�Et
anß�Ñ/Û5á	Ó	Ù�Ì�Ç/ä�Ç�æ�Î�Ñ/Ê�Ì�Ý

Q̄T = {(x, t) : 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T} ÉIÑ/Ê�Ê�Û,Ç/Ì�É	Ý3Û ß�Ñ�Ú�Ñ�Ô	Ù

∂u

∂t
+ ρ

∂2u

∂t2
=

∂

∂x

(
k(x, t)

∂u

∂x

)
+A

∂3u

∂x2∂t
+ f(x, t), 0 < x < l, 0 < t 6 T, ï"!�ñ

u(0, t) = λu(l, t), ï$#�ñ
ux(0, t) = λux(l, t), ï � ñ
u(x, 0) = u0(x), ï"%�ñ
ut(x, 0) = u1(x), ï'&�ñ

Ò�ÚIÍ
0 < c0 6 k(x, t) 6 c1

à |kt| 6 c2, ρ
à
A
j@È3Ç�ÎIÇ�è�Ý	Ì�Í�Î3Ü�Ó	Ë�Í!È3Ç�Ê�Ì�Ç�Ö'Ó	Ó	Ë�Í�ç

NRÍ�ÎIÇ/á'Ñ�Î3Ü�Ó	Ë�Í!Ù�Ê�ÎIÇ/Ð�Ý	ÖuÌ�Ý	ÈIÑ ï$#�ñ"(Bï � ñ ÉIÑ/Ê�Ê�ÛZÑ�Ì�É	Ý	Ð#Ñ�Î3Ý3Ê�Ü�Í�ë¢ÍPaMçIK!ç�Q�Ì�Í�á'ÎIÇ/Ð�Ë�Û`ì % î·çImMÉIÑ/Í�ÏÐ�Ë�Í7ß�Ñ�Ú�Ñ�Ô	Ý�Ê�Ó3Í�ÎIÇ/á'Ñ�Î3Ü�Ó	Ë�ÛåÙ�Ê�ÎIÇ/Ð�Ý3Í�Û�È3ÇMÐ�É3Í�Û,Í�Ó	Ý>Ý	ß�Ù�ÔIÑ�Î3Ý3Ê�ÜdÐRÉ#Ö�ÚIÍ2ÉIÑ/æ�Ç/ÌPK!ç/c�ç�mRÇ�è¢Ñ�Ó3Ç/Ð#Ñ'à
YVç	YVç�)`Õ�Ñ�Ó	Ù�á�Ç/Ð#Ñ¢jl]PÑ/ØRÝ	Þ¢Í�Ð#Ñ¢ÝéÚ3É�ç

a�È	É3Í�Ú3È3Ç�ÎIÇ�è!Í�Ó	Ý	Ý�Ê�Ù�ë¢Í�Ê�Ì�Ð�Ç/Ð#Ñ�Ó	Ý	Ö¹ÚIÇ�Ê�Ì/Ñ�Ì�Ç/Ô	Ó3Ç¢Ò�Î�Ñ�Ú3á�Ç/Ò�Ç¢É3Í�Þ¢Í�Ó	Ý	Ö¹ß�Ñ�Ú�Ñ�Ô	Ý ï"!�ñ"(Bï'&�ñ à�È3Ç�Î3Ù#ÏÔ	Ý3ÛêÚ	Î3ÖéÓ3Í�Ò�Ç¹Ñ�È	É	Ý3Ç/É	Ó	Ù�×óÇ/â3Í�Ó	á	Ù�ç'[dÎ3ÖéÔ3Í�Ò�Ç�Ù'Û5Ó3Ç�è�Ý3Û Ù�ÉIÑ�Ð�Ó3Í�Ó	Ý3Í ï"!�ñ Ê�á'Ñ�Î3Ö'É	Ó3Ç>ÓIÑ ut �

(ut, ut) + ρ(utt, ut) = ((kux)x, ut) +A(uxxt, ut) + (f, ut), ï  ñ
Ò�ÚIÍ

(u, ϑ) =
l∫
0

uϑdx
à
(u, u) = ‖u‖20

ç
hMÉ3Í�Ç�æ/ÉIÑ�ß�Ù�Í�Û2à�ÊMÙ�Ô3Í�Ì�Ç�Û�Ò�ÉIÑ�Ó	Ý	Ô	Ó	Ë7Õ�Ù�Ê�ÎIÇ/Ð�Ý	ä�à3Ý	Ó	Ì�Í�Ò�ÉIÑ�Î3Ëdà3Ð/Õ#Ç�Ú3Ö'ë!Ý3ÍdÐ ï  ñ

(ut, ut) = ‖ut‖20 ,

(utt, ut) =
1

2

d

dt
‖ut‖20 ,
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���� 6 � 6 * =!��"���� - 
�� 6 � 6 * <�0��¹��� - 
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((kux)x , ut) = kuxut
∣∣l
0
−

l∫

0

kuxuttdx

= ux(l, t)ut(l, t)
(
k(l, t) − λ2k(0, t)

)
− 1

2

d

dt

l∫

0

ku2xdx+
1

2

l∫

0

ktu
2
xdx,

(f, ut) 6
1

2
‖f‖20 +

1

2
‖ut‖20 ,

(uxxt, ut) = uxt(l, t)ut(l, t)− uxt(0, t)ut(0, t)− ‖uxt‖20 = uxt(l, t)ut(l, t)(1 − λ2)− ‖uxt‖20 .hRÇ�ÚIÊ�Ì/Ñ�Ð/Î3Ö'ÖuÐ ï  ñ È3Ç�Î3Ù�Ô3Í�Ó	Ó	Ë�ÍPÊ�Ç�Ç/Ì�Ó3Ç/Þ¢Í�Ó	Ý	ÖEà	È3Ç�Î3Ù�Ô	Ý3Û

‖ut‖20 +
ρ

2

d

dt
‖ut‖20 +

1

2

d

dt

l∫

0

ku2x dx+A ‖uxt‖20

6 uxt(l, t)ut(l, t)(1 − λ2) + ux(l, t)ut(l, t)
(
k(l, t)− λ2k(0, t)

)

+
1

2

l∫

0

ktu
2
xdx+

1

2
‖f‖20 +

1

2
‖ut‖20 . ï
	�ñ

hRÇ�ÎIÇ�è�Ý3Û
k(l, t) = k(0, t)

à
λ = 1

ç3S�Ç/Ò�Ú�Ñ�Ó3Í�ÉIÑ�Ð�Í�Ó3Ê�Ì�Ð�Ç ï
	�ñ È	É	Ý3Û,Í�Ì>Ð�Ý'Ú

ρ
d

dt
‖ut‖20 +

d

dt

l∫

0

ku2xdx+ 2A ‖uxt‖20 6
l∫

0

ktu
2
xdx+ ‖f‖20 ,

Ý'Î3Ý�à3ÊMÙ�Ô3Í�Ì�Ç�Û |kt| 6 c2
à'Ý3Û,Í�Í�Û

ρ
d

dt
‖ut‖20 +

d

dt

l∫

0

ku2xdx+ 2A ‖uxt‖20 6 c2 ‖ux‖20 + ‖f‖20 . ï�ð���ñ
hMÉ3Ç/Ý	Ó	Ì�Í�Ò�É	Ý	É	Ù�Í�Û ï�ð���ñ È3Ç τ Ç/Ì � ÚIÇ�

ρ ‖ut‖20 + c0 ‖ux‖20 + 2A

t∫

0

‖uxt‖20 dτ 6 c2

t∫

0

‖ux‖20 dτ+c0
∥∥u′0
∥∥2
0
+

t∫

0

‖f‖20 dτ + ρ ‖u1‖20 . ï�ð�ð�ñ
hRÍ�É3Í�È	Ý	Þ¢Í�Û Ó3Í�ÉIÑ�Ð�Í�Ó3Ê�Ì�Ð�Ç ï�ð�ð�ñ Ð�Ð�Ý'ÚIÍ

‖ux‖20 6M1

t∫

0

‖ux‖20 dτ + F (t),

Ò�ÚIÍ
F (t) =M2

(∫ t
0 ‖f‖

2
0 dτ + ‖u1(x)‖20 + ‖u′0(x)‖20

) à
M1

à
M2

jkÈ3Ç�ÎIÇ�è�Ý	Ì�Í�Î3Ü�Ó	Ë�Í2È3Ç�Ê�Ì�Ç�Ö'Ó	Ó	Ë�Í�ç
a7Ç�Ê�È3Ç�Î3Ü�ß�Ù�Í�Û,Ê�Ö�ÎIÍ�Û,Û,Ç/ä�fEÉIÑ�Ó	Ù�Ç�Î	Î�Ñéì ð î·ç�S�Ç/Ò�Ú�ÑPÝ	ßbÓ3Í�ÉIÑ�Ð�Í�Ó3Ê�Ì�Ð#Ñ ï�ð�ð�ñ È3Ç�Î3Ù�Ô	Ý3Û�Ñ�È	É	Ý3Ç/É	Ó	Ù�×Ç/â3Í�Ó	á	Ù�Ú	Î3Ö�É3Í�Þ¢Í�Ó	Ý	Ö�Ý3Ê©Õ#Ç�Ú3Ó3Ç/äxÚ3Ý3ØdØdÍ�É3Í�Ó	â	ÝIÑ�Î3Ü�Ó3Ç/äuß�Ñ�Ú�Ñ�Ô	Ý ï"!�ñ"(Bï'&�ñ

‖ut‖20 + ‖ux‖20 +
t∫

0

‖uxt‖20 dτ 6M




t∫

0

‖f‖20 dτ + ‖u1(x)‖20 +
∥∥u′0(x)

∥∥2
0


 . ï�ð í ñ

cMß!Ç/â3Í�Ó	á	Ý ï�ð í ñ Ê�ÎIÍ�Ú3Ù�Í�ÌéÍ�Ú3Ý	Ó3Ê�Ì�Ð�Í�Ó	Ó3Ç�Ê�Ì�ÜéÝxÙ�Ê�Ì�Ç/ä	Ô	Ý	Ð�Ç�Ê�Ì�ÜéÉ3Í�Þ¢Í�Ó	Ý	ÖéÚ3Ý3ØdØdÍ�É3Í�Ó	â	ÝIÑ�Î3Ü�Ó3Ç/ä�ß�Ñ�ÏÚ�Ñ�Ô	ÝuÈ3Ç¢Ð/Õ#Ç�Ú3Ó	Ë�Û�Ú�Ñ�Ó	Ó	Ë�Û2ç
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a�Ð�Í�ÚIÍ�Û�Ð>ß�Ñ/Û5á	Ó	Ù�Ì�Ç/äuÇ�æ�Î�Ñ/Ê�Ì�Ý
Q̄T

Ê�Í�Ì�á	Ù
ω̄h = {xi = ih : i = 0, 1, . . . , N, h = l/N},
ω̄τ = {tj = jτ : j = 0, 1, . . . , j0, τ = T/j0},

ω̄hτ = ω̄h × ω̄τ
ÊMÞ�Ñ�Ò�Ñ/Û5Ý

h = l/N
à
τ = T/j0

ç
[PÝ3ØdØdÍ�É3Í�Ó	â	ÝIÑ�Î3Ü�Ó3Ç/ä>ß�Ñ�Ú�Ñ�Ô3Í ï"!�ñ"(Bï'&�ñ È3Ç�Ê�Ì/Ñ�Ð�Ý3Û ÐRÊ�Ç�Ç/Ì�Ð�Í�Ì�Ê�Ì�Ð�Ý3Í2ÉIÑ�ß�Ó3Ç�Ê�Ì�Ó	Ù�× Ê©Õ#Í�Û5Ù ï λ = 1 ñ

y0
t
+ ρyt̄t = Λ

(
σ1

_
y + (1− σ1 − σ2)y + σ2

^
y
)
+Ay

x̄x
0
t
+ ϕ. ï�ð !�ñ

y(0, t) = y(l, t), ï�ð #�ñ
yx,0 = yx̄,N , ï�ð � ñ

y(x, 0) = u0(x), ï�ð %�ñ
yt(x, 0) = u1(x), ï�ð�&�ñ

Ò�ÚIÍ

y0
t
=

_
y − ^

y

2τ
, yt̄t =

_
y − 2y +

^
y

τ2
,

_
y = yj+1, y = yj,

^
y = yj−1, Λy = (ayx̄)x , ai = ki−1/2,

(ayx̄)x =
1

h

(
ai+1

yi+1 − yi
h

− ai
yi − yi−1

h

)
, ϕ = f ji .

hRÇ/É#Ö�ÚIÇ/á�Ñ�È	È	É3Ç/á�Ê�Ý3ÛZÑ�â	Ý	Ý�ÉIÑ�ß�Ó3Ç�Ê�Ì�Ó3Ç/ä�Ê©Õ#Í�Û5Ë ï�ð !�ñ"(Bï�ð�&�ñ O(h+ τ)
ç

hRÍ�É3Í�È	Ý	Þ¢Í�ÛVÙ�ÉIÑ�Ð�Ó3Í�Ó	Ý3Í ï�ð !�ñ È	É	Ý σ = σ1 = σ2
Ý
k(x, t) = 1

ç�hMÉ	Ý3Û,Í�ÛVÐ�Ç!Ð�Ó	Ý3ÛZÑ�Ó	Ý3ÍbÌ/Ñ�á	è!Í
Ç/Ô3Í�Ð�Ý'Ú3Ó3Ç�ÍdÉIÑ�Ð�Í�Ó3Ê�Ì�Ð�Çuì # î

σ
_
y + (1− 2σ)y + σ

^
y = y + στ 2yt̄t.

S�Í�È3Í�É	Ü¹ÉIÑ�ß�Ó3Ç�Ê�Ì�Ó3Ç�ÍdÙ�ÉIÑ�Ð�Ó3Í�Ó	Ý3Í ï�ð !�ñ È	É	Ý3Û,Í�Ì¹Ð�Ý'Ú

y0
t
+ ρyt̄t = Λy + στ 2Λyt̄t +AΛy0

t
+ ϕ. ï�ð  ñ

[dÎ3ÖòÈ3Ç�Î3Ù�Ô3Í�Ó	Ý	Ö ÉIÑ�ß�Ó3Ç�Ê�Ì�Ó3Ç/Ò�ÇlÑ�ÓIÑ�ÎIÇ/Ò�Ñ@Ñ�È	É	Ý3Ç/É	Ó3Ç/ä Ç/â3Í�Ó	á	ÝôÙ'Û5Ó3Ç�è�Ý3Û Ê�á'Ñ�Î3Ö'É	Ó3ÇeÙ�ÉIÑ�Ð�Ó3Í�Ï
Ó	Ý3Í ï�ð  ñ ÓIÑ y0

t

�

(
y0
t
, y0
t

)
+ ρ

((
E − σ̄τ2Λ

)
yt̄t, y0

t

)
=
(
Λy, y0

t

)
+A

(
Λy0

t
, y0
t

)
+
(
ϕ, y0

t

)
, ï�ð�	�ñ

Ò�ÚIÍ
σ̄ = σ/ρ

à ‖u‖20 = (u, u)
à
(u, v) =

∑N−1
i=1 uivih

ç
cRÊ�È3Ç�Î3Ü�ß�Ù�Í�Û Ð�Ú�Ñ�Î3Ü�Ó3Í�ä	Þ!Ý'Õ�È	É3Í�Ç�æ/ÉIÑ�ß�Ç/Ð#Ñ�Ó	Ý	Ö�ÕuÊ�ÎIÍ�Ú3Ù�×bë¢Í�ÍRÉIÑ�Ð�Í�Ó3Ê�Ì�Ð�Çuì # î

(
yt̄t, y0

t

)
= 0.5

(
‖yt̄‖20

)
t
.

J5Ñ/Ê�Ê�Û,Ç/Ì�É	Ý3ÛnÊ�Î�Ñ�Ò�Ñ/Í�Û5Ë�ÍdÉIÑ�Ð�Í�Ó3Ê�Ì�Ð#Ñ ï�ð�	�ñ �
((
E − σ̄τ2Λ

)
yt̄t, y0

t

)
=
(
yt̄t, y0

t

)
− σ̄τ2(Λyt̄t, y0

t
) = 0.5(‖yt̄‖20)t − σ̄τ20.5(‖yx̄t̄]|20)t,
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(
Λy0

t
, y0
t

)
= (y

x̄x
0
t
, y0
t
) = −(y

x̄
0
t
, y
x̄

0
t
] + y

x̄
0
t,N
y0
t,N

− y
x

0
t,0
y0
t,0

= −
∥∥∥y

x̄
0
t

]∣∣∣
2

0
,

(
ϕ, y0

t

)
6

1

2
‖ϕ‖20 +

1

2

∥∥∥y0
t

∥∥∥
2

0
.

cRÛ,Í�Í�Ì¹Û,Í�Ê�Ì�Ç¹ØdÇ/É3Û5Ù�Î�Ñéì # î

−
(
Λy, y0

t

)
=

1

8

(
‖yx̄ + ^

y x̄]|20
)
t
− τ2

8

(
‖yx̄t̄]|20

)
t
. ï í ��ñ

hRÇ�ÚIÊ�Ì/Ñ�Ð�Ý	Ð�È3Ç�Î3Ù�Ô3Í�Ó	Ó3Ç�ÍdÐ�ÉIÑ�Ð�Í�Ó3Ê�Ì�Ð�Ç ï�ð�	�ñ Ý�Ù�Ô	Ý	Ì�Ë2Ð#Ñ�Ö�Ð�Ë2ÉIÑ�è!Í�Ó	Ý3Í ï í ��ñ à3æ/Ù�ÚIÍ�Û�Ý3Û,Í�Ì�Ü
∥∥∥y0

t

∥∥∥
2

0
+
ρ

2

(
‖yt̄‖20

)
t
+
ρσ̄τ2

2

(
‖yx̄t̄]|20

)
t
+

1

8

(
‖yx̄ + ^

y x̄]|20
)
t

−τ
2

8

(
‖yx̄t̄]|20

)
t
+
∥∥∥y

x̄
0
t

]∣∣∣
2

0
6

1

2
‖ϕ‖20 +

1

2

∥∥∥y0
t

∥∥∥
2

0Ý'Î3Ý
ρ
(
‖yt̄‖20

)
t
+

(
ρσ̄τ2 − τ2

4

)(
‖yx̄t̄]|20

)
t
+

1

4

(
‖yx̄ + ^

y x̄]|20
)
t
6 ‖ϕ‖20 . ï í ð�ñ

a�Ð�Í�ÚIÍ�Û Ç�æ�Ç/ß�ÓIÑ�Ô3Í�Ó	Ý3Í

Ej = ρ‖yt̄‖20 +
(
σ − 1

4

)
τ2‖yx̄t̄]|20 +

1

4

(
‖yx̄ + ^

y x̄]|20
)
.

S�Ç/Ò�Ú�Ñ�Ó3Í�ÉIÑ�Ð�Í�Ó3Ê�Ì�Ð�Ç ï í ð�ñ È	É	Ý3Û,Í�Ì>Ð�Ý'Ú
Ejt 6 ‖ϕ‖20

Ý'Î3Ý
Ej+1 −Ej 6 τ‖ϕ‖20.hMÉ3Ç�Ê�Ù'Û,Û5Ý	É	Ù�Í�ÛõÈ3Ç�Ê�ÎIÍ�Ú3Ó3Í�ÍdÐ�Ë2ÉIÑ�è!Í�Ó	Ý3ÍdÈ3Ç

j′
Ç/Ì ð ÚIÇ j

Ej+1
6 E1 +

j∑

j′=1

∥∥ϕj′
∥∥2
0
τ .

hMÉ	Ý
σ > 1/4

Ý	ßdÓ3Í�ÉIÑ�Ð�Í�Ó3Ê�Ì�Ð#Ñ ï í ð�ñ È3Ç�Î3Ù�Ô	Ý3Û

ρ
∥∥ŷt̄
∥∥2
0
+ c1

∥∥ŷx̄t̄
]∣∣2
0
+

1

4

(∥∥ŷx̄ + yx̄
]∣∣2
0

)
6 ρ
∥∥y1t̄
∥∥2
0
+ c1

∥∥y1x̄t̄
]∣∣2
0
+

1

4

(∥∥y1x̄ + y0x̄
]∣∣2
0

)
+

j∑

j′=1

∥∥ϕj′
∥∥2
0
τ .

hMÉ3Í�Ç�æ/ÉIÑ�ß�Ù�Í�ÛnÊ�Î�Ñ�Ò�Ñ/Í�Û,Ç�ÍdÈ	ÉIÑ�Ð�Ç/äxÔIÑ/Ê�Ì�ÝuÈ3Ç�Ê�ÎIÍ�Ú3Ó3Í�Ò�Ç>Ó3Í�ÉIÑ�Ð�Í�Ó3Ê�Ì�Ð#Ñ
∥∥y1x̄ + y0x̄

]∣∣2
0
= ‖u1,x̄τ + 2u0,x̄]|20 6

τ

2
‖u1,x̄]|20 + ‖u0,x̄]|20.

cMÌ/Ñ�á�à3È3Ç�Î3Ù�Ô3Í�ÓIÑ>Ñ�È	É	Ý3Ç/É	ÓIÑ�ÖuÇ/â3Í�Ó	á'Ñ

‖ŷt̄‖20 + ‖ŷx̄t̄]|20 + ‖ŷx̄ + yx̄]|20 6M

(
‖u1‖20 + ‖u1,x̄]|20 + ‖u0,x̄]|20 +

j∑

j′=1

‖ϕj′‖20τ
)
. ï í�í ñ

cMßPÇ/â3Í�Ó	á	Ý ï í�í ñ Ê�ÎIÍ�Ú3Ù�Í�Ì¹Ù�Ê�Ì�Ç/ä	Ô	Ý	Ð�Ç�Ê�Ì�Ü¹ÝxÊ©Õ#Ç�Ú3Ý3Û,Ç�Ê�Ì�ÜéÉIÑ�ß�Ó3Ç�Ê�Ì�Ó3Ç/ä�Ê©Õ#Í�Û5Ë ï�ð !�ñ"(Bï�ð�&�ñ ç
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HED,}�� ���I�gw�� � �gw�� �,z����g�	��� �gz#y�z��gw � �#t��Zt��gw�D,qkz��'��� �I�Et � � �,z��gw �

hMÙ�Ê�Ì�Ü
σ1 = σ2 = 1/2

à
k(x, t) = 1

ç3S�Ç/Ò�Ú�Ñ�ÉIÑ�ß�Ó3Ç�Ê�Ì�Ó3Ç�ÍdÙ�ÉIÑ�Ð�Ó3Í�Ó	Ý3Í ï�ð !�ñ È	É	Ý3Û,Í�Ì>Ð�Ý'Ú

Aiy
j+1
i−1 −Ciy

j+1
i +Biy

j+1
i+1 = −Fi, ï í !�ñ

Ò�ÚIÍ
Fi =

yj−1
i

2τ
− ρ

(yj−1
i − 2yji )

τ2
+

(
a

2
− A

2τ

)
yj−1
i+1 − 2yj−1

i + yj−1
i−1

h2
+ ϕji ,

Ai = Bi =
a

2h2
+

A

2τh2
; Ci =

1

2τ
+

ρ

τ2
+

a

h2
+

A

τh2
.

LEÑ�È	Ý	Þ¢Í�Û�Ò�ÉIÑ�Ó	Ý	Ô	Ó	Ë�ÍdÙ�Ê�ÎIÇ/Ð�Ý	Ö ï�ð #�ñ à ï�ð � ñ Ð>Ð�Ý'ÚIÍ

y0 − yN = 0, ï í #�ñ
2yN − y1 − yN−1 = 0. ï í � ñ

[!Ç/È3Ç�Î3Ó	Ý3Û ß�Ñ�Ú�Ñ�Ô	ÙéÓIÑ�ÔIÑ�Î3Ü�Ó	Ë�Û5Ý�Ù�Ê�ÎIÇ/Ð�Ý	Ö	Û5Ý

y0 = u0, ï í %�ñ
y1 = τu1 + u0. ï í &�ñ

LEÑ�Ú�Ñ�Ô	Ù ï í !�ñ"(Bï í &�ñ æ/Ù�ÚIÍ�Û É3Í�Þ�Ñ�Ì�ÜuÛ,Í�Ì�Ç�ÚIÇ�ÛWÇ/á'Ñ�ä3ÛgÎIÍ�Ó	Ý	Önì & à 	 î·à�Ñ�Ó3Í>Û,Í�Ì�Ç�ÚIÇ�ÛWÈ	É3Ç/Ò�Ç/Ó	á	Ý�àEÌ/Ñ�áá'Ñ�áuÛZÑ�Ì�É	Ý	âIÑ>Ê�Ý3Ê�Ì�Í�Û5ËWÓ3ÍRÌ�É3Í�Õ�Ú3ÝIÑ�Ò�Ç/ÓIÑ�Î3Ü�ÓIÑ'ç
hMÉ3Í�ÚIÊ�Ì/Ñ�Ð�Ý3Ûõß�Ñ�Ú�Ñ�Ô	Ù ï í !�ñ"(Bï í &�ñ Ð�Ð�Ý'ÚIÍ

AN ·XN = FN , ï í  ñ
Ò�ÚIÍ

AN =




1 0 . . . . . . 0 −1
A −C B . . . 0 0
0 A −C . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 −1 0 . . . −1 2



.

Y�Ñ�Ì�É	Ý	â	Ù�Ê�Ý3Ê�Ì�Í�Û5Ë ï í  ñ AN È3Í�É3Í�È	Ý	Þ¢Í�Û�Ð>Ð�Ý'ÚIÍRÇ/á'Ñ�ä3ÛgÎIÍ�Ó	Ó3Ç/ä�ÛZÑ�Ì�É	Ý	â	Ë

AN =

(
AN−1 uN
υN aNN

)
.

LIÚIÍ�Ê�Ü

AN−1 =




1 0 . . . . . . 0
A −C B . . . 0
0 A −C . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . . . . −C



, FN =

(
FN−1

fN

)
.

Obæ�Ç/ß�ÓIÑ�Ô	Ý3Û
XN−1

É3Í�Þ¢Í�Ó	Ý3ÍRÙ�Ê�Í�Ô3Í�Ó	Ó3Ç/ä�Ê�Ý3Ê�Ì�Í�Û5Ë

AN−1 ·XN−1 = FN−1. ï í 	�ñ
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KiÓIÑ�ÎIÇ/Ò�Ý	Ô	Ó3Ç

QN−1
Í�Ê�Ì�Ü>É3Í�Þ¢Í�Ó	Ý3ÍRÌ�Ç/äxè!ÍdÊ�Ý3Ê�Ì�Í�Û5Ëdà3Ó3Ç>ÊbÚ3É	Ù�Ò�Ç/äxÈ	ÉIÑ�Ð�Ç/äxÔIÑ/Ê�Ì�Ü�×

AN−1 ·QN−1 = −uN−1. ï"! ��ñ
JgÍ�Þ�Ñ�Ì�Ü�Ê�Ý3Ê�Ì�Í�Û5Ë ï í 	�ñ Ý ï"! ��ñ Û,Ç�è�Ó3ÇuÛ,Í�Ì�Ç�ÚIÇ�ÛkÈ	É3Ç/Ò�Ç/Ó	á	Ý�çgK@ß�Ñ�Ì�Í�Û2à�ß�ÓIÑ�Ö

XN−1
à
QN−1

à�Û5Ë
ÎIÍ�Ò�á�Ç>Ð�Ë2Ô	Ý3Ê�Î3Ý3Û È3Ç�ØdÇ/É3Û5Ù�ÎIÍ�ì & î XN

XN =

(
XN−1

0

)
+

fN − υNXN−1

aNN + υNQN−1
·
(
QN−1

1

)
. ï"!'ð�ñ

cMÌ/Ñ�á�àBÉIÑ�ß�Ó3Ç�Ê�Ì�ÓIÑ�Ö�ß�Ñ�Ú�Ñ�ÔIÑ ï í !�ñ"(Bï í &�ñ É3Í�Þ�Ñ/Í�Ì�Ê�Ö�ÊPÈ3Ç�Û,Ç/ë!Ü�×@Û,Í�Ì�Ç�Ú�Ñ�Ç/á'Ñ�ä3ÛgÎIÍ�Ó	Ý	Ö�ÓIÑ>á'Ñ�è¢ÚIÇ�Û
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u0 = sinx

Å
u1 = cosx

Å
A = 1

Å
ρ = 1

Å
f = 0

Å
l = 2π.
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u0 = sinx

Å
u1 = cosx

Å
A = 1

Å
ρ = 1

Å
f = 5

Å
l = 2π.
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u0 = sinx

Å
u1 = cos x

Å
A = 1

Å
ρ = 1

Å
f = −1

Å
l = 2π.
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u = sin(x + t) ï È3Ç�ÎIÇ�è�Ý	Ð A = 1
à
ρ = 1)
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l = 2π.
S�Ç/Ò�Ú�Ñ

u0 = sinx, u1 = cosx, f(x, t) = 2 cos(x+ t).
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|y − u| = 0.4001
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