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R
n \{0} £�¤ ���/�������>���I�����������I 	�/��¥T�N�N�����

(1/p, 1/q) � ���/���N�����N����¦/�/�/�R�����/�N�m�����������I�l���/�� 3���������������/�N�/������������§��/�������/�������/¨ Lp
�
Lq
�m������¨���������������N����¦�§©���5ªN���l���/�N�/�����������/�5��§��/�������/����� £

«f¬	]®'¯�°/±7¯�²�¬	³/°/´#µ��/���������������T�	�/�N����¦��������������/�����y�T�N�	��������¦� 3�N���N�7¶T����·�� �  	����·����������/��������������¦ Lp−Lq ����/���/����¦
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|¸z9¹/ºT¹#�y�y¹
g¼»9½/¾�¿/À�ÁRÂ3¿�Ã3Ä�Å3Á�Æ	Ç Lp − Lq LÈ¿/É3Á�Æ	Ê	Ë�Ì	Ã3Í�¿/Â3Á�»9½�À�¿/»3¿/Î}À�Ë	Â9½¸Â3¿/À�Á�Æ	É	Ë9½�Ã�½

(Rαaϕ)(x) =

∫

Rn

a(t′)ei|t|

|t|n−α ϕ(x− t) dt, ÏNÐ�Ñ
Ò Ì9Á 0 < Reα < n Ó a(t′) (t′ = t

|t|
) Ô ¿�Ì3Æ3¿/»3¿�Ì3Æ9½�ÍÕÆ	Ä�Ã9Á�Î�¿/ÖØ×�À�Á�Â3Á�Æ	ËÕÙRÄ�Æ	Ê	É	Ë	Í Ó ¾�Á�×�Ê�¿/Æ3Á�Å	Æ3¿

Ì3Ë3ÙmÙmÁ�»3Á�Æ	É	Ë	»	Ä�Á�ÚT½�Í�Î R
n \ {0} Ó Ä�Ì9¿/Î/Ã9Á�À�Î�¿/»#Í'ÛPÜÝ½�Í�Ä�×�Ã9¿/Î�Ë	Û a(t′) 6≡ 0 Ó t′ ∈ Sn−1 Þ

gß»9½/¾�¿/À�ÁP¿/Â	Ë3×�½�Æ	Ç¼Î�Ç2Â	Ä�Ê'Ã3Ç]ÁPÚ5Æ3¿�à!Á�×�À�Î#½ (1/p, 1/q) L©Â'Ã9¿�×�Ê�¿�×�À�Ë Ó Ì	Ã3Í>À�¿/Å3Á�Ê}Ê�¿/À�¿/»	Ç7á}¿/Â3Á�L
»9½�À�¿/» Rαa ¿ Ò »9½�Æ	Ë	Å3Á�ÆkË	â Lp Î Lq ËãÄ�Ê'½�â�½�Æ	Çä¿�¾�Ã�½/×�À�Ë Ó Ò Ì9Á�å�À�¿/ÀØ¿/Â3Á�»9½�À�¿/»kÆ3Át¿ Ò »9½�Æ	Ë	Å3Á�ÆÏ ×�Ú Þ À�Á�¿/»3Á�Ú5Ä Ð Þ Ð�Ñ Þ gæÆ3Á�Ê�¿/À�¿/»	Ç7á�×�Ã3Ä�Å9½�Í�á�Ì9¿/Ê'½�â�½�Æ9½çÀ�¿/Å	Æ3¿�×�À�è�Â3¿�Ã3Ä�Å3Á�Æ	Æ	Ç7á�¿/É3Á�Æ3¿/Ê Ï ×�Ú Þ â�½�L
Ú,Á�Å9½�Æ	Ë3Á Ð Þ Ð�Ñ Þ gtÅ9½/×�À�Æ3¿�×�À�Ë Ó Â3¿�Ã3Ä�Å3Á�Æ	ÇbÆ3Á�¿�¾�á#¿�Ì3Ë3Ú5Ç]Á�ËmÌ9¿�×�À/½�À�¿/Å	Æ3¿�Á�Ä�×�Ã9¿/Î�Ë	ÍZ¿ Ò »9½�Æ	Ë	Å3Á�Æ	Æ3¿�×�À�Ë¿/Â3Á�»9½�À�¿/»9½ ÏNÐ�Ñ Î Lp Þ

géÆ9½/×�À�¿�Í'Ü¸Á�ÁêÎ�»3Á�Ú5ÍëË3Ú,Á�Á�À�×�Íì»#Í�Ìì»9½/¾�¿/À�Â3¿ Lp − Lq LÈ¿/É3Á�Æ	Ê'½/ÚiÌ	Ã3Íb¿/Â3Á�»9½�À�¿/»3¿/Î�×�Î�Á�»	À�Ê	Ë
×!¿�×�É	Ë'Ã	Ã3Ë	»	Ä�ÛPÜ!Ë3Ú5Ë�Í�Ì3»9½/Ú5Ë Ó ÎçÅ9½/×�À�Æ3¿�×�À�Ë Ó Ì	Ã3Í�¿/Â3Á�»9½�À�¿/»3¿/Î�\7¿�á'Æ3Á�»9½ Ô h,Ë3×�×�½êËë½�Ê	Ä�×�À�Ë	Å3Á�L
×�Ê	Ë'ámÂ3¿/À�Á�Æ	É	Ë9½�Ã9¿/Î Ó Î�¿/â�Æ	Ë	Ê'½�ÛPÜ!Ë'áZÎP»9½�â�Ã3Ë	Å	Æ	Ç7áZâ�½�Ì�½�Å9½�áÝ½�Æ9½�Ã3Ë	â�½]Ë!ÚT½�À�Á�ÚT½�À�Ë	Å3Á�×�Ê�¿/ÖêÙRË	â�Ë	Ê	ËÏ ×�Ú Þ Ê	Æ	Ë Ò Ë�í î Ó#ï�ðÈÓ ½lÀ/½�Ê	à!Á]»9½/¾�¿/À�Çæí Ð�ñ#ò3Ó�ó'Ó3Ð�ô�ð Þ g7¿RÎ�×�Á�áÝÄ�Â3¿�Ú5Í'Æ	Ä�À�Ç7áÝ»9½/¾�¿/À/½�á Ó Ê	»3¿�Ú,Ámí Ð�ðÈÓ »9½/×�L
×�ÚT½�À�»	Ë	Î#½�Ã3Ë3×�èmÍ�Ì3»9½ Ó ×�¿�Ì9Á�»#à¸½�Ü!Ë3Á2»9½�Ì3Ë9½�Ã3è�Æ	Ä�Ûõá�½�»9½�Ê	À�Á�»	Ë3×�À�Ë	Ê	Ä b(r) Ó Ê�¿/À�¿/»9½�ÍÝ×�À/½/¾/Ë'Ã3Ë	â�Ë	»	Ä#L
Á�À�×�Í�Æ9½ç¾�Á�×�Ê�¿/Æ3Á�Å	Æ3¿�×�À�ËßÊ'½�Ê Ò/öÁ�Ã3è/Ì9Á�»3¿/Î�×�Ê'½�ÍßÙRÄ�Æ	Ê	É	Ë	Í Þ \�Ã�½ Ò ¿�Ì�½�»#Íëå�À�¿�Ú5Ä�×�Î�¿/Ö3×�À�Î�Ä Ó Â3¿�Ã3Ä�Å3Á�L
Æ	Ë3ÁP¿/É3Á�Æ3¿/ÊêÌ	Ã3Í>Ä�Ê'½�â�½�Æ	Æ	Ç7áç¿/Â3Á�»9½�À�¿/»3¿/ÎÝ×�Î�¿�Ì3Ë'Ã9¿�×�è¸Ê}×�Ã3Ä�Å9½�Ûi¿/Â3Á�»9½�À�¿/»9½!×2á�½�»9½�Ê	À�Á�»	Ë3×�À�Ë	Ê�¿/Ö
b(r) ≡ 1 Þ c ¿�Ì9¿�¾/Æ3¿�Ál×�Î�Á�Ì9Á�Æ	Ë3ÁfÎ!Â	»	Ë	Æ	É	Ë	Â3ÁfÆ3Á�Î�¿/â�Ú,¿�àÝÆ3¿ Ó Ê�¿ Ò Ì�½ZÍ�Ì3»3¿Z¿/Â3Á�»9½�À�¿/»9½ ÏNÐ�Ñ ×�¿�Ì9Á�»#àÝË	À
¿�Ì3Æ3¿/»3¿�Ì3Æ	Ä�ÛXá�½�»9½�Ê	À�Á�»	Ë3×�À�Ë	Ê	Ä a(t′) Þ

g@»9½/¾�¿/À�Átí Ð�ð ¾/Ç7Ã3ËÕÂ3¿�Ã3Ä�Å3Á�Æ	Ç÷¿/É3Á�Æ	Ê	ËßÌ	Ã3ÍìÂ3¿/À�Á�Æ	É	Ë9½�Ã�½ ÏNÐ�Ñ Î�×�Ã3Ä�Å9½/Á n−1
2 < Reα < n Þ

M]Ì3Æ9½�Ê�¿ Ó Ë3×�Â3¿�Ã3è�â�¿/Î#½�Æ	Æ	Ç2ÖçÎmÆ3Á�Ö}Ú,Á�À�¿�Ì Ó ¿�×�Æ3¿/Î#½�Æ	Æ	Ç2ÖçÆ9½lÂ	»3Á�Ì9×�À/½�Î/Ã9Á�Æ	Ë	Ë�¿/Â3Á�»9½�À�¿/»9½ Rαa Å3Á�»3Á�â¿/Â3Á�»9½�À�¿/»ç\7¿�á'Æ3Á�»9½ Ô h,Ë3×�×�½RËêÆ3Á�Ê�¿/À�¿/»	Ç2Ö�¿/Â3Á�»9½�À�¿/» Ó ¾�Ã3Ë	â�Ê	Ë	Ö}Êç½�Ê	Ä�×�À�Ë	Å3Á�×�Ê�¿�Ú5ÄêÂ3¿/À�Á�Æ	É	Ë9½�Ã3Ä Ó
Æ3Ál»9½/¾�¿/À/½/Á�À}Â	»	Ë Reα 6

n−1
2
Þ

ø© ù�ú�û�ü2ý �������]þ £�ÿ7£ ¦ ÿ ��§N����� £��T£



ò �  #" - 
�� 6��>6 *��!-�� �	$ � 6	�¸6

 Ì9Á�×�èiÚ5Ç »9½�â�Î�Ë	Î#½/Á�Ú Æ3¿/Î�Ç2Ö@Ú,Á�À�¿�Ì Ó ¿�×�Æ3¿/Î#½�Æ	Æ	Ç2Ö@Æ9½ãÂ3¿�Ã3Ä�Å3Á�Æ	Ë	Ë@×�Â3Á�É	Ë9½�Ã3è�Æ	Ç7á_Â	»3Á�Ì	L

×�À/½�Î/Ã9Á�Æ	Ë	Ö_Ì	Ã3Í_×�Ë3Ú5Î�¿�Ã�½ ¿/Â3Á�»9½�À�¿/»9½ ÏNÐ�Ñ ×ßÂ3¿�×�Ã9Á�Ì3Ä�ÛPÜ!Ë3Ú Â	»	Ë3Ú,Á�Æ3Á�Æ	Ë3Á�Ú À�Á�á'Æ	Ë	Ê	Ë��ZÄ�»	è�Á�L
Ú5Ä�Ã3è�À�Ë	Â'Ã3Ë	Ê'½�À�¿/»3¿/Î Ó Î�Ç2»3¿�à¸Ì�½�ÛPÜ!Ë'á#×�Í Ë'Ã3Ë@Ë3Ú,Á�ÛPÜ!Ë'á@¿�×�¿�¾�Á�Æ	Æ3¿�×�À�Ë Æ9½iÁ�Ì3Ë	Æ	Ë	Å	Æ3¿/Ö ×�ÙmÁ�»3Á
Î R

n Þ
A9D�����yx9z9���Ý¹ wy¹���v��������	���

WmÃ3Í�Ùm¿/»3Ú5Ä�Ã3Ë	»3¿/Î�Ê	Ëë¿�×�Æ3¿/Î�Æ3¿ Ò ¿�»3Á�â�Ä�Ã3è�À/½�À/½ ¾/Ä�Ì3Ä�ÀçË3×�Â3¿�Ã3è�â�¿/Î#½�Æ	Çq×�Ã9Á�Ì3Ä�ÛPÜ!Ë3Á¸¿�¾�¿/â�Æ9½�Å3Á�L
Æ	Ë	Í�� (A,B, . . . ,K)

Ô ¿/À�Ê	»	Ç2À�Ç2Ö Ú5Æ3¿ Ò ¿/Ä Ò ¿�Ã3è�Æ	Ë	Ê Î R2 ×lÎ�Á�»	�!Ë	Æ9½/Ú5Ë�Î¸À�¿/Å	Ê'½�á A Ó B Ó . . . Ó K �
[A,B, . . . ,K]

Ô Á Ò ¿Ýâ�½/Ú5Ç2Ê'½�Æ	Ë3Á Þ � Á�»3Á�â L (A) ¿�¾�¿/â�Æ9½�Å	Ë3Ú L L á�½�»9½�Ê	À�Á�»	Ë3×�À�Ë	Ê	Ä ¿/Â3Á�»9½�À�¿/»9½ A Ó
À Þ Á Þ Ú5Æ3¿�à!Á�×�À�Î�¿�Î�×�Á�á À�¿/Å3Á�Ê (1/p, 1/q) L©Â'Ã9¿�×�Ê�¿�×�À�Ë (1 6 p 6 q 6 ∞) À/½�Ê	Ë'á Ó Å	À�¿ç¿/Â3Á�»9½�À�¿/» A

¿ Ò »9½�Æ	Ë	Å3Á�Æ Ë	â Lp Î Lq Þc Ä�×�À�è 0 < Reα < n Þ g�Î�Á�Ì9Á�ÚÕÎ>»9½/×�×�Ú,¿/À�»3Á�Æ	Ë3ÁZ×�Ã9Á�Ì3Ä�ÛPÜ!Ë3ÁRÀ�¿/Å	Ê	Ë (1/p, 1/q) L©Â'Ã9¿�×�Ê�¿�×�À�Ë!�
A =

(
1, 1 − Reα

n

)
, A′ =

(
Reα

n
, 0

)
,

C =

(
3

2
− 2Reα

n− 1
,
3

2
− 2Reα

n− 1

)
, C ′ =

(
2Reα

n− 1
− 1

2
,
2Reα

n− 1
− 1

2

)
,

E = (1, 0), F =

(
1

2
,
1

2

)
,

G =

(
1− (n−Reα)(n− 1)

n(n+ 3)
, 1− Reα

n

)
, G′ =

(
Reα

n
,
(n−Reα)(n− 1)

n(n+ 3)

)
,

H =

(
1− Reα

n
, 1− Reα

n

)
, H ′ =

(
Reα

n
,
Reα

n

)
,

O = (1, 1), O′ = (0, 0),

K =

(
2(Reα+ 1)

n+ 1
− 1

2
,
1

2

)
, K ′ =

(
1

2
,
3

2
− 2(Reα+ 1)

n+ 1

)
,

B =

(
1− (n− 1)(n−Reα)

n(n+ 1)
, 1− Reα

n

)
, B′ =

(
Reα

n
,
(n− 1)(n−Reα)

n(n+ 1)

)
.

Sm½/ÚbÂ3¿/Æ9½�Ì9¿�¾�Í'À�×�Í}À/½�Ê	à!Ál×�Ã9Á�Ì3Ä�ÛPÜ!Ë3ÁfÚ5Æ3¿�à!Á�×�À�Î#½ZÆ9½ (1/p, 1/q) L©Â'Ã9¿�×�Ê�¿�×�À�Ë Ï ×�Ú Þ »	Ë3× Þ Ð Ë#"
Ì	Ã3Í�×�Ã3Ä�Å9½/Á�Î 0 < Reα 6 n−1

2 Ë n−1
2 < Reα < n Ó ×�¿�¿/À�Î�Á�À�×�À�Î�Á�Æ	Æ3¿ Ñ �

L1(α, n) =





[A′,H ′,H,A,E] \ ([A′,H ′] ∪ [A,H]), 0 < Reα 6
n(n−1)
2(n+1) ,

(A′, G′, C ′, C,G,A,E) ∪ (A,E] ∪ (A′, E) ∪ (C ′, C), n(n−1)
2(n+1) < Reα < n−1

2 ,

(A′, G′, F,G,A,E) ∪ (A,E] ∪ (A′, E) ∪ {F}, Reα = n−1
2 , Imα 6= 0,

(A′, G′, F,G,A,E) ∪ (A,E] ∪ (A′, E), α = n−1
2 ,

(A′, G′,K ′,K,G,A,E) ∪ (A,E] ∪ (A′, E) ∪ [K ′,K], n−1
2 < Reα < n

2 ,

(A′, B′, B,A,E) ∪ (A,E] ∪ (A′, E), n
2 6 Reα < n, Imα 6= 0,

(A′, B′, B,A,E) ∪ (A,E] ∪ (A′, E) ∪ (B′, B), n
2 6 α < n,

L2(α, n) = [O,A,A′, O′] \ ({A′} ∪ {A}).



Lp − Lq �
- � ��$	�	�ç����� -���-���� ��$	$	0	��1 - ����$ � ����� - 
�
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O′

O

E

1/p

1/q

A′

G

F

G′

H ′

C ′

C

H A

���	²������

O′

O

E

1/p

1/q

A′

G′

H ′

H

K ′

K

B

B′

G A

���	²������
MP×�Æ3¿/Î�Æ	Ç]ÚØ»3Á�â�Ä�Ã3è�À/½�À�¿�Ú¼×�À/½�À�è�Ë Í'Î/Ã3Í	Á�À�×�Í�×�Ã9Á�Ì3Ä�ÛPÜÝ½�Í
��¹#x9wy¹�� �ØA9D A9D��f 3�����

0 < Reα < n
6

� Þ 4 1#"���
'�����	�	
 - 
�� - �>��$	�B�
L (Rαa ) ⊃ L1(α, n) ∩ L2(α, n). Ï " Ñ

��� Þ � $ - �>������
 - L (Rαa )
$B�R� - �¡��"	�Ý�B�}� - ����� * �B���Ý� � � �"!

1)
$�� - ��"¡����3�

[A,H]
��
�0$#ê�f$B� �/-�* �����	�

a(σ) 6= 0
*
σ ∈ Sn−1;

2)
$�� - ��"¡����3�

[A′,H ′]
�}�B��
'���2$B� �/- 1#"���� - �ì�>�� 3��� - 
��	��$��%�'��"����B����"��B�����	�� 

a(σ)
* ��� - �
Ý1 6

1);
3)
$�� - ��"¡����3�

[O′, O]
* �����	�

α = (n− 1)/2;
4)
$	�	�>�P1#"��	� - �

A′A
* �>�����	�>�!� - �/�	�

A′ � A 6
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���������	��
���������� c »	Ë 0 < Reα 6

n(n−1)
2(n+1) Ë n

2 6 α < n Â3¿�Ã3Ä�Å3Á�Æ	Æ	Ç]ÁÝ¿/É3Á�Æ	Ê	Ë�Í'Î/Ã3Í'ÛPÀ�×�Í
À�¿/Å	Æ	Ç]Ú5Ë Þ eiË3Ú,Á�Æ	Æ3¿ Ó

L (Rαa ) = [A′,H ′,H,A] \ ([A′,H ′] ∪ [A,H]), 0 < Reα 6
n(n− 1)

2(n+ 1)
,

L (Rαa ) = (A′, B′, B,A,E) ∪ (A,E] ∪ (A′, E) ∪ (B′, B),
n

2
6 α < n.

gÕÅ9½/×�À�Æ3¿�×�À�Ë Ó Ì	Ã3ÍêÀ/½�Ê	Ë'á α Â3¿�Ã3Ä�Å3Á�Æ3¿!Æ3Á�¿�¾�á#¿�Ì3Ë3Ú,¿�ÁlË>Ì9¿�×�À/½�À�¿/Å	Æ3¿�ÁlÄ�×�Ã9¿/Î�Ë3ÁP¿ Ò »9½�Æ	Ë	Å3Á�Æ	Æ3¿�L
×�À�Ëë¿/Â3Á�»9½�À�¿/»9½ ÏNÐ�Ñ Î Lp Þ e_Ë3Ú,Á�Æ	Æ3¿ Ó å�À�¿/À�¿/Â3Á�»9½�À�¿/»b¿ Ò »9½�Æ	Ë	Å3Á�ÆëÎ Lp À�¿ Ò Ì�½}Ë�À�¿�Ã3è�Ê�¿�À�¿ Ò Ì�½ Ó
Ê�¿ Ò Ì�½ n

n−Reα < p < n
Reα

Þ
���������	��
����������� Sm½]Â	»	Ë3Ú,Á�»3Á7¿/Â3Á�»9½�À�¿/»9½ ÏNÐ�Ñ Ú,¿�àÝÆ3¿lÂ3¿�Í	×�Æ	Ë	À�èlÎ/Ã3Ë	Í'Æ	Ë3Á7¿�×�É	Ë'Ã	Ã3Ë	»	Ä�ÛPÜ¸Á�Ö

å�Ê�×�Â3¿/Æ3Á�Æ	À�ÇéÎ}Í�Ì3»3ÁZÆ9½>Ê'½�»	À�Ë	Æ	Ä�¿ Ò »9½�Æ	Ë	Å3Á�Æ	Æ3¿�×�À�Ë�»9½/×�×�ÚT½�À�»	Ë	Î#½/Á�Ú,¿ Ò ¿�¿/Â3Á�»9½�À�¿/»9½ Þ WmÃ3Í å�À�¿ Ò ¿
Î�Æ9½�Å9½�Ã9Ám»9½/×�×�Ú,¿/À�»	Ë3ÚØÂ3¿/À�Á�Æ	É	Ë9½�Ãth,Ë3×�×�½>×R¿�Ì3Æ3¿/»3¿�Ì3Æ3¿/Ö á�½�»9½�Ê	À�Á�»	Ë3×�À�Ë	Ê�¿/Ö!�

(Iαϕ)(x) =

∫

Rn

a(t′)
|t|n−αϕ(x− t) dt, 0 < Reα < n.

al¿/»3¿ �¸¿tË	â�Î�Á�×�À�Æ3¿ Ó Å	À�¿ë¿/Â3Á�»9½�À�¿/» Iα ¿ Ò »9½�Æ	Ë	Å3Á�ÆØË	â Lp Î Lq À�¿ Ò Ì�½tËØÀ�¿�Ã3è�Ê�¿�À�¿ Ò Ì�½ Ó Ê�¿ Ò Ì�½
1/p − 1/q = Reα/n Þ c Á�»3Á�Ö'Ì9Á�ÚXÌ�½�Ã9Á�Á�¿/À�¿/Â3Á�»9½�À�¿/»9½ Iα ÊÕ¿/Â3Á�»9½�À�¿/»	Ä Rαa Þ d¡¿ Ò Ì�½ Ó Ê'½�ÊÕå�À�¿×�Ã9Á�Ì3Ä�Á�ÀtË	â Ï " Ñ ËÕ½�Æ9½�Ã9¿ Ò Ë	Å	Æ3¿ Ò ¿tÎ/Ã9¿�à!Á�Æ	Ë	Í Ó Ì9¿/Ê'½�â�½�Æ	Æ3¿ Ò ¿�Îßí Ð�ð Â	»	Ë (n − 1)/2 < Reα < n Ó
Æ9½�Ì!Ë	Æ	À�Á�»	Î#½�Ã9¿�Ú (A′, A) � Æ9½�Ì9×�À�»9½�Ë	Î#½/Á�À�×�Í��lÎ�Ç2Â	Ä�Ê'Ã9¿�Á�Ú5Æ3¿�à!Á�×�À�Î�¿PÂ3¿�Ã9¿�àÝË	À�Á�Ã3è�Æ3¿/Ö!Ã9Á�¾�Á Ò ¿/Î�¿/Ö
Ú,Á�»	Ç Ó Ì	Ã3Í�À�¿/Å3Á�Ê (1/p, 1/q) Ê�¿/À�¿/»3¿ Ò ¿>Â3¿�Ã3Ä�Å3Á�Æ	Æ	Ç2Ö�¿/Â3Á�»9½�À�¿/» ¿ Ò »9½�Æ	Ë	Å3Á�Æ Ë	â Lp Î Lq Þ

JBD5| ���yx��Px9� �	�'¹ ���9���Ý¹ ��z9¹/ºT¹#�y�	�Ø�õv!�'z9¹#w��ëºT¹#�y�	�

SlË	à!Á Ú5Ç ¾/Ä�Ì9Á�Ú Ë3×�Â3¿�Ã3è�â�¿/Î#½�À�è ×�Ã9Á�Ì3Ä�ÛPÜ!Ë3Á ÙRÄ�Æ	Ê	É	Ë	Ë Þ c Ä�×�À�è ϑ(r),κ(r), χ(r) ∈
C∞(0,+∞) À/½�Ê�¿/Î�Ç Ó Å	À�¿ 0 6 ϑ(r) Ó κ(r), χ(r) 6 1 � ϑ(r2) = 1 Ó Á�×�Ã3Ë r 6 1− δ

2 Ó ϑ(r2) = 0 Ó Á�×�Ã3Ë
r > 1 − δ

4 � κ(r) = 1 Ó Á�×�Ã3Ë |1 − r| 6 δ
4 Ó κ(r) = 0 Ó Á�×�Ã3Ë |1 − r| > δ

2 � χ(r) = 0 Ó Á�×�Ã3Ë r 6 1 + δ
4 Ó

χ(r) = 1 Ó Á�×�Ã3Ë r > 1 + δ
2
Þ �ZÄ�Æ	Ê	É	Ë	Í κ̃(|ξ|) À/½�Ê�¿/Î#½ Ó Å	À�¿ 0 6 κ̃(|ξ|) 6 1 Ó κ̃(|ξ|) = 0 Ó Á�×�Ã3Ë

|1− |ξ|| > δ Ë κ̃(|ξ|) = 1 Ó Á�×�Ã3Ë |1− |ξ|| 6 δ
2
Þ d¡¿ Ò Ì�½ κ̃(|ξ|)κ(|ξ|) = κ(|ξ|).

\�Ä�Ì9Á�ÚÕÂ	»3Á�Ì3Â3¿�Ã�½ Ò ½�À�è Ó Å	À�¿ ϑ(r2) + κ(r) + χ(r) ≡ 1.
��¹#x9wy¹�� �ßJBD A Ï ×�Ú Þ í Ð�Ð�ð Ñ D 4 1#"���
'�����	�	
�0@���B���3 �� � �B�7 B��
'��"	�Z�¡��$	���"!
� Ñ �f 3�����

f ∈ CN (Rn)
*
N > [n/2]

�_�N � ������
� ��Z�b1 - ��� - �'$	$	0l�
c, δ > 0

�����	�B� * ��� -
|Dkf(x)| 6 c|x|−δ−|k| * x ∈ R

n * 0 6 |k| 6 N
6¡+�-�� ���

f ∈ R0
6

� Ñ �f 3����� f ∈ CN (Rn \ {0}) * N > [n/2]
* �3��������� - �51����B��$	02�Ø$ - ���B���������¼�N � ������
� ��Z�1 - ��� - �'$	$	0l�

c, δ > 0
�����	�B� * ��� - |Dkf(x)| 6 c|x|−δ−|k| * x ∈ R

n \ {0} * 0 6 |k| 6 N
6�+�-�� ���

f ∈ R0
6

MfÂ3Á�»9½�À�¿/» Rαa Â	»3Á�Ì9×�À/½�Î�Ë3ÚØÎê×�Ã9Á�Ì3Ä�ÛPÜ¸Á�ÚßÎ�Ë'Ì9Á �
(Rαaϕ)(x) = (Mαϕ)(x) + (Nαϕ)(x), Ï ��Ñ

Ò Ì9Á
(Mαϕ)(x) =

n∫

R

χ(|t|)a(t′)ei|t|
|t|n−α ϕ(x− t) dt,

(Nαϕ)(x) =

∫

Rn

(1− χ(|t|))a(t′)ei|t|
|t|n−α ϕ(x− t) dt.



Lp − Lq �
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� Á�»3Á�â m̂α(ξ) ¿�¾�¿/â�Æ9½�Å	Ë3Út×�Ë3Ú5Î�¿�Ã>¿/Â3Á�»9½�À�¿/»9½ Mα Þ g�»9½/¾�¿/À�ÁPí � ð Â3¿�Ã3Ä�Å3Á�Æ3¿l×�Ã9Á�Ì3Ä�ÛPÜ¸Á�ÁTÂ	»3Á�Ì	L
×�À/½�Î/Ã9Á�Æ	Ë3ÁRÌ	Ã3Í m̂α(ξ) �

m̂α(ξ) = m̂α,0(ξ) + m̂α,1(ξ) + m̂α,∞(ξ). Ï ò�Ñ

 Ì9Á�×�è

m̂α,0(ξ) = ϑ(|ξ|2)Γ(α)
∫

Sn−1

a(σ)

(−i(1 + ξσ))α
dσ

− ϑ(|ξ|2)
∫

Sn−1

a(σ) dσ

∞∫

0

(1− χ(ρ))ρα−1eiρ(1+ξ·σ) dρ,

m̂α,1(ξ) =





κ(|ξ|)(1− |ξ|+ i0)
n−1
2

−α
N−1∑
k=0

Aα−n+1
2

−k

× χ+
k (ξ′)

|ξ|
n−1
2 +k

(1− |ξ|)k + Rα(ξ), α− k 6= n−1
2 , n−3

2 . . . ;

κ(|ξ|)(1− |ξ|)n−1
2

−α ×
N−1∑
k=0

(A′
α−n+1

2
−k +A′′

α−n+1
2

−k

× ln(1− |ξ|+ i0))
χ+
k (ξ′)

|ξ|
n−1
2 +k

(1− |ξ|)k + Rα(ξ), α− k = n−1
2 , n−3

2 . . . ,

m̂α,∞(ξ) =





χ(|ξ|)(1 − |ξ|+ i0)
n−1
2

−α
N−1∑
k=0

Aα−n+1
2

−k

× χ+
k (ξ′)

|ξ|
n−1
2 +k

(1− |ξ|)k + R ′
α(ξ), α− k 6= n−1

2 , n−3
2 . . . ;

χ(|ξ|)(1 − |ξ|)n−1
2

−α ×
N−1∑
k=0

(A′
α−n+1

2
−k +A′′

α−n+1
2

−k

× ln(1− |ξ|+ i0))× χ+
k (ξ′)

|ξ|
n−1
2 +k

(1− |ξ|)k + R ′
α(ξ), α− k = n−1

2 , n−3
2 . . .

�ZÄ�Æ	Ê	É	Ë	Ë Rα(ξ) Ó R ′
α(ξ) Ë χ±

k (ξ
′) Ä�Ì9¿/Î/Ã9Á�À�Î�¿/»#Í'ÛPÀêÄ�×�Ã9¿/Î�Ë	Í	ÚÕÀ�Á�¿/»3Á�Ú5Ç " Þ Ð
Aλ =

1

(2π)n
e

iπ
2
(λ+1)Γ(λ+ 1),

A′
λ =

1

(2π)n

(
ψ(−λ) + iπ2

)
e−

iπ
2
(λ+1)

(−λ− 1)!
,

A′′
λ = − 1

(2π)n
e−

iπ
2
(λ+1)

(−λ− 1)!
, N =

[n
2

]
+ 1.

��¹#x9wy¹�� �ßJBDKJ í � ð D �f 3����� 0 < Reα < n
�
ϕ ∈ S

6�+�-�� ���
(Mαϕ)(x) = (2π)−n

∫

Rn

m̂α(ξ)ϕ̂(ξ)e−i(x·ξ) dξ.

Ul»3¿�Ú,ÁRÀ�¿ Ò ¿ Ó Î�í � ð ¾/Ç7Ã Ë	â�Ä�Å3Á�Æ�Î�¿/Â	»3¿�×m¿¸Â	»	Ë	Æ9½�Ì	Ã9Á�àÝÆ3¿�×�À�ËtÊ'Ã�½/×�×�Ä M q
p Ú5Ä�Ã3è�À�Ë	Â'Ã3Ë	Ê'½�À�¿/»9½

bα(|ξ|) =




κ(|ξ|)Aα−n+1

2
(1− |ξ|+ i0)

n−1
2

−α, α 6= n−1
2 , n−3

2 , . . . ,

κ(|ξ|)(1− |ξ|)n−1
2

−α
(
A′
α−n+1

2

+A′′
α−n+1

2

ln(1− |ξ|+ i0)
)
, α = n−1

2 , n−3
2 , . . . ,

Ò Ì9Á 0 < Reα < n Þ



� �  #" - 
�� 6��>6 *��!-�� �	$ � 6	�¸6
W!¿/Ê'½�â�½�Æ9½ê×�Ã9Á�Ì3Ä�ÛPÜÝ½�ÍçÀ�Á�¿/»3Á�ÚT½
��¹#x9wy¹�� �ßJBDFH í � ð D �f 3����� 0 < Reα < n

6�+�-�� ���

bα(|ξ|) ∈M q
p ,

�����	� (
1

p
,
1

q

)
∈ L1(α, n);

bα(|ξ|) 6∈M q
p ,

�����	� (
1

p
,
1

q

)
∈ [A,H,O] ∪ [A′,H ′, O′].

�]"��
Reα = 0

�3�������

bα(|ξ|) ∈M q
p ⇔

(
1

p
,
1

q

)
∈ [O′, E,O] \ ({O′} ∪ {O}).

�7���	�
Reα < 0

* � -
bα(|ξ|) ∈M q

p ⇔
(
1

p
,
1

q

)
∈ [O′, E,O]. Ï î Ñ

���������	��
���� ������ QT×�Ã3Ë 0 < Reα 6
n(n−1)
2(n+1) Ë n

2 6 Reα < n Ó À�¿>Ë	âZÀ�Á�¿/»3Á�Ú5Ç " Þ � ×�Ã9Á�Ì3Ä�Á�À Ó
Å	À�¿

bα(|ξ|) ∈M q
p ⇔

(
1

p
,
1

q

)
∈ L2(α, n).

���������	��
���� ������� SRÁ�À�»	Ë	Î�Ë9½�Ã3è�Æ3¿�×�À�è À�Á�¿/»3Á�Ú5Ç " Þ � Â	»	Ë q = p ¿�¾��IÍ	×�Æ	Í	Á�À�×�ÍæÀ�Á�Ú Ó Å	À�¿
bα(|ξ|) 6∈ Mp

p Ó Á�×�Ã3Ë 0 < Reα < n Ë 0 < 1/p 6 Re αn Ã3Ë3¾�¿ 1 − Re αn 6
1
p < 1 Þ jTÃ9Á�Ì9¿/Î#½�LÀ�Á�Ã3è�Æ3¿ Ó Ì	Ã3Í�Ë3×�×�Ã9Á�Ì9¿/Î#½�Æ	Ë	Í�Ú5Ä�Ã3è�À�Ë	Â'Ã3Ë	Ê'½�À�¿/»9½ bα(|ξ|) Æ3ÁRÂ	»	Ë3Ú,Á�Æ	Ë3Ú5ÇiÊ'Ã�½/×�×�Ë	Å3Á�×�Ê	Ë3Á!Ú5Ä�Ã3è�À�Ë'L

Â'Ã3Ë	Ê'½�À�¿/»	Æ	Ç]Á À�Á�¿/»3Á�Ú5Ç p Ë'á�Ã3Ë	Æ9½ Ó a öÁ�»3ÚT½�Æ'Ì9Á�»9½ Ó Ul»	å Ó YRË	â�¿/»	Ê	Ë	Æ9½�ËßÌ3» Þ Ó Ì�½�ÛPÜ!Ë3ÁçÄ�×�Ã9¿/Î�Ë	Í
Â	»	Ë	Æ9½�Ì	Ã9Á�àÝÆ3¿�×�À�ËtÚ5Ä�Ã3è�À�Ë	Â'Ã3Ë	Ê'½�À�¿/»9½êÊ'Ã�½/×�×�Ä Mp

p Ì	Ã3ÍçÎ�×�Á�á p Ó 1 < p <∞ Þ
HID��tx������ �	�'¹ �������'z9xßx����yx9z9�yx9��x�wy¹���v��������	���

W!¿/Ê'½�à!Á�ÚõÎ/Ã9¿�à!Á�Æ	Ë3Á
L (Rαa ) ⊃ L1(α, n) ∩ L2(α, n).

g7¿�×�Â3¿�Ã3è�â�Ä�Á�Ú,×�Í Â	»3Á�Ì9×�À/½�Î/Ã9Á�Æ	Ë3Á�Ú Ï ��Ñ Þ
MfÀ�Ú,Á�À�Ë3Ú Ó Å	À�¿fÍ�Ì3»3¿l¿/Â3Á�»9½�À�¿/»9½ Nα Â	»	Ë	Æ9½�Ì	Ã9Á�àÝË	À L1

Þ Ul»3¿�Ú,Á�À�¿ Ò ¿ Ó Ì	Ã3ÍZÆ3Á Ò ¿P×�Â	»9½�Î�Á�Ì	Ã3Ë	Î#½
À�Á�¿/»3Á�ÚT½}j Þ Y Þ j�¿�¾�¿�Ã9Á�Î#½ Ï ×�Ú Þ í Ð " ð Ñ Þ jTÃ9Á�Ì9¿/Î#½�À�Á�Ã3è�Æ3¿ Ó

L (Nα) ⊃ L2(α, n). Ï ï�Ñ
h5½/×�×�Ú,¿/À�»	Ë3Úä¿/Â3Á�»9½�À�¿/» Mα Ó Ì	Ã3ÍX×�Ë3Ú5Î�¿�Ã�½ m̂α(ξ) Ê�¿/À�¿/»3¿ Ò ¿k×�Â	»9½�Î�Á�Ì	Ã3Ë	Î�¿ Â	»3Á�Ì9×�À/½�Î/Ã9Á�L

Æ	Ë3Á Ï ò�Ñ�Ó Ë�Ë3×�×�Ã9Á�Ì3Ä�Á�ÚØÎ�¿/Â	»3¿�×m¿ÝÂ	»	Ë	Æ9½�Ì	Ã9Á�àÝÆ3¿�×�À�ËtÚ5Ä�Ã3è�À�Ë	Â'Ã3Ë	Ê'½�À�¿/»9½ m̂α(ξ) Ê'Ã�½/×�×�Ä M q
p
Þ

VR×�á#¿�Ì3ÍtË	â¸Â	»3Á�Ì9×�À/½�Î/Ã9Á�Æ	Ë	ÍtÌ	Ã3Í�Ú5Ä�Ã3è�À�Ë	Â'Ã3Ë	Ê'½�À�¿/»9½ m̂α,∞(ξ) Ó Æ9½}¿�×�Æ3¿/Î#½�Æ	Ë	ËtÀ�Á�¿/»3Á�Ú5Ç " Þ Ð�Ó
â�½�Ê'Ã3ÛPÅ9½/Á�Ú Ó Å	À�¿ m̂α,∞(ξ) ∈ R0

Þ Ul»3¿�Ú,ÁRÀ�¿ Ò ¿ Ó m̂α,∞(ξ) ∈ L1. MfÀ�×�Û7Ì�½ÝÂ3¿�Ã3Ä�Å9½/Á�Ú
m̂α,∞(ξ) ∈M q

p , (1/p, 1/q) ∈ [O′, O,E]. Ï � Ñ
h5½/×�×�Ú,¿/À�»	Ë3ÚiÚ5Ä�Ã3è�À�Ë	Â'Ã3Ë	Ê'½�À�¿/» m̂α,1(ξ) Þ 
 ½/Ú,Á�À�Ë3Ú Ó Å	À�¿ Rα(ξ) ∈ R0 Î�×�Ë'Ã3Ä À�Á�¿/»3Á�Ú5Ç " Þ Ð Þ

Ul»3¿�Ú,ÁRÀ�¿ Ò ¿ Ó Rα(ξ) ∈ L1 Ï ×�Ú Þ í � ð Ñ Þ c »	Ë3Ú,Á�Æ	Í'Í�Ì�½�Ã9Á�ÁRÀ�Á�¿/»3Á�Ú5Ä " Þ �'Ó ¾/Ä�Ì9Á�ÚßË3Ú,Á�À�è
m̂α,1(ξ) ∈M q

p , (1/p, 1/q) ∈ L1(α, n). Ï � Ñ
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MfÀ�Ú,Á�À�Ë3ÚØÀ/½�Ê	à!Á Ó Å	À�¿ m̂α,0(ξ) ∈ C∞
0 (Rn) Þ jTÃ9Á�Ì9¿/Î#½�À�Á�Ã3è�Æ3¿ Ó

m̂α,0(ξ) ∈M q
p , (1/p, 1/q) ∈ [O′, O,E]. Ï ó�Ñ

Vlâ Ï � Ñ ñBÏ ó�Ñ Â3¿�Ã3Ä�Å9½/Á�ÚÕÎ/Ã9¿�à!Á�Æ	Ë3Á
L (Mα) ⊃ L1(α, n) ∩ L2(α, n). ÏNÐ�ô�Ñ

Vlâ Ï ï�Ñ Ë ÏNÐ�ô�Ñ Î�Ç2À�Á�Ê'½/Á�À Ï " Ñ Þc Á�»3Á�Ö'Ì9Á�ÚØÊçÌ9¿/Ê'½�â�½�À�Á�Ã3è�×�À�Î�Ä�Ä�À�Î�Á�»#à¸Ì9Á�Æ	Ë	Í ��� À�Á�¿/»3Á�Ú5Ç Ð Þ Ð Þ
W!¿/Ê'½�à!Á�Ú Ð�Ñ Î�×�Ã3Ä�Å9½/Á α 6= (n−1)

2−j , j ∈ N
Þ WmÃ3Ítå�À�¿ Ò ¿ Ó Ä�Å	Ë	À�Ç2Î#½�Í Ï ï�Ñ�Ó�Ï � Ñ Ë Ï ó�Ñ�Ó ½}À/½�Ê	à!Á

×�¿�¿�¾/»9½�à!Á�Æ	Ë	Í¸Î�Ç2Â	Ä�Ê'Ã9¿�×�À�Ë¸ËmÌ3Î�¿/Ö3×�À�Î�Á�Æ	Æ3¿�×�À�Ë Ó Ì9¿�×�À/½�À�¿/Å	Æ3¿PÂ3¿/Ê'½�â�½�À�è Ó Å	À�¿ m̂α,1(ξ) 6∈M q
p Ó Á�×�Ã3Ë

(1/p, 1/q) ∈ [A,H] Þ efÆ9½�Ã9¿ Ò Ë	Å	Æ3¿bÀ�¿�Ú5Ä Ó Ê'½�Ê¼å�À�¿tÌ9Á�Ã�½�Ã9¿�×�èìÂ	»	ËØÌ9¿/Ê'½�â�½�À�Á�Ã3è�×�À�Î�Á�¿�×�Æ3¿/Î�Æ3¿ Ò ¿
»3Á�â�Ä�Ã3è�À/½�À/½>»9½/¾�¿/À�Ç@í � ðÈÓ Â3¿�Ã3Ä�Å9½/Á�Ú

m̂α,1(ξ) = (−i)n−1
2 2

n−3
2 Γ

(
n− 1

2

)
a(−ξ′)bα(|ξ|) +Gα(ξ).


 Ì9Á�×�è
Gα(ξ) =

N+1∑

k=1

Aα−n+1
2

−k
κ̃(|ξ|)

|ξ|n−1
2

+k
χ+
k (ξ

′)κ(|ξ|)(1 − |ξ|+ i0)
n−1
2

+k−α + gα(ξ),

gα(|ξ|) = Rα(ξ)+
1− n

2
κ(|ξ|)(1−|ξ|+i0) n+1

2
−αAα−n+1

2
κ̃(|ξ|)χ+

0 (ξ
′)

1∫

0

(1−(|ξ|−1)t)−
1+n
2 dt.

h5½/×�×�Ä�à¸Ì�½�Í�Ê'½�Ê�Ë Â	»	Ë�Ì9¿/Ê'½�â�½�À�Á�Ã3è�×�À�Î�Á¸À�Á�¿/»3Á�Ú5Ç Ð Þ Ð Ë	â}í � ðÈÓ ×mÄ�Å3Á�À�¿�ÚõÀ�¿ Ò ¿ Ó Å	À�¿ χ+
k (ξ

′) ∈
C∞(Rn \ {0}), k = 1, . . . , N + 1 Ó ¾/Ä�Ì9Á�ÚÕË3Ú,Á�À�è

Gα(ξ) ∈M q
p , (1/p, 1/q) ∈ [A,H]. ÏNÐ�Ð�Ñ

W¸½�Ã9Á�Á Ó Ë	âmÄ�×�Ã9¿/Î�Ë	Í a(σ) 6= 0 Ó σ ∈ Sn−1 Ã9Á Ò Ê�¿ÝÎ�Ç2Î�Á�×�À�Ë Ó Å	À�¿
a(−ξ′)bα(|ξ|) 6∈M q

p , (1/p, 1/q) ∈ [A,H].

MfÀ�×�Û7Ì�½ Ó ×lÄ�Å3Á�À�¿�Ú ÏNÐ�Ð�Ñ Â3¿�Ã3Ä�Å9½/Á�Ú Ð�Ñ Â	»	Ë α 6= n−1
2 − j, j ∈ N

Þ
jTÃ3Ä�Å9½�Ö Ó Ê�¿ Ò Ì�½ α = n−1

2 − j »9½/×�×�ÚT½�À�»	Ë	Î#½/Á�À�×�Ít½�Æ9½�Ã9¿ Ò Ë	Å	Æ3¿ Ï ×�Ú Þ í � ð Ñ Þ
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