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Q dfe HSR�L�HSR�HSU�g!^`hDR�HSi

jXF,jXF�kQl�m,n5oSprq

sut/v�wyxyz�{}|/~�~��/{f�/��{�z�~f�Xv�~�|/�	�/z�xyzy|��/{�~���xy{��/x���{f��{���|/{}�7z�x��/��{\��|/����|��
Q ��� xy�3{�xy�3xyt/�\|/���3x��Xxyzy�/xy~�|/z�{����y�/x

p � �3x��/���/�����Nv�����{�������xy~�zyv�z�x�������{���~��/x��y|/�`��vS�\���/����|/� Q � �/t�|���xyz�xyt����`xyz�xywyt/v��N{���|/{2|/�3{�{�zc~�z�{��/{�� ��/x��!�/xyt�����xy�`t�xy~�zyv���s�t/v�wyxyz�{��/t�|���{f��{������/t�|��/x��N{���|/�`��zy|��Ot�{���������zyv�z�x��S�Q����v�~�~�v����}t���|���v2 Z¡�xywyx ��/{���v
W 1,ϕ

loc

�
R

n � n > 3 � �/t�|¢��~��/x��y|�|£zy|���vO¤Nv�������{�t�x���v`��v!�\���/����|/� ϕ
| � �!��v�~�zy�/xy~�zy| � �¢����v�~�~�v��¡�xywyx��/{���v

W 1,p
loc

�/t�|
p > n − 1

��¥,t�|���{f��{��O�/t�|/�3{�t � xy�3{�xy�3xyt/�\|/���rv � �/xy��v�������v��}¦,|��!z�x����/xy~�zy�2�/xyt�������vt�xy~�zyv��

§©¨	ªX«'¬�/®7¬@¯�¨	°//±#²
p � �3x��/����� � p �G³ �3��xy~�zy� � ��|/����|/{ Q ��� xy�3{�xy�3xyt/�\|/���	� � xyz�xywyt/v��N{���|/�Q~7��x��/{��������u|/~ ���v��N{���|/{�� � ����v�~�~N¡�xywyx��/{���v � ����v�~�~��}t���|���v, ´¡�xywyx��/{���v��

CrF5µ�qr¶/·N¶#¸}n}¶
P`¹�º3»�¼5½	¾3¼¿½3À�Á�»/Â�»/Ã	ÄXÀ¢»/º	Ã3ÀyÅrÀyÆrÀ�½	¾	Ç�È5INÆrÀyÅ3É�Ç´ÊÌË�ÍDÃr¹�Î�Å\È\Ï'È Ð�ÑfÍ

k ÒÔÓ`ÕfÖ�×3Ø�ÙÛÚ3Ø/Ü/ÕfÖ3Ý	×3Ø�Þ�ß�à�á Sâ
R
n ½r¹�Î�Ä â ¹/À�¼ãº	Ã3»/¾	Î â »�Æ3ä�½3»�À@½3À�º	Ã3À�Ã	Ä â ½3»�À¢»/Â�»�å/Ãr¹�æ!À�½	¾3À S : ω → R

n ÍDç�ÅrÀ ω è »/Â�Á	Ã	Ä2Â�»�À
¼5½3»�æ!À�é�Â â » â

Rk := R
k ∪ {∞} ¾ k = 1, . . . , n − 1

ÈOêXë ×3ì�í3îrÕ�Ù´ì�Ö�ï/ß�×3Ø�Þ�ß�î º3» â À�Ã�ð'½3»�é�Â�¾ S½r¹�Î�Ä â ¹/À�¼´ñ	¾3éyÆr»òº	Ã3»�»�å/Ãr¹�Î�» â

N(S, y) = cardS −1(y) = card {x ∈ ω : S(x) = y}, y ∈ R
n.

WQÃ	É�ç�¾3¼5¾ZéyÆr» â ¹/¼5¾�Í7é�¾3¼ â »�Æ N(S, y)
»�å�»/Î�½r¹�ñr¹/À�ÂóÁ	Ãr¹�Â�½3»�é�Â�äó½r¹�Á	Ã	Ä2Â�¾	ÇôÂ�»/ñ	Á	¾

y
º3» â À�Ã�ð'½3» dé�Â�ä�õ

S
È�^cÎ â À�é�Â�½3»	ÍDñ	Â�»uöOÉ�½	Á	÷	¾	ÇøÁ	Ãr¹�Â�½3»�é�Â�¾�Ç â Æ3Ç	À�Â�é�Ç�º3»�Æ3É�½3À�º	Ã3À�Ã	Ä â ½3»/ùúé�½	¾	Î�É�Í�¾�ÍrÎ�½r¹�ñ	¾	Â�Í¾	Î�¼,À�Ã	¾3¼N¹@»/Â�½3»�é�¾	Â�ÀyÆ3ä�½3»¢º	Ã3»/¾	Î â »�Æ3ä�½3»/ùøð�¹�É�é�År»/Ã3ö`» â »/ù�¼,À�Ã	Ä Hk û é�¼2È�ÊÌË�Í'Ãr¹�Î�Å\ÈrÏ'È Ð�ÑÔüyÈW`Æ3Ç�å�»/Ã3ÀyÆrÀ â é�Á�»/ùúöOÉ�½	Á	÷	¾	¾ ρ : Rn → [0,∞]

À�À î3×3ßòÕ�ýþÖ�ï�ÿÛÚ3Ø¢Ú3Ø/Ü/ÕfÖ3Ý	×3Ø�Þ�ß�î S »/º	Ã3ÀyÅrÀyÆ3Ç dÀ�Â�é�Ç Ãr¹ â À�½3é�Â â »�¼ ∫

S

ρ dAk :=

∫

Rn

ρ(y)N(S, y) dHky.

McÉ�é�Â�ä
Γ è é�À�¼,À�ù3é�Â â » k d ¼,À�Ã	½	Ä7ðôº3» â À�Ã�ð'½3»�é�Â�À�ù S

È � »/Ã3ÀyÆrÀ â ¹úöOÉ�½	Á	÷	¾	Ç ρ : R
n → [0,∞]½r¹�Î�Ä â ¹/À�Â�é�Ç�� Ø�Ú ë Þ�ß�î�ÓOØ�Ù Å	Æ3Çøé�À�¼,À�ù3é�Â â ¹ Γ Í	º	¾��!É�Â ρ ∈ admΓ

Í	À�éyÆ3¾
∫

S

ρk dAk > 1

Å	Æ3Ç´Á'¹�æ�År»/ùZº3» â À�Ã�ð'½3»�é�Â�¾ S ∈ Γ.
McÉ�é�Â�ä

p ∈ (1,∞) è Î�¹�Å�¹�½	½3»�À�öO¾	Á�é�¾	Ã3» â ¹�½	½3»�À�ñ	¾3éyÆr»	ÈK\»/ç�Å�¹
p ÒÔÓOØ ��ë ÿrÕ�Ó é�À�¼,À�ù3é�Â â ¹ Γ

½r¹�Î�Ä â ¹/À�Â�é�Ç â ÀyÆ3¾	ñ	¾	½r¹

Mp(Γ) = inf
ρ∈admΓ

∫

Rn

ρp(x) dm(x).
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��

� É�ÅrÀ�¼óç�» â »/Ã	¾	Â�ä3Í	ñ	Â�»@é â »/ù3é�Â â » P ¾3¼,À�À�Â¢¼,À�é�Â�»�Å	Æ3Ç
p ÒfÚ3Ø��ß�î�Ü�Þ�Õ�Ý û p d º�È â È ü k d ¼,À�Ã	½	Ä7ð º3» dâ À�Ã�ð'½3»�é�Â�À�ù S é�À�¼,À�ù3é�Â â ¹ Γ, À�éyÆ3¾`º3»�Åré�À�¼,À�ù3é�Â â » â é�ÀyðOº3» â À�Ã�ð'½3»�é�Â�À�ù�é�À�¼,À�ù3é�Â â ¹ Γ ÍyÅ	Æ3ÇOÁ�»/Â�»/Ã	Ä7ðé â »/ù3é�Â â » P ½r¹�Ã	É �ò¹/À�Â�é�Ç�Í	¾3¼,À�À�Â

p d ¼,»�Å3É�Æ3ä@½	É�Æ3ä3È
e » â »/Ã#Ç'Â û é�¼2È�ÊÌË�Í�Ãr¹�Î�Å\È�Ï'È Ð�ÑÔüyÍ�ñ	Â�»2¾	Î�¼,À�Ã	¾3¼N¹�Ç`º3»��`À�å�À�ç�ÉOöOÉ�½	Á	÷	¾	Ç ρ : Rn → [0,∞]

Ç â Æ3Ç	À�Â�é�Ç
Ø���Ø����òÕ�×3×3Ø p Ò � Ø�Ú ë Þ�ß�î�ÓOØ�Ù Å	Æ3Ç¢é�À�¼,À�ù3é�Â â ¹ Γ Í�é�»�é�Â�»�Ç���À�ç�»Q¾	Î (n−1) d ¼,À�Ã	½	Ä7ð£º3» â À�Ã�ð'½3»�é�Â�À�ù Sâ
R
n Í'º	¾��!É�Â ρ ∈ extp admΓ

Í	À�éyÆ3¾
∫

S

ρn−1(x) dAn−1 > 1 û Ë�ÈÌË�ü

Å	Æ3Ç
p d º�È â È S ∈ Γ.McÉ�é�Â�ä

D
¾
D′ è »�å�Æ�¹/é�Â�¾ â

R
n Í n > 2

Í
x0 ∈ D

Í
Q : D → (0,∞) è ¾	Î�¼,À�Ã	¾3¼N¹�ÇÛº3»��`À då�À�ç�ÉøöOÉ�½	Á	÷	¾	Ç�È e »�¼,À�»�¼,»/Ã3öO¾	Î�¼ f : D → D′ å/É�ÅrÀ�¼´½r¹�Î�Ä â ¹�Â�ä ×3î��ã×3î�Ó Q Ò�ý�Ø�Ó`Õ�Ø�ÓOØ�Ö��,î���ÓOØyÓ

Ø�ß�×3Ø�Þ�î3ßòÕ�ÿ3à�×3Ø p ÒÔÓOØ ��ë ÿ���Ü@ß�Ø��ì#Õ x0, À�éyÆ3¾

Mp (fΣA) > inf
ρ∈extp admΣA

∫

A

ρp(x)

Q(x)
dm(x) û Ë�È Ð�ü

Å	Æ3ÇuÁ'¹�æ�År»/ç�»¢Á�»�Æ3ä�÷r¹

A = A(x0, ε1, ε2) = {x ∈ R
n : ε1 < |x− x0| < ε2} , 0 < ε1 6 ε2 < d0,

ç�ÅrÀ
d0 = dist(x0, ∂D),

¹
ΣA

»�å�»/Î�½r¹�ñr¹/À�Âué�À�¼,À�ù3é�Â â » â é�Àyð é�ö`À�Ã

S(x0, r) = {x ∈ R
n : |x− x0| = r} , r ∈ (ε1, ε2).

û Ë�È 
 ü
iZÃr¹/å�»/Â/¹�ðúÊ Ð�Ñ\¾úÊ 
 Ñ\º	Ã	¾ â »�Å3Ç'Â�é�Ç º	Ã	¾'Ær»�æ!À�½	¾	Ç�½	¾	æò½	¾'ð Q d ç�»�¼,À�»�¼,»/Ã3öO¾	Î�¼,» â Áø¾3é�éyÆrÀyÅr» â ¹ d½	¾	õZÆr»/Á'¹�Æ3ä�½3»/ç�»!¾¢ç�Ãr¹�½	¾	ñ	½3»/ç�»!º3» â ÀyÅrÀ�½	¾	Ç¢ç�»�¼,À�»�¼,»/Ã3öO½	Ä7ð¢Ã3À ��À�½	¾	ùuéX»�å�»�å���À�½	½	ÄX¼5¾uº	Ã3»/¾	Î dâ »�Å3½	ÄX¼5¾ ¾ ÁøÎ�¹�Å�¹�ñ3ÀcWQ¾	Ã	¾'ð�ÆrÀcÅ	Æ3ÇuÉ�Ãr¹ â ½3À�½	¾	ù � ÀyÆ3ä�Â�Ãr¹/¼5¾�é â Ä2Ã3»�æ�ÅrÀ�½	¾3À�¼2ÈK\À�»/Ã	¾	Ç£½	¾	æò½	¾'ð

Q d ç�»�¼,À�»�¼,»/Ã3öO¾	Î�¼,» â º	Ã	¾3¼,À�½	¾3¼N¹QÁu»/Â�»�å/Ãr¹�æ!À�½	¾	Ç	¼´é©Á�»/½3À�ñ	½	ÄX¼ó¾3é�Á'¹�æ!À d½	¾3À�¼ Á'Æ�¹/é�é�¹@H©Ã'Æ3¾	ñr¹ è I�»�å�»�ÆrÀ â ¹ W 1,ϕ
loc

º	Ã	¾u½r¹�Æ3¾	ñ	¾	¾ É�éyÆr» â ¾	Ç Y`¹�Æ3ä/ÅrÀ�Ã3»/½r¹�¾�Í â ñr¹/é�Â�½3»�é�Â�¾�Í
Á Á'Æ�¹/é�é�¹/¼ZI�»�å�»�ÆrÀ â ¹ W 1,p

loc

º	Ã	¾
p > n− 1 û é�¼2È�Ê ����Ë�ËyÑÔüyÈi Å�¹�½	½3»/ù£Ãr¹/å�»/Â�À©¼5Ä É�é�Â/¹�½r¹ â Æ3¾ â ¹/À�¼ ¹�½r¹�Ær»/ç�¾¢ÆrÀ�¼,¼5ÄôÂ�¾	ºr¹`^cÁ�»�¼5Ä è�� â ¹�Ã	÷r¹OÅ	Æ3Çò½	¾	æ d½	¾'ð

Q d ç�»�¼,À�»�¼,»/Ã3öO¾	Î�¼,» â »/Â�½3»�é�¾	Â�ÀyÆ3ä�½3» p d ¼,»�Å3É�Æ3Ç û é�¼2È�ÊÌË�Ð'Í'Â�À�»/Ã3À�¼N¹¢Ð�ÑfÈPc¾	æ!ÀÛº	Ã	¾ â ÀyÅrÀ�½ Á	Ã	¾	Â�À�Ã	¾	ù ½	¾	æò½	¾'ð
Q d ç�»�¼,À�»�¼,»/Ã3öO¾	Î�¼,» â »/Â�½3»�é�¾	Â�ÀyÆ3ä�½3» p d ¼,»�Å3É#Æ3Çãº	Ã	¾

p > n− 1 û é�¼2ÈOÊ �'Í7Â�À�»/Ã3À�¼N¹ 
 È � ÑÔüyÈXi�º3À�Ã â ÄXÀ�Á	Ã	¾	Â�À�Ã	¾	ù å/Ä7ÆãÅr»/Á'¹�Î�¹�½ º	Ã	¾
p = n â Ãr¹/å�»/Â�ÀÊÌË 
 Í	Â�À�»/Ã3À�¼N¹@Ð'ÈÌËyÑ û é�¼2È	Â/¹�Á	æ!ÀQ¼,»/½3»/ç�Ãr¹/öO¾	õ ÊÌË�Í	Â�À�»/Ã3À�¼N¹@Ï'È Ð�ÑÔüyÈ

 ¶�ocoSl CrFÔCrF"!© 3���$#
D % -'& �������$# 


R
n, n > 2, x0 ∈ D

6 !X"\����1 - � - �ò�3� * ��� -
Q : D →

(0,∞) % �3�����"��3���(�)�2 	$	��*	��� 6,+3- ��� - � - "	�©�3��
f : D → R

n �'
����������-�ó$	�	�ò$	�3�
Q ��� - ��� - �� - "	�©�3�� - � 
¢� - �/�3�

x0
- ��$ - ���D������#�$ -

p � � - �3 	���¢1#"�� p > n− 1
� - � ���Q� � - ��#�� - � - � ��� * � - � ���

Mp(fΣR) >

ε2∫

ε1

dr

‖Q‖ n−1
p−n+1

(x0, r)
, 0 < ε1 6 ε2 < d0,

û Ë�È ��ü

� �\� d0 = dist(x0, ∂D), ΣR % ���������D����
 - 
'���.�ô�/�`��"
S(x0, r) = {x ∈ R

n : |x − x0| = r} *
r ∈ (ε1, ε2)

* �

‖Q‖ n−1
p−n+1

(x0, r) =

( ∫

S(x0,r)

Q
n−1

p−n+1 (x) dAn−1

) p−n+1
n−1

. û Ë�È ��ü




�� 4 ���	�3� - 
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(1.2)
� - ����� � �������-�Û� - ��#�� - ����� �2 	$	��*	�	�

ρ0(x) =

(
Q(x)

‖Q‖ n−1
p−n+1

(|x− x0|)

) 1
p−n+1

. û Ë�È ��ü

���
	��������������������Pc¾	æ!À¢¼5Ä ¾3é�º3»�Æ3ä�Î�É�À�¼ é�Â/¹�½'Å�¹�Ã	Â�½	ÄXÀ£é�»/ç�Æ�¹���À�½	¾	Ç�Í\ñ	Â�»
a/∞ = 0

Å	Æ3Ç
a 6= ∞, a/0 = ∞,

À�éyÆ3¾
a > 0,

¾
0 · ∞ = 0 û é�¼2ÈÌÍ	½r¹�º	Ã	¾3¼,À�Ã�Í\ÊÌË ��ÑÔüyÈMcÉ�é�Â�ä

D è »�å�Æ�¹/é�Â�ä â
R
n, n > 2

È
E,F ⊆ D è º	Ã3»/¾	Î â »�Æ3ä�½	ÄXÀ@¼5½3»�æ!À�é�Â â ¹'È5HSå�»/Î�½r¹�ñ	¾3¼ñ3À�Ã3À�Î

∆(E,F ;D)
é�À�¼,À�ù3é�Â â » â é�ÀyðøÁ	Ã	¾ â Ä7ð γ : [a, b] → R

n,
Á�»/Â�»/Ã	ÄXÀ�é�»�ÀyÅ3¾	½	Ç'õSÂ

E
¾
F â D,Â�È3À�È

γ(a) ∈ E, γ(b) ∈ F
¾
γ(t) ∈ D

º	Ã	¾
a < t < b.INÆrÀyÅ3É�õ �ò¹�ÇuÆrÀ�¼,¼N¹òå/Ä7Æ�¹�º3»�Æ3É�ñ3À�½r¹ â Ãr¹/å�»/Â�À@ÊÌË��	Í�ÆrÀ�¼,¼N¹ �'È 
 ÑfÈ

 ¶�ocoSløCrF��DF�!© 3���$#
D
�
D′ % -'& ���������!


R
n * n > 2

6 !X"\����1 - � - �ò�3� * ��� -
Q : D → (0,∞) %�3�����"��3���(� 1 -�� � & � �  �2 	$	��*	��� �

f : D → D′ % $	�	�ò$	�	�
Q ��� - ��� - � - "	�©�3��J
 � - �/�3�

x0- ��$ - ���D������#�$ -
p � � - �3 	���u1#"�� p > n− 1

6�+�- � ���ò�3�������!������� -@- *D��$	�	�

M p
p−n+1

(
∆(fS1, fS2, fD)

)
6




ε2∫

ε1

dr

‖Q‖ n−1
p−n+1

(x0, r)




− n−1
p−n+1

, û Ë�È � ü

� �\� Sj = S(x0, εj)
*
j = 1, 2,

�

( ∫

S(x0,r)

Q
n−1

p−n+1 (x) dAn−1

) p−n+1
n−1

. û Ë�È � ü

���
	��������������� �!�rH©Â�¼,À�Â�¾3¼2Í	ñ	Â�»�½3»/Ã3¼N¹ ‖Q‖ n−1
p−n+1

(x0, r)
º3»�½3À�Á�»/Â�»/Ã	ÄX¼ é�ö`À�Ãr¹/¼

S(x0, r)¼,»�æ!À�Â`å/Ä2Â�äSÃr¹ â ½r¹©å�À�é�Á�»/½3À�ñ	½3»�é�Â�¾�È�MO»©Â�À�»/Ã3À�¼,À2gQÉ'å/¾	½	¾�öOÉ�½	Á	÷	¾	Ç ‖Q‖ n−1
p−n+1

(x0, r)
¾	Î�¼,À�Ã	¾3¼N¹

º3»
r â é�¾'Æ3É£¾	Î�¼,À�Ã	¾3¼,»�é�Â�¾�º3» x öOÉ�½	Á	÷	¾	¾ Q È � »�ÆrÀ�ÀOÂ�»/ç�»	Í

ε2∫

ε1

dr

‖Q‖ n−1
p−n+1

(x0, r)
<∞, 0 < ε1 < ε2 < d(x0, ∂D). û Ë�È Ï�ü

"�Â�»OéyÆrÀyÅ3É�À�Â`¾	Î2É�éyÆr» â ¾	Ç�ç�»�¼,À�»�¼,»/Ã3öO½3»�é�Â�¾£»/Â�»�å/Ãr¹�æ!À�½	¾	Ç f ¾!ÆrÀ�¼,¼5Ä Ë�È Ð'Í/º3»�é�Á�»�Æ3ä�Á	É p
p−n+1 èÀ�¼5Á�»�é�Â�ä�½3À â Ä2Ã3»�æ�ÅrÀ�½	½3»/ç�»�Á�»�Æ3ä�÷r¹ è ½3À¢¼,»�æ!À�Â�å/Ä2Â�ä�Ãr¹ â ½r¹ø½	É�Æ3õ�È û H©º	Ã3ÀyÅrÀyÆrÀ�½	¾3À À�¼5Á�»�é�Â�¾é�¼2È	½	¾	æ!À�È üX^c½	Â�À�ç�Ãr¹�Æ â û Ë�È Ï�ü2¼,»�æ!À�Âuå/Ä2Â�ä@Ãr¹ â À�½ ½	É�Æ3õ â éyÆ3É�ñr¹/À�ÍrÀ�éyÆ3¾ ‖Q‖ n−1

p−n+1
(x0, r) = ∞º�È â ÈÌÍ	½3»òÂ�»/ç�Å�¹òé�»�»/Â�½3» ��À�½	¾3À û Ë�È � ü7»/ñ3À â ¾'Å3½3»	È

�DF$# ¶�o�%�p'&)('n*%�pr¸�·N¶#¸�&�l�('p'+}l
INÆrÀyÅ3É�ÇôÃr¹/å�»/Â�ÀóÊÌË$��ÑfÍ�ºr¹�Ã	É

E = (A,C)
Í�ç�ÅrÀ

A ⊂ R
n è »/Â�Á	Ã	Ä2Â�»�À�¼5½3»�æ!À�é�Â â »ó¾ C è½3À�º	É�é�Â�»�À�Á�»�¼5ºr¹�Á	Â�½3»�À@¼5½3»�æ!À�é�Â â »	Í�é�»�ÅrÀ�Ã#æ�¹���À�À�é�Ç â A Í�½r¹�Î�Ä â ¹/À�¼ ì�Ø�× � Õ�×3Þ�ï/ß�Ø�Ö�ØyÓ ÈrYO»/½'ÅrÀ�½ dé�¹�Â�»/Ã

E
½r¹�Î�Ä â ¹/À�Â�é�Ç ì�Øyÿ3à�írÕ�Ü-,\Ó ì�Ø�× � Õ�×3Þ�ï/ß�Ø�Ö�ØyÓ Í�À�éyÆ3¾ G = A \C è Á�»�Æ3ä�÷3»	Í	Â�È	À�È	À�éyÆ3¾

G è»�å�Æ�¹/é�Â�ä3Í#År»/º3»�Æ3½3À�½	¾3ÀcÁ�»/Â�»/Ã3»/ù
Rn \G é�»�é�Â�»/¾	Â â Â�»/ñ	½3»�é�Â�¾u¾	Î©Å â É#ð¢Á�»�¼5º3»/½3À�½	Â�È e » â »/Ã#Ç'ÂòÂ/¹�Á dæ!À�Í\ñ	Â�»øÁ�»/½'ÅrÀ�½3é�¹�Â�»/Ã

E = (A,C)
ÆrÀ�æò¾	Â â »�å�Æ�¹/é�Â�¾ D Í\À�éyÆ3¾ A ⊂ D

È}H©ñ3À â ¾'Å3½3»	Í}ñ	Â�» À�éyÆ3¾
f : D → R

n è ½3À�º	Ã3À�Ã	Ä â ½3»�À�ÍD»/Â�Á	Ã	Ä2Â�»�ÀQ»/Â�»�å/Ãr¹�æ!À�½	¾3À!¾
E = (A,C) è Á�»/½'ÅrÀ�½3é�¹�Â�»/Ã â D Í	Â�»

(fA, fC)
Â/¹�Á	æ!À`Á�»/½'ÅrÀ�½3é�¹�Â�»/Ã â fD È�W�¹�ÆrÀ�À�Í fE = (fA, fC)

È



� ������1D��$	$ - �´1 - "������3�X" - �����!$	�	�ò$	���
Q ��� - ��� - � - "	�©�3�� - 
 
 Ï

gQÉ�½	Á	÷	¾	Ç
u : A → R ï���Þ�Øyÿ3á2ß�×3Ø¢×rÕ�Ú/ÖDÕfÖ ,NÜ�×3ï¢×3ï£Ú/Ö���ÓOØ�Ù Í3¾3¼,À�õ ��À�ù�½3À�º	É�é�Â�»�À!º3À�Ã3À�é�À�ñ3À d½	¾3Àòé

A
ÍDÀ�éyÆ3¾Û»/½r¹ø¹/å�é�»�Æ3õSÂ�½3»u½3À�º	Ã3À�Ã	Ä â ½r¹ ½r¹¢Æ3õcå�»�¼ã»/Â�Ã3À�Î�Á�À � Â�»/ù�º	Ã#Ç	¼,»/ù�Í�Î�¹�Á'Æ3õSñ3À�½	½3»�¼

â A È5gQÉ�½	Á	÷	¾	Ç u : A → R
º	Ã	¾	½r¹�Å	ÆrÀ�æò¾	Â�Á'Æ�¹/é�é�É

ACL û ï���Þ�Øyÿ3á2ß�×3Øø×rÕ�Ú/ÖDÕfÖ ,NÜ�×3ïø×3ï Ú3Ø��ß�î
Ü�Þ�Õ�ÝZÚ/Ö���Ó ,}Ý üyÍ�À�éyÆ3¾Z»/½r¹ú¹/å�é�»�Æ3õSÂ�½3»ú½3À�º	Ã3À�Ã	Ä â ½r¹ú½r¹Ûº3»/ñ	Â�¾ â é�Àyð´º	Ã#Ç	¼5Ä7ð�Í�ºr¹�Ãr¹�Æ	ÆrÀyÆ3ä�½	Ä7ðÆ3õcå�»/ùøÁ�»�»/Ã�Å3¾	½r¹�Â�½3»/ù�»�é�¾�È

HSå�»/Î�½r¹�ñ	¾3¼´ñ3À�Ã3À�Î
C0(A)

¼5½3»�æ!À�é�Â â »@½3À�º	Ã3À�Ã	Ä â ½	Ä7ðøöOÉ�½	Á	÷	¾	ù u : A→ R
1 écÁ�»�¼5ºr¹�Á	Â�½	ÄX¼½3»�é�¾	Â�ÀyÆrÀ�¼2Í

W0(E ) =W0(A,C) è é�À�¼,À�ù3é�Â â »Q½3À�»/Â�Ã	¾	÷r¹�Â�ÀyÆ3ä�½	Ä7ð£öOÉ�½	Á	÷	¾	ù u : A→ R
1 Â/¹�Á	¾'ð�Íñ	Â�»�Ë�ü

u ∈ C0(A) �
Ð�ü
u(x) > 1

Å	Æ3Ç
x ∈ C � 
 ü u º	Ã	¾	½r¹�Å	ÆrÀ�æò¾	Â`Á'Æ�¹/é�é�É ACL È�K}¹�Á	æ!ÀX»�å�»/Î�½r¹�ñ	¾3¼

|∇u| =

√√√√
n∑

i=1

(
∂u

∂xi

)2

. û Ð'ÈÌË�ü

McÃ	¾
p > 1 â ÀyÆ3¾	ñ	¾	½	É

capp E = capp (A,C) = inf
u∈W0(E )

∫

A

|∇u|p dm(x) û Ð'È Ð�ü

½r¹�Î�Ä â ¹�õSÂ p Ò���ÓOì�Ø�Þ�ß�à�á Á�»/½'ÅrÀ�½3é�¹�Â�»/Ãr¹ E
È

i Å�¹�Æ3ä�½3À�ù���À�¼´º	Ã	¾
p > 1

¼5Ä å/É�ÅrÀ�¼ ¾3é�º3»�Æ3ä�Î�» â ¹�Â�ä¢Ãr¹ â À�½3é�Â â » û é�¼2È�ÊÌË��'Í	Â�À�»/Ã3À�¼N¹ ËyÑÔü

capp E =Mp(∆(∂A, ∂C;A \ C)). û Ð'È 
 ü
^cÎ â À�é�Â�½3»	Í3ñ	Â�»òº	Ã	¾ 1 < p < n

capp E > nΩ
p
n
n

(
n− p

p− 1

)p−1

[m(C)]
n−p
n , û Ð'È ��ü

ç�ÅrÀ
Ωn è »�å���À�¼´ÀyÅ3¾	½	¾	ñ	½3»/ç�» �ò¹�Ãr¹ â

R
n û é�¼2ÈÌÍ	½r¹�º	Ã	¾3¼,À�Ã�Í\ÊÌË � Í	½3À�Ãr¹ â À�½3é�Â â » û � È Ï�ü ÑÔüyÈ

� F$# &)('¶	�}¶#¸}¸}p�o
�}p'+��D· %�¶ +}p'&)(�l�¸}n�ó¸}n��
Q ��� p�oS¶#p�oSp'+��øn���oSprq

i7é�õ7Å3É!Å�¹�ÆrÀ�À
Br = {x ∈ R

n : |x| < r} Í Bn = {x ∈ R
n : |x| < 1} Í Sr = {x ∈ R

n : |x| = r} Í
Ωn è »�å���À�¼´ÀyÅ3¾	½	¾	ñ	½3»/ç�» �ò¹�Ãr¹

B
n â

R
n ¾ ωn−1 è º'Ær»��ò¹�Å3ä¢ÀyÅ3¾	½	¾	ñ	½3»/ù�é�ö`À�Ã	Ä

S
n−1 â

R
n ÈPc¾	æ!À�º	Ã	¾ â ÀyÅrÀ�½r¹©ÆrÀ�¼,¼N¹S»�åS»/÷3À�½	Á�À�¾3é�Á'¹�æ!À�½	¾	Ç@À�¼5Á�»�é�Â�¾òé�ö`À�Ã	¾	ñ3À�é�Á�»/ç�»cÁ�»/½'ÅrÀ�½3é�¹�Â�»/Ãr¹cº	Ã	¾½	¾	æò½	¾'ð

Q d ç�»�¼,À�»�¼,»/Ã3öO¾	Î�¼N¹�ð�È ¶�ocoSl � FÔCrF !© 3���$#
f : Bn → B

n * n > 2, % $	�	�ò$	�	�
Q ��� - ��� - � - "	�©�3�� - ��$ - ���D������#�$ -

p � � - �3 �����1#"�� p > n
6 !X"\����1 - � - �ò�3� * ��� - ������$D��� - � - "�0���� - $D���/$	0��´�/�D�����

λ > 1
*
σ > 0

�
C0 > 0


�021 - �	$D��$ -  3��� - 
��D�

εσ
λε∫

ε

dr

‖Q‖ n−1
p−n+1

(r)
> C0

(
∀ ε ∈ (0, ε0) , ε0 ∈

(
0,

1

λ

))
, û 
 ÈÌË�ü

� �\�
‖Q‖ n−1

p−n+1
(r) =

(∫

Sr

Q
n−1

p−n+1 (x) dAn−1

) p−n+1
n−1

.

+�- � �����3�������!������� -@- *D��$	�	�

cap p
p−n+1

(
fBλε, fBε

)
6 C

− n−1
p−n+1

0 ε
σ(n−1)
p−n+1 . û 
 È Ð�ü



� � 4 ���	�3� - 
�� 6 � 6

C
U5¹/é�é�¼,»/Â�Ã	¾3¼ôé�ö`À�Ã	¾	ñ3À�é�Á�»�À`Á�»�Æ3ä�÷3»

A = A(0, ε1, ε2) = {x ∈ R
n : ε1 < |x| < ε2}, 0 < ε1 < ε2 < 1.

K\»/ç�Å�¹ (
Bε2 , Bε1

) è Á�»�Æ3ä�÷3À â »/ùuÁ�»/½'ÅrÀ�½3é�¹�Â�»/Ã â
B
n ¾ (fBε2 , fBε1

) è Á�»�Æ3ä�÷3À â »/ùuÁ�»/½'ÅrÀ�½3é�¹�Â�»/Ã
â
B
n ÈMcÉ�é�Â�ä

Γ∗ = ∆(fSε1, fSε2 , fA)
È	K\»/ç�Å�¹@é�»/ç�Æ�¹/é�½3» û Ð'È 
 ü�¾3¼,À�À�¼ Ãr¹ â À�½3é�Â â »

cap p
p−n+1

(
fBε2 , fBε1

)
=M p

p−n+1
(Γ∗) . û 
 È 
 ü

MO»�ÆrÀ�¼,¼,À@Ë�È Ð�º3»�Æ3É�ñr¹/À�¼2Í	ñ	Â�»

cap p
p−n+1

(
fBε2, fBε1

)
6

( ε2∫

ε1

dr

‖Q‖ n−1
p−n+1

(r)

)− n−1
p−n+1

. û 
 È ��ü

W�¹�ÆrÀ�À�Í â ÄXå/¾	Ãr¹�Ç â û 
 È ��ü ε1 = ε < ε0 <
1
λ

¾
ε2 = λε

Í'º3»�Æ3É�ñ	¾3¼

cap p
p−n+1

(
fBλε, fBε

)
6

( λε∫

ε

dr

‖Q‖ n−1
p−n+1

(r)

)− n−1
p−n+1

. û 
 È ��ü

^cÎ`É�éyÆr» â ¾	Ç û 
 ÈÌË�ü â Ä2Â�À�Á'¹/À�Â£»/÷3À�½	Á'¹ û 
 È Ð�üyÈ BINÆrÀyÅ3É�õ �!¾	ù¿Ã3À�Î�É�Æ3ä�Â/¹�ÂôÇ â Æ3Ç	À�Â�é�Ç ¹�½r¹�Ær»/ç�»�¼a¾	Î â À�é�Â�½3»/ù¿ÆrÀ�¼,¼5Ä ^cÁ�»�¼5Ä è � â ¹�Ã	÷r¹´»�å»/÷3À�½	Á�À`½	¾	æò½3À�ç�»@º	Ã3ÀyÅrÀyÆ�¹'Í3é�¼2È	Â�À�»/Ã3À�¼5ÉøÐ â ÊÌË�Ð�ÑfÈ
��¶#p'+}¶�oSl � FÔCrF !© 3���$#

f : Bn → B
n * n > 2, % $	�	�ò$	�	�

Q ��� - ��� - � - "	�©�3�� - ��$ - ���D������#�$ -
p � � - �3 ����£1#"�� p > n

*  �� - 
��D����
 - "������!�	�u 3��� - 
����
f(0) = 0

6�� ���	�@�����£$D��� - � - "�0��u� - $D���/$	0��
�/�D�����

λ > 1
*
σ > 0

�
C0 > 0


�021 - �	$D��$ -  3��� - 
��D�

εσ
λε∫

ε

dr

‖Q‖ n−1
p−n+1

(r)
> C0

û 
 È ��ü

����� ��� &�- � - ε ∈ (0, ε0)
*
ε0 ∈

(
0, 1λ

) * � -

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|

σ
p−n

6 ν0C
− 1

p−n

0 , û 
 È � ü

� �\� ν0 % 1 - � - �ò�D������#�$��(� 1 - ��� - �'$	$��(� * ���
��D�-���@�(��� - ��#�� -¢- �
n
�
p
6

C
U5¹/é�é�¼,»/Â�Ã	¾3¼JÁ�»/½'ÅrÀ�½3é�¹�Â�»/Ã (

fBλε, fBε

)
, ε ∈ (0, ε0)

Í
ε0 ∈

(
0, 1λ

) È5i é�¾'Æ3ÉÛÆrÀ�¼,¼5Ä 
 ÈÌË
¾3¼,À�À�¼´»/÷3À�½	Á	É

cap p
p−n+1

(
fBλε, fBε

)
6 C

− n−1
p−n+1

0 ε
σ(n−1)
p−n+1 . û 
 È � ü

^Oé�º3»�Æ3ä�Î�É�Ç é�»�»/Â�½3» ��À�½	¾3À û Ð'È ��üyÍ	º3»�Æ3É�ñr¹/À�¼

cap p
p−n+1

(
fBλε, fBε

)
> ν1

[
m
(
fBε

)]n(p−n+1)−p
n(p−n+1) , û 
 È Ï�ü

ç�ÅrÀ
ν1 è Á�»/½3é�Â/¹�½	Â/¹'ÍrÎ�¹ â ¾3é�Ç��ò¹�ÇøÂ�»�Æ3ä�Á�»¢»/ÂòÃr¹�Î�¼,À�Ã	½3»�é�Â�¾�º	Ã3»�é�Â�Ãr¹�½3é�Â â ¹ n ¾ p ÈYO»�¼,å/¾	½	¾	Ã	É�Ç û 
 È � ü�¾ û 
 È Ï�üyÍ	Î�¹�Á'Æ3õSñr¹/À�¼2Í3ñ	Â�»

m
(
fBε

)
6 ν0C

− n
p−n

0 ε
σn
p−n , û 
 ÈÌË���ü

ç�ÅrÀ
ν0 è º3»�Ær»�æò¾	Â�ÀyÆ3ä�½r¹�Ç º3»�é�Â�»�Ç'½	½r¹�Ç�Í3Î�¹ â ¾3é�Ç��ò¹�ÇøÂ�»�Æ3ä�Á�»¢»/Â n ¾ p È



� ������1D��$	$ - �´1 - "������3�X" - �����!$	�	�ò$	���
Q ��� - ��� - � - "	�©�3�� - 
 �3Ë

� ñ	¾	Â�Ä â ¹�Ç�Í	ñ	Â�» f(0) = 0
Í'º3»�Æ3É�ñr¹/À�¼

Ωn

(
min
|x|=ε

|f(x)|
)n

6 m
(
fBε

) û 
 ÈÌË�Ë�ü
¾�Í	éyÆrÀyÅr» â ¹�Â�ÀyÆ3ä�½3»	Í

min
|x|=ε

|f(x)| 6 n

√
m
(
fBε

)

Ωn
. û 
 ÈÌË�Ð�ü

K}¹�Á	¾3¼ »�å/Ãr¹�Î�»�¼2Í	É�ñ	¾	Â�Ä â ¹�Ç ½3À�Ãr¹ â À�½3é�Â â ¹ û 
 ÈÌË���ü�¾ û 
 ÈÌË�Ð�üyÍ3¾3¼,À�À�¼

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|

σ
p−n

= lim inf
ε→0

min
|x|=ε

|f(x)|

ε
σ

p−n

6 lim inf
ε→0

(
m
(
fBε

)

Ωnε
σn
p−n

) 1
n

6 ν0C
− 1

p−n

0 ,

ç�ÅrÀ
ν0 è º3»�Ær»�æò¾	Â�ÀyÆ3ä�½r¹�Ç º3»�é�Â�»�Ç'½	½r¹�Ç�Í3Î�¹ â ¾3é�Ç��ò¹�Ç Â�»�Æ3ä�Á�»¢»/Â n ¾ p È BkOm,¶/· &)('qrn}¶ � FÔCrF2� �#������$ - ����� * �����	��������$D��� - � - "�0��Û� - $D���/$	0�� �/�D�����

λ > 1
�
C0 > 0
�021 - �	$D��$ -  3��� - 
��D�

εp−n
λε∫

ε

dr

‖Q‖ n−1
p−n+1

(r)
> C0

û 
 ÈÌË 
 ü

�����u��� &�- � - ε ∈ (0, ε0) , ε0 ∈
(
0, 1λ

)
,
� -

lim inf
x→0

|f(x)|
|x| 6 ν0C

− 1
p−n

0 , û 
 ÈÌË ��ü

� �\� ν0 % 1 - � - �ò�D������#�$��(� 1 - ��� - �'$	$��(� * ���
��D�-���@�(��� - ��#�� -¢- �
n
�
p
6

��¶#p'+}¶�oSl � F��DF !© 3���$#
f : Bn → B

n * n > 2, % $	�	�ò$	�	�
Q ��� - ��� - � - "	�©�3�� - ��$ - ���D������#�$ -

p � � - �3 ����ó1#"�� p > n
*  �� - 
��D����
 - "������!�	�ó 3��� - 
����

f(0) = 0
6 � ���	� �����ó$D��� - � - "�0��¿�/�D�����

q0 ∈ (0,∞)
*
γ ∈ [0, p− n)


�021 - �	$D��$ -  3��� - 
��D�

 1

ωn−1rn−1

∫

Sr

Q
n−1

p−n+1 (x) dAn−1




p−n+1
n−1

6 q0 r
−γ , û 
 ÈÌË$��ü

�����u1 6 
 6
r ∈ (0, r0)

*
r0 ∈ (0, 1e ),

� -

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|1−

γ
p−n

6 ν0q
1

p−n

0 , û 
 ÈÌË���ü

� �\� ν0 % 1 - � - �ò�D������#�$��(�ó� - $D������$D��� * ���
��D�-���@�(� � - ��#�� -�- �@"��������"�$ - ����� 1#" - ���y"���$D����
��
n�

p
6
C
^cÎOÉ�éyÆr» â ¾	Ç û 
 ÈÌË$��ü â Ä2Â�À�Á'¹/À�Â£»/÷3À�½	Á'¹

‖Q‖ n−1
p−n+1

(r) =

(∫

Sr

Q
n−1

p−n+1 (x) dAn−1

) p−n+1
n−1

6 ω
p−n+1
n−1

n−1 q0 r
p−n−γ+1. û 
 ÈÌË � ü

McÉ�é�Â�ä
λ = e

¾
σ = p− n− γ

È	^cÎ`½3À�Ãr¹ â À�½3é�Â â ¹ û 
 ÈÌË � ü7éyÆrÀyÅ3É�À�Â¢É�éyÆr» â ¾3À

εp−n−γ
eε∫

ε

dr

‖Q‖ n−1
p−n+1

(r)
>

εp−n−γ

ω
p−n+1
n−1

n−1 q0

eε∫

ε

dr

rp−n−γ+1
= C0,

û 
 ÈÌË � ü

ç�ÅrÀ
C0 =

en+γ−p−1

ω
p−n+1
n−1

n−1 q0(n+γ−p)

È



�#Ð 4 ���	�3� - 
�� 6 � 6
McÃ	¾3¼,À�½	Ç'ÇÛÂ�À�»/Ã3À�¼5É 
 ÈÌË@é�ºr¹�Ãr¹/¼,À�Â�Ãr¹/¼5¾

λ = e
Í
σ = p − n − γ

¾
C0 = en+γ−p−1

ω
p−n+1
n−1

n−1 q0(n+γ−p)

Í
º3»�Æ3É�ñr¹/À�¼ »/÷3À�½	Á	É

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|1−

γ
p−n

6 ν0q
1

p−n

0 , û 
 ÈÌË�Ï�ü
ç�ÅrÀ

ν0 è º3»�Ær»�æò¾	Â�ÀyÆ3ä�½r¹�Ç º3»�é�Â�»�Ç'½	½r¹�Ç�Í3Î�¹ â ¾3é�Ç��ò¹�ÇøÂ�»�Æ3ä�Á�»¢»/Â n ¾ p È BkOm,¶/· &)('qrn}¶ � F��DFr� �#������$ - ����� * �����	�`�����!$D��� - � - " - � - � - $D���/$ - � - �/�D����� q0 > 0

�021 - �	$D��$ -

 3��� - 
��D�

 1

ωn−1rn−1

∫

Sr

Q
n−1

p−n+1 (x) dAn−1




p−n+1
n−1

6 q0
û 
 È Ð���ü

����� 1 6 
 6
r ∈ (0, r0)

*
r0 ∈

(
0, 1e
) * � -

lim inf
x→0

|f(x)|
|x| 6 ν0q

1
p−n

0 , û 
 È Ð'Ë�ü

� �\� ν0 % 1 - � - �ò�D������#�$��(�ó� - $D������$D��� * ���
��D�-���@�(� � - ��#�� -�- �ò"��������"�$ - ����� 1#" - ���y"���$D����
��
n�

p
6
kOm,¶/· &)('qrn}¶ � F � F � ���	�

Q(x) 6 K <∞ ����� 1 6 
 6
x ∈ B

n * � -

lim inf
x→0

|f(x)|
|x| 6 ν0K

1
p−n , û 
 È Ð�Ð�ü

� �\� ν0 % 1 - � - �ò�D������#�$��(�ó� - $D������$D��� * ���
��D�-���@�(� � - ��#�� -�- �ò"��������"�$ - ����� 1#" - ���y"���$D����
��
n�

p
6
 ¶�ocoSl � F��DF !© 3���$#

Q ∈ Lα(B
n), α > n

p−n , p > n
6�+�- � ����1#"�� λ > 1

�3�������!������� -@- *D��$	�	�

εσ
λε∫

ε

dr

‖Q‖ n−1
p−n+1

(r)
>

c0
‖Q‖α

û 
 È Ð 
 ü

�����u��� &�- � - ε ∈ (0, 1λ
) * � �\� ‖Q‖α =

(∫
Bn Q

α(x) dm(x)
) 1

α
*
σ = α(p−n)−n

α

�
c0 % 1 - � - �ò�D������# �$��(� 1 - ��� - �'$	$��(� * ���
��D�-���@�(��� - ��#�� -@- �

n
*
p
*
λ
�
α
6

C
McÉ�é�Â�ä

λ > 1
È3h�¹/¼,À�Â�¾3¼2Í3ñ	Â�»

(λ− 1)ε =

λε∫

ε

‖Q‖
n−1
p
n−1

p−n+1

(r)
dr

‖Q‖
n−1
p
n−1

p−n+1

(r)

. û 
 È Ð���ü

McÃ	¾3¼,À�½	Ç'ÇuÂ�À�»/Ã3À�¼5ÉøgQÉ'å/¾	½	¾ ¾u½3À�Ãr¹ â À�½3é�Â â » e��ÀyÆ3ä/ÅrÀ�Ãr¹@éSº3»/Á'¹�Î�¹�Â�ÀyÆ3Ç	¼5¾ q = p
p−n+1

Í
q′ = p

n−1

Í
¾3¼,À�À�¼

( λε∫

ε

dr

‖Q‖ n−1
p−n+1

(r)

)− n−1
p−n+1

6 ((λ− 1)ε)
− p

p−n+1

∫

A

Q
n−1

p−n+1 (x) dm(x), û 
 È Ð'��ü

ç�ÅrÀ
A = A(0, ε, λε)

È
McÃ	¾3¼,À�½	Ç'Ç´À ��ÀuÃr¹�Îø½3À�Ãr¹ â À�½3é�Â â » e��ÀyÆ3ä/ÅrÀ�Ãr¹úéuº3»/Á'¹�Î�¹�Â�ÀyÆ3Ç	¼5¾ q = α(p−n+1)

n−1 > 1
¾
q′ =

α(p−n+1)
α(p−n+1)−n+1

Í'º3»�Æ3É�ñr¹/À�¼
( λε∫

ε

dr

‖Q‖ n−1
p−n+1

(r)

)− n−1
p−n+1

6 c1 ε
θ

(∫

A

Qα(x) dm(x)

) n−1
α(p−n+1)

, û 
 È Ð���ü
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 � 


ç�ÅrÀ
θ = (n−1)(αp−αn−n)

α(p−n+1)

¾
c1 è º3»�Ær»�æò¾	Â�ÀyÆ3ä�½r¹�Ç º3»�é�Â�»�Ç'½	½r¹�Ç�Í�Î�¹ â ¾3é�Ç��ò¹�ÇÛÂ�»�Æ3ä�Á�» »/Â n Í p Í λ¾

α
È
H©Â�é�õ7Å�¹ â Ä2Â�À�Á'¹/À�Âu»/÷3À�½	Á'¹

εσ
λε∫

ε

dr

‖Q‖ n−1
p−n+1

(r)
>

c0
‖Q‖α

, û 
 È Ð � ü

ç�ÅrÀ ‖Q‖α =
(∫

Bn Q
α(x) dm(x)

) 1
α
Í
σ = α(p−n)−n

α

¾
c0 è º3»�Ær»�æò¾	Â�ÀyÆ3ä�½r¹�ÇÛº3»�é�Â�»�Ç'½	½r¹�Ç�Í�Î�¹ â ¾ dé�Ç��ò¹�Ç Â�»�Æ3ä�Á�»@»/Â

n
Í
p
Í
λ
¾
α
È
B

��¶#p'+}¶�oSl � F � F !© 3���$#
f : Bn → B

n * n > 2, % $	�	�ò$	�	�
Q ��� - ��� - � - "	�©�3�� - ��$ - ���D������#�$ -

p � � - �3 ���� 1#"�� p > n
*  �� - 
��D����
 - "������!�	�ø 3��� - 
����

f(0) = 0
6�� ���	�

Q ∈ Lα(B
n)
*
α > n

p−n
* � -

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|1−

n
α(p−n)

6 ν0‖Q‖
1

p−n
α , û 
 È Ð � ü

� �\� ‖Q‖α =
(∫

Bn Q
α(x) dm(x)

) 1
α % $ - "D���¢
£1#" - ���y"���$D����
'�

Lα(B
n)
�
ν0 % 1 - � - �ò�D������#�$��(�

1 - ��� - �'$	$��(� * ���
��D�-���@�(��� - ��#�� -¢- �
n
*
p
�
α
6

C
McÉ�é�Â�ä

λ = 2
È#MO»�é�Á�»�Æ3ä�Á	É

Q ∈ Lα(B
n)
¾
α > n

p−n
Í�Â�»`¾	ÎXÆrÀ�¼,¼5Ä 
 È Ð`éyÆrÀyÅ3É�À�Â�Í�ñ	Â�»QöOÉ�½	Á d÷	¾	Ç

Q
É�År» â ÆrÀ�Â â »/Ã#Ç	À�ÂøÉ�éyÆr» â ¾	õ û 
 È ��üSéQºr¹�Ãr¹/¼,À�Â�Ãr¹/¼5¾ σ = α(p−n)−n

α

Í
C0 = c0

‖Q‖α
ÈDMcÃ	¾3¼,À�½	Ç'Ç

Â�À�»/Ã3À�¼5É 
 ÈÌË�Í	º3»�Æ3É�ñr¹/À�¼´»/÷3À�½	Á	É

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|1−

n
α(p−n)

6 ν0‖Q‖
1

p−n
α , û 
 È Ð�Ï�ü

ç�ÅrÀ ‖Q‖α =
(∫

Bn Q
α(x) dm(x)

) 1
α è ½3»/Ã3¼N¹ â º	Ã3»�é�Â�Ãr¹�½3é�Â â À Lα(Bn) ¾ ν0 è º3»�Ær»�æò¾	Â�ÀyÆ3ä�½r¹�Ç

º3»�é�Â�»�Ç'½	½r¹�Ç�Í3Î�¹ â ¾3é�Ç��ò¹�ÇøÂ�»�Æ3ä�Á�»¢»/Â n Í p ¾ α È B
� F�� +}n�m,p	Û¶#¸}n�� %*%�m,l�&)&�l3o # +�m,n��}l�� kQp��rp	m,¶#qrl

P`¹�º3»�¼5½	¾3¼ã½3À�Á�»/Â�»/Ã	ÄXÀ¢»/º	Ã3ÀyÅrÀyÆrÀ�½	¾	Ç�È\McÉ�é�Â�ä
D è »�å�Æ�¹/é�Â�ä â

R
n Í n > 2

È e »�¼,À�»�¼,»/Ã3öO¾	Î�¼
f : D → R

n ½r¹�Î�Ä â ¹/À�Â�é�Ç Ø�ß�Ø���Ö�ï��¿Õ�×3îrÕ�Ó ÞQì�Ø�×rÕ �×�,\Ó î3Þ�ì�ï��¿Õ�×3îrÕ�Ó
	 À�éyÆ3¾ f ∈W 1,1
loc

¾

‖f ′(x)‖n 6 K(x) · J(x, f) û �3ÈÌË�ü
Å	Æ3Ç ½3À�Á�»/Â�»/Ã3»/ùJº�È â ÈSÁ�»/½3À�ñ	½3»/ùJöOÉ�½	Á	÷	¾	¾

K(x) > 1,
ç�ÅrÀ

f ′(x) è Ç'Á�»�å/¾3À â ¹Z¼N¹�Â�Ã	¾	÷r¹ f,
‖f ′(x)‖ è À�À »/º3À�Ãr¹�Â�»/Ã	½r¹�Ç ½3»/Ã3¼N¹�� ‖f ′(x)‖ = sup|h|=1 |f ′(x) · h| ¾ J(x, f) = det f ′(x) èÇ'Á�»�å/¾r¹�½�»/Â�»�å/Ãr¹�æ!À�½	¾	Ç

f
È

i�º3À�Ã â ÄXÀ�º3»/½	Ç'Â�¾3À�»/Â�»�å/Ãr¹�æ!À�½	¾	ÇÛé!Á�»/½3À�ñ	½	ÄX¼Z¾3é�Á'¹�æ!À�½	¾3À�¼ â�â ÀyÅrÀ�½3» â éyÆ3É�ñr¹/À!º'Ær»�é�Á�»�é�Â�¾Å	Æ3Ç
f ∈W 1,2

loc
â Ãr¹/å�»/Â�À@ÊÌË � Ñ û é�¼2È	Â/¹�Á	æ!À¢ÊÌË�Ï�ÑÔüyÈINÆrÀyÅ3É�Ç�H©Ã'Æ3¾	ñ	É�Í	Å	Æ3Ç Î�¹�Å�¹�½	½3»/ù â Ä2º	É�Á'Ær»/ù â »/Î�Ãr¹/é�Â/¹�õ ��À�ù�öOÉ�½	Á	÷	¾	¾ ϕ : [0,∞) → [0,∞)

Í
ϕ(0) = 0

Í	»�å�»/Î�½r¹�ñ	¾3¼ôé�¾3¼ â »�Ær»�¼ Lϕ
º	Ã3»�é�Â�Ãr¹�½3é�Â â » â é�ÀyðøöOÉ�½	Á	÷	¾	ù f : D → R

Â/¹�Á	¾'ð�Í	ñ	Â�»
∫

D

ϕ

( |f(x)|
λ

)
dm(x) <∞ û �3È Ð�ü

º	Ã	¾�½3À�Á�»/Â�»/Ã3»�¼
λ > 0 û é�¼2ÈÌÍr½r¹�º	Ã	¾3¼,À�Ã�Í,Ê Ð���ÑÔüyÈDhrÅrÀ�é�ä

m è ¼,À�Ãr¹ �`À�å�À�ç�¹ â
R
n È�McÃ3»�é�Â�Ãr¹�½3é�Â â »

Lϕ
½r¹�Î�Ä â ¹/À�Â�é�Ç Ú/Ö�Ø�Þ�ß©Ö�ï/×3Þ�ßòÜ�ØyÓ�\Ö�ÿ3î �ï È



�'� 4 ���	�3� - 
�� 6 � 6
� ÿ3ï/Þ�Þ�ØyÓ \Ö�ÿ3î �ï����}Ø���ØyÿrÕ�Ü�ï W 1,ϕ

loc (D)
½r¹�Î�Ä â ¹/À�Â�é�ÇóÁ'Æ�¹/é�é â é�Àyð�Ær»/Á'¹�Æ3ä�½3»�¾	½	Â�À�ç�Ã	¾	Ã	É�À d¼5Ä7ð öOÉ�½	Á	÷	¾	ù

f,
Î�¹�Å�¹�½	½	Ä7ð â D, é£º3À�Ã â ÄX¼5¾ »�å�»�å���À�½	½	ÄX¼5¾ º	Ã3»/¾	Î â »�Å3½	ÄX¼5¾ º3»úI�»�å�»�ÆrÀ â É�Íç�Ãr¹�Å3¾3À�½	Â ∇f Á�»/Â�»/Ã	Ä7ðôº	Ã	¾	½r¹�Å	ÆrÀ�æò¾	Â´Á'Æ�¹/é�é�ÉãH©Ã'Æ3¾	ñr¹úÆr»/Á'¹�Æ3ä�½3» â »�å�Æ�¹/é�Â�¾ D.

LNéyÆ3¾ãæ!À�Í
å�»�ÆrÀ�À©Â�»/ç�»	Í ∇f º	Ã	¾	½r¹�Å	ÆrÀ�æò¾	Â�Á'Æ�¹/é�é�É£H©Ã'Æ3¾	ñr¹ â »�å�Æ�¹/é�Â�¾ D, ¼5Ä º	¾���À�¼ f ∈W 1,ϕ(D).

h�¹/¼,À dÂ�¾3¼2Í	ñ	Â�»�º3»@»/º	Ã3ÀyÅrÀyÆrÀ�½	¾	õ
W 1,ϕ

loc ⊂W 1,1
loc .

Y`¹�Á »�å/Ä2ñ	½3»	Í3¼5Ä¿º	¾���À�¼
f ∈W 1,p

loc ,
À�éyÆ3¾

ϕ(t) = tp
Í

p > 1.
^cÎ â À�é�Â�½3»	Í�ñ	Â�» ½3À�º	Ã3À�Ã	Ä â ½r¹�Ç öOÉ�½	Á	÷	¾	Ç f º	Ã	¾	½r¹�Å	ÆrÀ�æò¾	Â�Á'Æ�¹/é�é�É W 1,p

loc

Â�»/ç�Å�¹ ¾ÛÂ�»�Æ3ä dÁ�»øÂ�»/ç�Å�¹'Í\Á�»/ç�Å�¹
f ∈ ACLp

Í�Â�È�À�È\À�éyÆ3¾
f
Ær»/Á'¹�Æ3ä�½3»�¹/å�é�»�Æ3õSÂ�½3» ½3À�º	Ã3À�Ã	Ä â ½r¹ø½r¹uº3»/ñ	Â�¾ â é�Àyðº	Ã#Ç	¼5Ä7ð�Í	ºr¹�Ãr¹�Æ	ÆrÀyÆ3ä�½	Ä7ð Á�»�»/Ã�Å3¾	½r¹�Â�½	ÄX¼ô»�é�Ç	¼2Ír¹�º3À�Ã â ÄXÀOñr¹/é�Â�½	ÄXÀOº	Ã3»/¾	Î â »�Å3½	ÄXÀ f Ær»/Á'¹�Æ3ä�½3»¾	½	Â�À�ç�Ã	¾	Ã	É�À�¼5Ä â é�Â�À�º3À�½	¾ p â »�å�Æ�¹/é�Â�¾ D û é�¼2È�Ê Ð'Ë�Í'Ãr¹�Î�Å\È�Ë�ÈÌË�È 
 ÑÔüyÈW�¹�ÆrÀ�À�ÍrÀ�éyÆ3¾

f è Ær»/Á'¹�Æ3ä�½3»@¾	½	Â�À�ç�Ã	¾	Ã	É�À�¼N¹�Ç â À�Á	Â�»/Ã d öOÉ�½	Á	÷	¾	Ç n â À ��À�é�Â â À�½	½	Ä7ðøº3À�Ã3À�¼,À�½ d½	Ä7ð
x1, . . . , xn, f = (f1, . . . , fm), fi ∈W 1,1

loc , i = 1, . . . ,m,
¾

∫

D

ϕ (|∇f(x)|) dm(x) <∞, û �3È 
 ü

ç�ÅrÀ |∇f(x)| =
√
∑m

i=1

∑n
j=1

(
∂fi
∂xj

)2
,
Â�»u¼5Ä é�½3» â ¹£º	¾���À�¼ f ∈ W 1,ϕ

loc .
R Ä]Â/¹�Á	æ!Àò¾3é�º3»�Æ3ä�Î�É d

À�¼ »�å�»/Î�½r¹�ñ3À�½	¾3À
W 1,ϕ

loc
â éyÆ3É�ñr¹/À£å�»�ÆrÀ�Àu»�å��!¾'ð öOÉ�½	Á	÷	¾	ù ϕ, ñ3À�¼ â Á'Æ�¹/é�é�¹�ð H©Ã'Æ3¾	ñr¹'Í â é�À�ç�Å�¹º	Ã3ÀyÅ3º3»�Æ�¹�ç�¹�õ �!¾'ð â Ä2º	É�Á'Ær»�é�Â�ä£öOÉ�½	Á	÷	¾	¾ ϕ ¾øÀ�ÀO½3»/Ã3¼5¾	Ã3» â Á	É ϕ(0) = 0.McÉ�é�Â�ä

p > n − 1
Í
α = p

p−n+1

È�U5¹�½3À�À û é�¼2ÈÌÍ�½r¹�º	Ã	¾3¼,À�Ã�Í�Ê � ��Ë���ÑÔü â Â�À�»/Ã3À�¼N¹�ðú»uÆr»/Á'¹�Æ3ä�½3»�¼º3» â ÀyÅrÀ�½	¾	¾ Á'Æ�¹/é�é�» â I�»�å�»�ÆrÀ â ¹!¾ H©Ã'Æ3¾	ñr¹ è I�»�å�»�ÆrÀ â ¹!¼5Äôº3»�Æ3ä�Î�» â ¹�Æ3¾3é�ä p Ò�Ü�×rÕ���×rÕ�Ù � î�ÿ3ï/ß�ï/Ò
í3îrÕ�Ù

KO,p(x, f) =





‖f ′(x)‖p
|J(x,f)| , J(x, f) 6= 0;

1, f ′(x) = 0;

∞, â »�é�Â/¹�Æ3ä�½	Ä7ðøÂ�»/ñ	Á'¹�ð .
û �3È ��ü

i Å�¹�Æ3ä�½3À�ù���À�¼ ¼5Ä å/É�ÅrÀ�¼ º3»�Æ3ä�Î�» â ¹�Â�ä�é�Ç α Ò�Ü�× ë ß©ÖDÕ�×3×rÕ�Ù � î�ÿ3ï/ß�ï/í3îrÕ�Ù

KI,α(x, f) =





|J(x,f)|
lα(f ′(x)) , |J(x, f)| 6= 0;

1, f ′(x) = 0;

∞, â »�é�Â/¹�Æ3ä�½	Ä7ðøÂ�»/ñ	Á'¹�ð ,
û �3È ��ü

ç�ÅrÀ
l(f ′(x)) = min|h|=1 |f ′(x) · h| È^cÎ â À�é�Â�½3»	Í3ñ	Â�»

KI,n(x, f) 6 Kn−1
O,n (x, f)

û �3È ��ü
û é�¼2ÈÌÍ	½r¹�º	Ã	¾3¼,À�Ã�Í\Ê Ð�Ð	Í'Ãr¹�Î�Å\È�Ë�È Ð'ÈÌËyÑÔüyÈ^cÎQé�»�»/Â�½3» ��À�½	¾	Ç û �3È ��ü�ÆrÀ�ç�Á�»@éyÆrÀyÅ3É�À�Â¢½3À�Ãr¹ â À�½3é�Â â »

KI,α(x, f) 6 Kα−1
O,p (x, f). û �3È � ü

W!À�ù3é�Â â ¾	Â�ÀyÆ3ä�½3»	Í

KI,α(x, f) = K
α
n
I,n(x, f) |J1−α

n (x, f)| 6 K
α(n−1)

n
O,n (x, f) |J1−α

n (x, f)| = Kα−1
O,p (x, f). û �3È � ü

^cÎ â À�é�Â�½3»	Í'ñ	Â�» KI,2 = KO,2
º	Ã	¾

n = 2
Í#½3»Qº	Ã	¾

n > 3 â û �3È ��üN¼,»�æ!À�Âò¾3¼,À�Â�äò¼,À�é�Â�»!é�Â�Ã3»/ç�»�À½3À�Ãr¹ â À�½3é�Â â »	ÍrÁ'¹�Á � Â�»òº3»/Á'¹�Î�Ä â ¹/À�Â � ÆrÀ�¼,À�½	Â/¹�Ã	½	Ä2ù�º	Ã	¾3¼,À�Ã�é�æ�¹�Â�¾	Ç â År»�Æ3ä¢»�Å3½3»/ù ¾	Î`»�é�À�ù�ÈINÆrÀyÅ3É�õ ��À�ÀOÉ�Â â À�Ã#æ�ÅrÀ�½	¾3ÀQé�¼2È â ÊÌË�Ë�Í'Â�À�»/Ã3À�¼N¹øËyÑfÈ
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 � �

� +}¶/·5m,p	Û¶#¸}n}¶ � FÔCrF !© 3���$#
D
�
D′ % -'& ����������


R
n, n > 3, p > n − 1

�
ϕ : (0,∞) →

(0,∞) % $D�� & 02
�� ���@�(� �2 	$	��*	���������	�(� * ��� - ����� $D��� - � - " - � - t∗ ∈ (0,∞)

∞∫

t∗

[
t

ϕ(t)

] 1
n−2

dt <∞. û �3È Ï�ü

+�- � ������� &�- � � - ��� - � - "	�©�3�� f : D → D′ � - $D���/$ - � - �D���	���@��$	���ô�	��������� W 1,ϕ
loc

�'
����������-�
$	�	�ò$	�3�

Q ��� - ��� - � - "	�©�3�� - � - ��$ - ���D������#�$ -
p � � - �3 ������ Q = K

1
α−1

I,α

*
α = p

p−n+1

6
kOm,¶/· &)('qrn}¶ � FÔCrF � � &�- � � - ��� - � - "	�©�3��¿�c� - $D���/$	0X�ô�D���	���@��$	�D���Z


R
n * n > 3

* �	���������
W 1,q

loc

1#"��
q > n−1

�'
����������-�¢$	�	�ò$	�3�
K

1
α−1

I,α ��� - ��� - � - "	�©�3�� - � - ��$ - ���D������#�$ - p � � - �3 ����¢1#"��
p > n− 1

*
α = p

p−n+1
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f : Bn → B
n * n > 3 % � - ��� - � - "	�©�3��]�O� - $D���/$	0X�¿�D���	���@��$	�D���

�	���������
W 1,ϕ

loc

* � �\� ϕ : (0,∞) → (0,∞) % $D�� & 02
�� ���@�(� �2 	$	��*	��� *  �� - 
��D����
 - "������@�(�  3��� - �
����
(4.9)

�
f(0) = 0

6 !X"\����1 - � - �ò�3� * ��� -
p > n

� ����� $D��� - � - "�0���� - $D���/$	0��ó�/�D�����
λ > 1

*
σ > 0

�
C0 > 0


�021 - �	$D��$ -  3��� - 
��D�

εσ
λε∫

ε

dr

k
1

α−1

I,α (r)

> C0
û �3ÈÌË���ü

�����u��� &�- � - ε ∈ (0, ε0)
*
ε0 ∈

(
0, 1λ

) * � �\�

kI,α(r) =

∫

Sr

KI,α(x, f) dAn−1 α =
p

p− n+ 1
. û �3ÈÌË�Ë�ü

+�- � �����3�������!������� -@- *D��$	�	�
lim inf
x→0

|f(x)|
|x|

σ
p−n

6 ν0C
− 1

p−n

0 , û �3ÈÌË�Ð�ü

� �\� ν0 % 1 - � - �ò�D������#�$��(�ú� - $D������$D��� * ���
��D�-���@�(� � - ��#�� - - �!"��������"�$ - �����ú1#" - ���y"���$D����
��
n
*

p
*
λ
�
σ
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λ > 1

�
C0 > 0
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εp−n
λε∫

ε

dr

k
1

α−1

I,α (r)
> C0

û �3ÈÌË 
 ü

�����u��� &�- � - ε ∈ (0, ε0)
*
ε0 ∈

(
0, 1λ

) * � �\�

kI,α(r) =

∫

Sr

KI,α(x, f) dA , α =
p

p− n+ 1
, û �3ÈÌË ��ü

� - 1#"��
p > n

�3�������
lim inf
x→0

|f(x)|
|x| 6 ν0C

− 1
p−n

0 , û �3ÈÌË$��ü

� �\� ν0 % 1 - � - �ò�D������#�$��(� � - $D������$D��� * ���
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n
*
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λ
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n > 3
¾
p > n

Í
σ > 0

È	McÉ�é�Â�ä
f : Bn → B

n Í'ç�ÅrÀ

f(x) =
x

|x| |x|
σ

p−n

º	Ã	¾
x 6= 0

¾
f(0) = 0

È
Y`¹/é�¹�Â�ÀyÆ3ä�½r¹�Ç�¾ Ãr¹�Å3¾r¹�Æ3ä�½r¹�Ç Å3¾'Æ�¹�Â/¹�÷	¾	¾

f
½r¹¢é�ö`À�Ã3À

Sr = {x ∈ R
n : |x| = r} Í r ∈ (0, 1)

Í
ÆrÀ�ç�Á�» â Ä2ñ	¾3éyÆ3Ç'õSÂ�é�Ç �

δT =
|f(x)|
|x| = |x|

σ−p+n
p−n

¾
δr =

σ

p− n
|x|

σ−p+n
p−n .

h�¹/¼,À�Â�¾3¼2Í3ñ	Â�»
δT > δr

ÈrINÆrÀyÅr» â ¹�Â�ÀyÆ3ä�½3»	Í â�â ¾'Å3É é�ö`À�Ã	¾	ñ3À�é�Á�»/ù�é�¾3¼,¼,À�Â�Ã	¾	¾�¼5Ä â ¾'Å3¾3¼2Í3ñ	Â�»

KI,α(x, f) =
δn−1
T δr
δαr

=

(
p− n

σ

) n−1
p−n+1

|x|
(n−1)(σ−p+n)

p−n+1 , α =
p

p− n+ 1
.

^c½	Â�À�ç�Ã	¾	Ã	É�Çøº3»@é�ö`À�Ã3À
Sr
Í'º3»�Æ3É�ñr¹/À�¼

kI,α(r) =

∫

Sr

KI,α(x, f) dAn−1 = ωn−1

(
p− n

σ

) n−1
p−n+1

r
(n−1)(σ+1)

p−n+1 .

H©Â�Á	É�Å�¹ â Ä2Â�À�Á'¹/À�Â¢Ãr¹ â À�½3é�Â â »

εσ
λε∫

ε

dr

k
1

α−1

I,α (r)
=

σεσ

p− n
ω
− n−1

p−n+1

n−1

λε∫

ε

r−(σ+1) dr = ω
− n−1

p−n+1

n−1

1− λ−σ

p− n
= C0 > 0.
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lim
x→0

|f(x)|
|x|

σ
p−n

= 1. û �3ÈÌË���ü
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f : Bn → B
n, n > 3, % � - ��� - � - "	�©�3�� �ò� - $D���/$	0X�]�D���	���@��$	� ����]�	���������

W 1,ϕ
loc

* � �\� ϕ : (0,∞) → (0,∞) % $D�� & 02
�� ���@�(� �2 	$	��*	��� *  �� - 
��D����
 - "������@�(�
 3��� - 
����

(4.9)
*
p > n

�
f(0) = 0

6
1)
� ���	�O�����Q$D��� - � - "�0��!� - $D���/$	0��u�/�D�����

θ ∈
[
0, (p−n)(n−1)

p−n+1

) �
κ0 > 0


�021 - �	$D��$ -  3��� - 
��D�

1

ωn−1rn−1

∫

Sr

KI,α(x, f) dAn−1 6 κ0r
−θ û �3ÈÌË � ü

����� 1 6 
 6
r ∈ (0, r0)

*
r0 ∈

(
0, e−1

) * � -

lim inf
x→0

|f(x)|

|x|1−
θ(p−n+1)

(n−1)(p−n)

6 ν0κ
p−n+1

(p−n)(n−1)

0 , û �3ÈÌË � ü
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 � �

� �\� ν0 % 1 - � - �ò�D������#�$��(�ó� - $D������$D��� * ���
��D�-���@�(� � - ��#�� -�- �@"��������"�$ - ����� 1#" - ���y"���$D����
��
n�

p
6
2)

� ���	�
K

1
α−1

I,α (x, f) ∈ Lβ(B
n)
*
β > n

p−n
* � -

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|1−

n
β(p−n)

6 ν0|K
1

α−1

I,α ‖
1

p−n

β , û �3ÈÌË�Ï�ü

� �\� ‖K 1
α−1

I,α ‖β =

(∫
Bn K

β
α−1

I,α (x, f)dm(x)

) 1
β % $ - "D���u
ø1#" - ���y"���$D����
'�

Lβ(B
n)
�
ν0 % 1 - � - �

�ò�D������#�$��(�ø1 - ��� - �'$	$��(� * ���
��D�-���@�(��� - ��#�� -¢- �
n
*
p
�
β
6
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�021 - �	$D��$ -  3��� - 
��D�

1

ωn−1rn−1

∫

Sr

K
n−1

p−n+1

I,α (x, f) dAn−1 6 κ0
û �3È Ð���ü

�����u1 6 
 6
r ∈ (0, r0)

*
r0 ∈ (0, e−1)

* � -

lim inf
x→0

|f(x)|
|x| 6 ν0κ

p−n+1
(p−n)(n−1)

0 , û �3È Ð'Ë�ü

� �\� ν0 % 1 - � - �ò�D������#�$��(�Û� - $D������$D��� * ���
��D�-���@�(�ó� - ��#�� - - �!"��������"�$ - �����Û1#" - ���y"���$D����
��
n�

p
6
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��

W 1,q
loc

1#"��
q > n− 1
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