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@XC,À�vXÁ/ÂOÁ#ÃdÄdÁ

_RÅ3Æ=Ç3È/É�Ê	Ë�Ì!Í�Î	Ï	Ð
z
É�Å�Ñ�Ò3Ó�È/É�È

n Ô�Õ Í�Ê	Î3È/É�È Õ Î3È/É�È�È�Ö/ÊXÑ�×�Ï	Æ X Ø m Ô�Õ Í�Ê	Î3È�Í¯Ç	Ê3È�Ù�Ú�ÊXÑ�Î3Ù�Ú Ø È!Ç3È ÔÙ�Ú�È�Æ'Î	Î3È/Ð�Ó	Ê	Ï Ø Ï	×�Î	ÛRV 1 < n < m
V	Ó'Å�Ñ/Ù�Ù�Ñ

Cr V r > 3
V Ø Û Ø È�Ò�Ë�ÊXÑ Ø Î3Í�Î	Ï	Ð�S'Ñ�Ë�Ù�Ù�Ñ'V�WNÍ�Ú�Í�Ê3Ù�È/ÎXÑ�[]NÈ�Ò�Ñ�Ü	Ü	Ï�Ï�G,Ï	Ý	Ý	Ï Ø É�È�ÅXÈ/Î3È Õ Î3È Õ Ê3Í�Ç3Í�Ê3ÍRÇ	Ê	Ï Ø È�Ò3Ï	Ú�Ù�Æ Ø Ó	Î	Ï	É�Í!Þ�Ð	×�Í�Î'ß�Ñ�Ê	Ú/Ñ�àâá�V3Ù�ã3ä�å�æ�ç�ã3JcÊXÑ ÔÖ�È/Ú/Ñ�ßèUKãOéHã,]KÅ3Ï Õ Í�Î	Ú�È Ø Ñêà ä�ç�V,ëìã,M¯ãOé6È/Ê3È Ø Ù�Ó�È/É�È¨à æ�ç¯Ï¨Waã,M¯ãOhpÑ�Ê	Ó�È Ø Ñêà í/ç¯î�Ú�ÏêË�ÊXÑ Ø Î3Í�Î	Ï	Æ

Ø Û Ø È�Ò3Æ'Ú�Ù�Æ¨Ç	Ê	ÏêÇ3È/Î	Ï	Ì!Í�Î	Î	Û6ßêÚ�Ê3Í�Ö�È Ø Ñ�Î	Ï	Æ�ßêÎXÑpÊ3Í�É�Ë�Å3Æ'Ê	Î3È�Ù�Ú�ïkÇ3È/É�Ê	Ë�Ì!Í�Î	Ï	Æ z ãOJðÊXÑ/Ö�È/Ú�Íkà ä�ç
Ë�ÊXÑ Ø Î3Í�Î	Ï	Æ¿S'Ñ�Ë�Ù�Ù�Ñ'V,WNÍ�Ú�Í�Ê3Ù�È/ÎXÑ�[ñ]NÈ�Ò�Ñ�Ü	Ü	ÏzÏ¿G,Ï	Ý	Ý	Ï¿Ç3È�Å3Ë�Ý3Í�Î	Û Ø É�È�ÅXÈ/Î3È Õ Î3È Õ Ê3Í�Ç3Í�Ê3Í�Ò	Å3ÆÇ3È/É�Ê	Ë�Ì!Í�Î	Ï	Ð

z
Ó'Å�Ñ/Ù�Ù�Ñ

W r
q

V
r > 3

V
q > n

VdòNË�Î	Ó	Ü	Ï	Ð�VÏ Õ Í�óKô!Ï'ßõÈ�Ö�È�Ö/ô�Í�Î	Î	Û¯Í²Ç	Ê3È/Ï	× Ø È�Ò3Î	Û¯ÍÇ3ÈkUKãTe=ã�U�È�Ö�È�ÅXÍ Ø ËõÒXÈ r Ô É�È�Ç3È/Ê#Æ�Ò3Ó'Ñ Ø Ó'Å3óKÝ	Ï	Ú�Í~Å3ï�Î3È	V�Ù�Ë Õ,Õ Ï	Ê	Ë�Í Õ Û¯Í�Ù«Ù�Ú�Í�Ç3Í�Î	ï�ó q
V
n Ô�Õ Í�Ê ÔÎ3È/É�È Õ Î3È/É�È�È�Ö/ÊXÑ�×�Ï	Æ X Ø m Ô�Õ Í�Ê	Î3È�ÍaÇ3Ù�Í Ø ÒXÈ/Ê	Ï Õ Ñ�Î3È Ø È�Ç	Ê3È�Ù�Ú�ÊXÑ�Î3Ù�Ú Ø È®Ç3È�Ù�Ú�È�Æ'Î	Î3È/ÐkÓ	Ê	Ï Ø Ï	×�Î	ÛRV

1 < n < m
ãJlÊXÑ/Ö�È/Ú�Ípà æ�ç�Ë�ÊXÑ Ø Î3Í�Î	Ï	Æ¿S'Ñ�Ë�Ù�Ù�Ñ'VOWNÍ�Ú�Í�Ê3Ù�È/ÎXÑ®[ñ]NÈ�Ò�Ñ�Ü	Ü	ÏzÏ¿G,Ï	Ý	Ý	Ï Ø Û Ø È�Ò3Æ'Ú�Ù�Æ

Ø É�È�ÅXÈ/Î3È Õ Î	Û6ß®Ê3Í�Ç3Í�ÊXÑ�ß²Ò	Å3Æ²Ç3È/É�Ê	Ë�Ì!Í�Î	Ï	Ð z Ó'Å�Ñ/Ù�Ù�Ñ W 1
2

Ö�Í�×RÇ	Ê3Í~Ò3Ç3È�ÅXÈ�Ì!Í�Î	Ï	Æ�Î3Í�Ç	Ê3Í�Ê	Û Ø Î3È�Ù�Ú�ÏÈ/Ú�È�Ö/ÊXÑ�Ì!Í�Î	Ï	Æ
z
V
1 < n < m

ãOJðÊXÑ/Ö�È/Ú�Íkà í�ç¯î�Ú�Ï¨Ë�ÊXÑ Ø Î3Í�Î	Ï	ÆzÇ3È�Å3Ë�Ý3Í�Î	ÛöÒ	Å3ÆzÇ3È/É�Ê	Ë�Ì!Í�Î	Ï	Ð
zÓ'Å�Ñ/Ù�Ù�Ñ

C2 Ø Ç'ÅXÈ�Ù�Ó�È�Í�Ç	Ê3È�Ù�Ú�ÊXÑ�Î3Ù�Ú Ø È	VdÏnË�Ù�Ú/Ñ�Î3È Ø ÅXÍ�Î3È	VdÝ	Ú�È®Ç	Ê	Ïkî�Ú�È Õ òRÈ/Ê Õ Û?Ù Ø Æ'×�Î3È�Ù�Ú�Ï�VÇ3È ÔÉ�Ê	Ë�Ì!Í�Î	Ï	Æ�Ï�Ó	Ê	Ë�Ý3Í�Î	Ï	Æ�È�Ö�Å�Ñ�Ò�Ñ�óKÚ³Î3Í�Ç	Ê3Í�Ê	Û Ø Î	Û Õ È�Ö�È�Ö/ô�Í�Î	Î	Û ÕèØ Î3Í�÷!Î	Ï Õ Ò3Ï3òRòRÍ�Ê3Í�Î	Ü	ÏXÑ�ÅXÈ Õ VÝ	Ú�ÈaÎ3ÍNÙ~ÅXÍ~Ò3Ë�Í�Ú�Ï	×NÓ�È/Î3Ù�Ú�Ê	Ë�Ó	Ü	Ï	Ð�ÊXÑ/Ö�È/Ú�Û?à æ�ç�ã
J¿Ò�Ñ�Î	Î3È/Ð²ÊXÑ/Ö�È/Ú�ÍKÇ3È�Ù~ÅXÍ~Ò3Î	Ï	Ð²Ê3Í�×�Ë�Å3ï�Ú/Ñ�Ú=ÙfÏ3Ù�Ç3È�Å3ï�×�È Ø Ñ�Î	Ï3Í Õ Î3Í�É�È�ÅXÈ/Î3È Õ Î	Û6ß³Ê3Í�Ç3Í�Ê3È Ø È�Ö�È�Ö ÔôaÑ/Í�Ú�Ù�ÆaÎXÑHÙ~Å3Ë�ÝXÑ�Ð

C2 Ô Ç3È/É�Ê	Ë�Ì!Í�Î	Ï	Ð z Ø Ê	Ï Õ Ñ�Î3È Ø ÈRÏ'Å3ÏaÇ3Ù�Í Ø ÒXÈ/Ê	Ï Õ Ñ�Î3È Ø ÈgÇ	Ê3È�Ù�Ú�ÊXÑ�Î3Ù�Ú Ø ÈRÇ3È�Ù�Ú�È ÔÆ'Î	Î3È/Ð®Ó	Ê	Ï Ø Ï	×�Î	Û K
ã
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J¨Ò�Ñ�Î	Î3È Õ Ç	Ë�Î	Ó	Ú�ÍNÇ	Ê	Ï Ø È�Ò3Æ'Ú�Ù�Æ®Î3Í�È�Ö�ß#È�Ò3Ï Õ Û¯ÍgÎXÑ Õ Ù Ø Í~ÒXÍ�Î	Ï	Æ�È Õ Î3È/É�È�È�Ö/ÊXÑ�×�Ï	Æ�ß®Ï«ÊXÑ/Ù�Ù~ÅXÈ�Í ÔÎ	Ï	Æ�ß£V�Ë�Ù�Ú/Ñ�ÎXÑ Ø Å3Ï Ø Ñ�óKÚ�Ù�Æ²Ú�Í�Ê Õ Ï	Î3È�ÅXÈ/É�Ï	Æ³Ï³È�Ö�È/×�ÎXÑ�Ý3Í�Î	Ï	Æ£V'Ó�È/Ú�È/Ê	Û¯ÍfÏ3Ù�Ç3È�Å3ï�×�Ë�óKÚ�Ù�Æ�Ò	Å3Æ�òRÈ/Ê Õ Ë ÔÅ3Ï	Ê3È Ø Ó	Ï�È�Ù�Î3È Ø Î3È/É�È=Ê3Í�×�Ë�Å3ï�Ú/Ñ�Ú/Ñ'ã@XCD@XCfWHË�Ù�Ú�ï
X
[ Ù Ø Æ'×�Î3È�Í n Ô�Õ Í�Ê	Î3È�Í�V n > 2

V,ß�Ñ�Ë�Ù�ÒXÈ/Ê3òRÈ Ø ÈzÈ/Ê	Ï3Í�Î	Ú�Ï	Ê	Ë�Í Õ È�Í C∞ Ô�Õ Î3È/É�È ÔÈ�Ö/ÊXÑ�×�Ï3Í�V�Ë�ÒXÈ Ø ÅXÍ�Ú Ø È/Ê#Æ'óKô�Í�Í Ø Ú�È/Ê3È/Ð Ñ�Ó�Ù�Ï3È Õ Í�Ù�Ý3Í�Ú�Î3È�Ù�Ú�Ï�ã6GTÑ/Ù�Ù~ÅXÈ�Í�Î	Ï3Í�ÎXÑ�Ò X
Ù«Ú�È/Ú/Ñ�Å3ï�Î	Û ÕÇ	Ê3È�Ù�Ú�ÊXÑ�Î3Ù�Ú Ø È Õ P (X)

Ö/Ë�ÒXÍ Õ È�Ö�È/×�ÎXÑ�ÝXÑ�Ú�ïèÙ�Ï ÕTØ È�ÅXÈ Õ Í�É�È¿Ú�È/Ú/Ñ�Å3ï�Î3È/É�ÈêÇ	Ê3È�Ù�Ú�ÊXÑ�Î3Ù�Ú Ø Ñ P (X)
V

Ù~ÅXÈ/ÐkÎXÑ�ÒkÚ�È/Ý	Ó�È/Ð
x ∈ X − Px(X)

ãbNÍ�Ê3Í�×
T (X)

Ï
T ∗(X)

È�Ö�È/×�ÎXÑ�Ý	Ï Õ Ù�È�È/Ú Ø Í�Ú�Ù�Ú Ø Í�Î	Î3È�Ó'Ñ/Ù�Ñ ÔÚ�Í~Å3ï�Î3È�Í6Ï�Ó�È/Ó'Ñ/Ù�Ñ�Ú�Í~Å3ï�Î3È�Í¯ÊXÑ/Ù�Ù~ÅXÈ�Í�Î	Ï3Í2ÎXÑ�Ò
X
ã�WHË�Ù�Ú�ï

E r(X,P (X))
[ Õ Î3È�Ì!Í�Ù�Ú Ø È Cr Ô Ù�Í�Ý3Í�Î	Ï	Ð�V

r > 1
V	ÊXÑ/Ù�Ù~ÅXÈ�Í�Î	Ï	Æ

P (X)
ã

_RÅ3ÆHÒ Ø Ë#ß Õ Î3È/É�È�È�Ö/ÊXÑ�×�Ï	Ð X Ï
Y
ÊXÑ�× Õ Í�Ê	Î3È�Ù�Ú�Í�Ð n Ï m Ù�È�È/Ú Ø Í�Ú�Ù�Ú Ø Í�Î	Î3ÈfÝ3Í�Ê3Í�× Cr(X,Y )

È�Ö�È Ô×�ÎXÑ�Ý	Ï ÕkÕ Î3È�Ì!Í�Ù�Ú Ø È Ø Ù�Í~ß=È/Ú�È�Ö/ÊXÑ�Ì!Í�Î	Ï	Ð X → Y
Ó'Å�Ñ/Ù�Ù�Ñ

Cr ã�]RÑ�Ì�ÒXÈ�ÍfÈ/Ú�È�Ö/ÊXÑ�Ì!Í�Î	Ï3Í f : X → YÖ/Ë�ÒXÍ Õ ÊXÑ/Ù�Ù Õ Ñ�Ú�Ê	Ï Ø Ñ�Ú�ï«Ó'Ñ�Ó�Ù�Í�Ý3Í�Î	Ï3Í x → (x, f(x))
Ú�Ê	Ï Ø ÏXÑ�Å3ï�Î3È/É�È«ÊXÑ/Ù�Ù~ÅXÈ�Í�Î	Ï	Æ X × Y

ã�YÈ/É�Ò�Ñ
Cr(X,Y ) = E r(X,X × Y )

ã
@XC EACOZKÖ�È/×�ÎXÑ�Ý	Ï Õ Ý3Í�Ê3Í�× =∗(X)

ÊXÑ/Ù�Ù~ÅXÈ�Í�Î	Ï3Í�ÅXÈ/Ó'Ñ�Å3ï�Î	Û6ß�Ó�È/Ê3Í�Ç3Í�Ê3È Ø ÎXÑ X ã£J Ò�Ñ�Å3ï�Î3Í�Ð	÷�Í ÕÅXÈ/Ó'Ñ�Å3ï�Î	Û Õ Ó�È/Ê3Í�Ç3Í�Ê3È Õ ÎXÑ X Ö/Ë�ÒXÍ Õ ÎXÑ�×�Û Ø Ñ�Ú�ï³Ù�Í�Ý3Í�Î	Ï3ÍNî�Ú�È/É�ÈaÊXÑ/Ù�Ù~ÅXÈ�Í�Î	Ï	Æ£ãWHË�Ù�Ú�ï
G
[ É�Ê	Ë�Ç	ÇXÑKeNÏ�V�Æ Ø Å3Æ'óKôaÑ�Æ	Ù�Æ�Ç3È�Ò3É�Ê	Ë�Ç	Ç3È/Ð�Ç3È�Å3Î3È/Ð�Å3Ï	Î3Í�Ð	Î3È/Ð=É�Ê	Ë�Ç	Ç	Û����

(n)
ã�]RÑ�Ó

ÏkÇ	Ê	Ï	Î	Æ'Ú�È	VÓ'Ñ�Ì�Ò3Û2Ð¿î�ÅXÍ Õ Í�Î	Ú�É�Ê	Ë�Ç	Ç	Û����
(n)

È/Ú�È�Ì�ÒXÍ�Ù�Ú Ø Ï Õ Ù�Í�É�È Õ Ñ�Ú�Ê	Ï	Ü3Í�Ð Ø Ó'Ñ�Ó�È ÕdÔ Å3Ï3Ö�ÈÖ�Ñ�×�Ï3Ù�Í�ãA_ Ø Ñ³ÅXÈ/Ó'Ñ�Å3ï�Î	Û6ßkÓ�È/Ê3Í�Ç3Í�ÊXÑ τ, τ ′ ∈ E r(X,=∗(X))
Ù=È�Ö�Å�Ñ/Ù�Ú�Æ Õ ÏõÈ/Ç	Ê3Í~ÒXÍ~ÅXÍ�Î	Ï	Æ U Ï

U ′
Ù�È�È/Ú Ø Í�Ú�Ù�Ú Ø Í�Î	Î3ÈnÎXÑ�×�Û Ø Ñ�óKÚ�Ù�Æ G Ô������ �"!�����#$!�%"%"&('*) V,Í�Ù~Å3ÏõÅ3Ï3Ö�È U ∩ U ′ = ∅

V�Å3Ï3Ö�È Ø Ó'Ñ�Ì�ÒXÈ/ÐÚ�È/Ý	Ó�Í
x ∈ U ∩ U ′ V�Ö�Ñ�×�Ï3Ù�Û τ(x) =

(
τ i(x)

)n
i=1

V
τ ′(x) =

(
τ ′k(x)

)n
k=1

Ç	Ê3È�Ù�Ú�ÊXÑ�Î3Ù�Ú Ø Ñ T ∗
x (X)Ù Ø Æ'×�Ñ�Î	Û ÊXÑ Ø Í�Î3Ù�Ú Ø È Õ τ ′k(x) = pki (x)τ

i(x)
V	É�ÒXÍ Õ Ñ�Ú�Ê	Ï	ÜXÑ P = (pki ) ∈ Cr(X,G)

ã
h�Î3È�Ì!Í�Ù�Ú Ø È Ø Ù�Í~ßêÇ3È/ÇXÑ�Ê	Î3È G Ô Ù�È/É�Å�Ñ/Ù�È Ø Ñ�Î	Î	Û6ß¨ÅXÈ/Ó'Ñ�Å3ï�Î	Û6ßèÓ�È/Ê3Í�Ç3Í�Ê3È Ø ÎXÑ�×�Û Ø Ñ/Í�Ú�Ù�Æ G Ô���+-,. )"/0�$1 ã�YdÑ�Ó³Ó'Ñ�Ó²È�Ö�Å�Ñ/Ù�Ú�Ï²È/Ç	Ê3Í~ÒXÍ~ÅXÍ�Î	Ï	Æ�ÅXÈ/Ó'Ñ�Å3ï�Î	Û6ß³Ó�È/Ê3Í�Ç3Í�Ê3È Ø Ç3È/Ó	Ê	Û Ø Ñ�óKÚ X V�Ú�È	V�ß#È/Ú�Æ³È/Ú�Î3È Ô÷�Í�Î	Ï3Í

G Ô Ù�È/É�Å�Ñ/Ù�È Ø Ñ�Î	Î3È�Ù�Ú�ÏêÏkÎ3ÍaÆ Ø Å3Æ	Í�Ú�Ù�ÆõÈ/Ú�Î3È/÷�Í�Î	Ï3Í Õ î�Ó Ø Ï Ø Ñ�ÅXÍ�Î	Ú�Î3È�Ù�Ú�Ï�V Õ Î3È�Ì!Í�Ù�Ú Ø È Ø Ù�Í~ßÅXÈ/Ó'Ñ�Å3ï�Î	Û6ß
Cr Ô Ó�È/Ê3Í�Ç3Í�Ê3È Ø ÎXÑ X ÊXÑ�×�Ö/Ï Ø Ñ/Í�Ú�Ù�Æ®ÎXÑ!Î3Í�Ç3Í�Ê3Í�Ù�Í�Ó'Ñ�óKô!Ï3Í�Ù�Æ G Ô È/Ê3Ö/Ï	Ú�ÛRãX]RÑ�Ì�Ò�Ñ�Æ G ÔÈ/Ê3Ö/Ï	Ú/Ñ�È�Ò3Î3È/×�ÎXÑ�Ý	Î3È²È/Ç	Ê3Í~ÒXÍ~Å3Æ	Í�Ú�Ù�Æ�×�Ñ�Ò�Ñ�Î	Ï3Í Õ Ó'Ñ�Ó�È/É�È Ô Å3Ï3Ö�È«Í�ÍNÓ�È/Ê3Í�Ç3Í�ÊXÑ�à å	V	É�Åã�ä'V3254'V3Ù�ãá�í�í/ç�ã

J6Ù�Æ'Ó'Ñ�Æ
G Ô È/Ê3Ö/Ï	Ú/ÑgÇ	Ê3Í~ÒXÙ�Ú/Ñ Ø Å3Æ	Í�ÚaÙ�È�Ö�È/ócÅXÈ/Ó'Ñ�Å3ï�Î3È Ô Ú�Ê	Ï Ø ÏXÑ�Å3ï�Î3È�ÍRÊXÑ/Ù�Ù~ÅXÈ�Í�Î	Ï3ÍHÙ�ÈgÙ�Ú/Ñ�Î'Ò�Ñ�Ê	Ú�Î	Û ÕÙ~ÅXÈ�Í Õ G Ï®Ù�Ú�Ê	Ë�Ó	Ú�Ë�Ê	Î3È/Ð�É�Ê	Ë�Ç	Ç3È/Ð

G
ã

@XC76£C�J Ó'Ñ�Ý3Í�Ù�Ú Ø Í³É�Ê	Ë�Ç	Ç	Û G
ÊXÑ/Ù�Ù Õ È/Ú�Ê	Ï Õ Ç3Ù�Í Ø ÒXÈ�È/Ê	Ú�È/É�È/ÎXÑ�Å3ï�Î	Ë�óìÉ�Ê	Ë�Ç	Ç	Ë�VdÈ/Ç	Ê3Í~ÒXÍ~ÅXÍ�Î	Î	Ë�ó

Ù~ÅXÍ~Ò3Ë�óKô!Ï Õ È�Ö/ÊXÑ�×�È Õ ã�8£Ñ/òNÏ	Ó�Ù�Ï	Ê	Ë�Í Õ Ë�Ç3È/Ê#Æ�ÒXÈ/Ý3Í�Î	Î	Û2Ð�ÎXÑ/Ö�È/Ê ∆ =
(
∆1, . . . ,∆n

) V�É�ÒXÍ
∆i = ±1

V
i = 1, . . . , n

ã	é�Ë�ÒXÍ Õ È�Ö�È/×�ÎXÑ�ÝXÑ�Ú�ï�Ú/Ñ�Ó®Ì!ÍHÝ3Í�Ê3Í�× ∆ Ò3ÏXÑ�É�È/ÎXÑ�Å3ï�Î	Ë�ó
n× n Ô�Õ Ñ�Ú�Ê	Ï	Ü	Ë�V'Ò3ÏXÑ�É�È/ÎXÑ�Å3ï ÔÎ	Û¯Í=î�ÅXÍ Õ Í�Î	Ú�ÛðÓ�È/Ú�È/Ê3È/Ð Ø i Ô È/ÐõÙ�Ú�Ê3È/Ó�Í�ÊXÑ Ø Î	Û ∆i ã�bNÍ�Ê3Í�× O(n,∆ 9 È�Ö�È/×�ÎXÑ�Ý	Ï Õ Ù�È Ø È/Ó	Ë�Ç	Î3È�Ù�Ú�ï

Ø Ù�Í~ß n × n Ô�Õ Ñ�Ú�Ê	Ï	Ü P VXË�ÒXÈ Ø ÅXÍ�Ú Ø È/Ê#Æ'óKô!Ï'ß�Ë�Ù~ÅXÈ Ø Ï	ó ∆P T = P−1∆
VXÉ�ÒXÍ

P T
[ Õ Ñ�Ú�Ê	Ï	ÜXÑ'V�Ç3È ÔÅ3Ë�ÝXÑ/Í Õ Ñ�Æ=Ï	× P Ú�ÊXÑ�Î3Ù�Ç3È/Î	Ï	Ê3È Ø Ñ�Î	Ï3Í Õ V P−1 [ Õ Ñ�Ú�Ê	Ï	ÜXÑ'V�È�Ö/ÊXÑ�Ú�ÎXÑ�Æ�Ó P ã#h�È�ÌaÎ3ÈRÇ3È/Ó'Ñ�×�Ñ�Ú�ï3V�Ý	Ú�È

O(n,∆)
Æ Ø Å3Æ	Í�Ú�Ù�ÆnÇ3È�Ò3É�Ê	Ë�Ç	Ç3È/ÐõÉ�Ê	Ë�Ç	Ç	Û����

(n)
à 4'V�Ù�ã�á;:�ç�ãS£Ê	Ë�Ç	Ç	Ë

O(n,∆ 9 Ö/Ë�ÒXÍ Õ ÎXÑ�×�Û Ø Ñ�Ú�ï< �;=�#$>$�$��+-/0���?�$%"!;�"@�%"�$1��A+-B <"< �$1C��)
�?%"!�/0BD+-& ∆
ãTMOÙ~Å3Ï Õ Ñ�Ú�Ê	Ï	ÜXÑ P ∈ O(n,∆ 9 VdÚ�È Ø Ù�Ï'Å3ËõÍ�ÍÇ3È�Ù�Ú�Ê3È�Í�Î	Ï	Æ

detP = ±1
ãOh�Î3È�Ì!Í�Ù�Ú Ø È Ø Ù�Í~ß Õ Ñ�Ú�Ê	Ï	Ü P ∈ O(n,∆ 9 Ù detP = +1

È�Ö/ÊXÑ�×�Ë�Í�Ú
Ç3È�Ò3É�Ê	Ë�Ç	Ç	ËaÉ�Ê	Ë�Ç	Ç	Û

O(n,∆ 9 ã�Þ�Ú�Ë�É�Ê	Ë�Ç	Ç	Ë�ÎXÑ�×�È Ø Í ÕE� < =DF")"!;�"@�%"�$1 < �;=�#$>$�$��+-/0���?�$%"!;�"@�%"�$1G�A+-B < ,< �$1 Ï¿Ö/Ë�ÒXÍ Õ È�Ö�È/×�ÎXÑ�ÝXÑ�Ú�ï SO(n,∆ 9 ã£_!È/Ó'Ñ�×�Ñ�Ú�Í~Å3ï�Ù�Ú Ø È�Ú�È/É�È	VdÝ	Ú�È�É�Ê	Ë�Ç	ÇXÑ SO(n,∆ 9 Æ Ø Å3Æ	Í�Ú�Ù�ÆÉ�Ê	Ë�Ç	Ç3È/Ð®eNÏ�V	Ç	Ê	Ï Ø È�Ò3Ï	Ú�Ù�Æ Ø ÊXÑ/Ö�È/Ú�Í�à í3V	Ù�ãXä�æ�ç�ã@XCâB�C�bNÍ�Ê3Í�×
R∆(X)

È�Ö�È/×�ÎXÑ�Ý	Ï Õ SO(n,∆ 9 Ô È/Ê3Ö/Ï	Ú�ËHÅXÈ/Ó'Ñ�Å3ï�Î3È/É�ÈfÓ�È/Ê3Í�Ç3Í�ÊXÑ τ ∈ E r(X,=∗(X))
ã

UOÅXÍ~Ò3Ë�óKôaÑ�Æ²Ú�Í�È/Ê3Í Õ Ñ�Ù~Å3Ë�ÌaÏ	Ú=È�Ù�Î3È Ø È/Ð²Ò	Å3Æ²Ç3È�Ù�Ú�Ê3È�Í�Î	Ï	Æ«Ú�Í�Î	×�È/Ê	Î3È/É�È�Ñ�ÎXÑ�Å3Ï	×�Ñ!ÎXÑ�Ò R∆(X)
à H'V

É�ÅãXä'VI2gá�V3Ù�ã"4�H�J�4�:�ç�ã
K�Á#u
�dÁMLKr\@XCO;a��Nn
'�ON'� -;P/- � - "��1A��"��

τ =
(
τ i
)n
i=1

∈ E r(X,R∆(X))
*
r > 1

* � -�Q �������;R�S
- 1#"������A��$	��N

U
�� �T�������
� 3���N�³1#"��A� - �è�����	$A����
'��$	$��UN����A���������

1 VXW - "A� Φij ∈ E r−1(U, T ∗(U))
*



:£"���
�$A��$	��N��	�� 3����� *�� ������"� - $����l< - �������	� *
	 ���	�/��
a$A� P/- � - $ - �T$	0��³"��1A��"��� å'á

 �� - 
��A����
 - "�N�S T=�UN² 3��� - 
���N	�

dτ i = τ j ∧ Φij, ∆iΦij +∆jΦij = 0, i, j = 1, . . . , n. � á 9
�!È/Ê Õ Û Φij

VXÈ/Ç	Ê3Í~ÒXÍ~Å3Æ	Í Õ Û¯Í!ÊXÑ Ø Í�Î3Ù�Ú Ø Ñ Õ Ï � á 9 VXÎXÑ�×�Û Ø Ñ�óKÚ�Ù�Æ�� ��+M'*!;'*) �;#����$%"�$��/0)�����+I= < =D,
+M! τ ãX]NÈ/î�òRòNÏ	Ü	Ï3Í�Î	Ú�Û Γijk Ø

ÊXÑ�×�ÅXÈ�Ì!Í�Î	Ï	Ï
Φij = Γijkτ

k V i, j, k = 1, . . . , n
V	ÎXÑ�×�Û Ø Ñ�óKÚ�Ù�Æ ��)M' #$�$,

�"!;'*)�� +-)"��/0� ��� = ��� ã@XC >AC2ZKÖ�È/×�ÎXÑ�Ý	Ï Õ Ý3Í�Ê3Í�× Λ2T ∗(X)
ÊXÑ/Ù�Ù~ÅXÈ�Í�Î	Ï3Í²Ó�È�Ù�È�Ù�Ï Õ,Õ Í�Ú�Ê	Ï	Ý3Í�Ù�Ó	Ï'ß¨Ö/Ï'Å3Ï	Î3Í�Ð	Î	Û6ß¿òRÈ/Ê Õ VÝ3Í�Ê3Í�×

S2T ∗(X)
[ ÊXÑ/Ù�Ù~ÅXÈ�Í�Î	Ï3ÍKÙ�Ï Õ,Õ Í�Ú�Ê	Ï	Ý3Í�Ù�Ó	Ï'ß²Ö/Ï'Å3Ï	Î3Í�Ð	Î	Û6ß³òRÈ/Ê Õ V S2

∆T
∗(X)

[ Ç3È�Ò3ÊXÑ/Ù�Ù~ÅXÈ ÔÍ�Î	Ï3ÍNÎ3Í Ø Û2Ê3È�Ì�ÒXÍ�Î	Î	Û6ß�Ö/Ï'Å3Ï	Î3Í�Ð	Î	Û6ß�òRÈ/Ê Õ ÙHÎ3È/Ê Õ Ñ�Å3ï�Î	Û ÕêØ Ï'ÒXÈ Õ

ds2 =

n∑

i=1

∆iτ i ⊗ τ i. � ä 9

J6Ù�Æ'Ó�È�Í�Ù�Í�Ý3Í�Î	Ï3ÍpÊXÑ/Ù�Ù~ÅXÈ�Í�Î	Ï	Æ
S2T ∗(X)

Ö/Ë�ÒXÍ Õ ÎXÑ�×�Û Ø Ñ�Ú�ï < �;=�#$>$��+-)M'*!�%"��#$�$1E' =D/ +-)����$1���)
�?,
%"!�/0BD+-& ∆

ã�WNÈ�Ù�Ó�È�Å3ï�Ó	ËnÇ3Ù�Í Ø ÒXÈ Õ Í�Ú�Ê	Ï	Ó'Ñ ds2 V�È/Ç	Ê3Í~ÒXÍ~ÅXÍ�Î	ÎXÑ�ÆkÊXÑ Ø Í�Î3Ù�Ú Ø È Õ�� ä 9 V�Î3Ía×�Ñ Ø Ï3Ù�Ï	ÚpÈ/Ú
Ø Û¯Ö�È/ÊXÑ�ÅXÈ/Ó'Ñ�Å3ï�Î3È/É�ÈkÓ�È/Ê3Í�Ç3Í�ÊXÑ τ Ï	×�Ù�È�ÒXÍ�Ê#Ì�Ñ�ô�Í�ÐcÍ�É�ÈnÈ/Ê3Ö/Ï	Ú�ÛRVOÚ�È Ø Ù�Æ'Ó'Ñ�Æ SO(n,∆ 9 Ô È/Ê3Ö/Ï	Ú/ÑÈ/Ç	Ê3Í~ÒXÍ~Å3Æ	Í�Ú¨Î3Í�Ó�È/Ú�È/Ê	Ë�ó Ç3Ù�Í Ø ÒXÈ/Ê	Ï Õ Ñ�Î3È Ø Ë Õ Í�Ú�Ê	Ï	Ó	Ë Ù�Ï	É�ÎXÑ�Ú�Ë�Ê	Û ∆

ãfZKÖ/ÊXÑ�Ú�Î3È	V Ø Ù�Æ'Ó�È/Ð Ç3Ù�Í Ø/ÔÒXÈ/Ê	Ï Õ Ñ�Î3È Ø È/Ð Õ Í�Ú�Ê	Ï	Ó�Í ds2 Õ È�ÌaÎ3È¿Ù�È/Ç3È�Ù�Ú/Ñ Ø Ï	Ú�ï¿Ò Ø Í SO(n,∆ 9 Ô È/Ê3Ö/Ï	Ú�ÛRã6JöÓ'Ñ�Ì�ÒXÈ/ÐcÏ	×�Î	Ï'ß
Ç3Ù�Í Ø ÒXÈ Õ Í�Ú�Ê	Ï	Ó'ÑêÏ Õ Í�Í�Ú Ø Ï'Ò � ä 9 V2Ç	Ê	Ï	Ý3Í Õ^Ø Ù�Æ'Ó	Ï3ÍpÒ Ø ÑkÅXÈ/Ó'Ñ�Å3ï�Î	Û6ß Ó�È/Ê3Í�Ç3Í�ÊXÑ τ =

(
τ i
)n
i=1

Ï

τ ′ =
(
τ ′k
)n
k=1

Ï	×aî�Ú�Ï'ß�È/Ê3Ö/Ï	Ú®Ù Ø Æ'×�Ñ�Î	ÛlÊXÑ Ø Í�Î3Ù�Ú Ø È Õ τ ′j = qji τ
i VAÉ�ÒXÍ Q =

(
qji
) [ Õ Ñ�Ú�Ê	Ï	ÜXÑ²Ï	×

O(n,∆ 9 ÙgÈ/Ç	Ê3Í~ÒXÍ~Å3Ï	Ú�Í~ÅXÍ Õ VAÊXÑ Ø Î	Û Õ −1
ã�é�Ë�ÒXÍ Õ Ù�Ý	Ï	Ú/Ñ�Ú�ï3V�Ý	Ú�È�ÎXÑ Õ Î3È/É�È�È�Ö/ÊXÑ�×�Ï	Ï X ×�Ñ/òNÏ	Ó�Ù�Ï ÔÊ3È Ø Ñ�ÎXÑ«È/Ê	Ï3Í�Î	Ú/Ñ�Ü	Ï	Æ£VÏ R∆(X)

[ Ú/Ñ«Ï	×aî�Ú�Ï'ßpÒ Ø Ë#ß�È/Ê3Ö/Ï	Ú�V Ø Ó�È/Ú�È/Ê3È/ÐnÅXÈ/Ó'Ñ�Å3ï�Î	Û¯Í�Ó�È/Ê3Í�Ç3Í�Ê	ÛÙ Ø Æ'×�Ñ�Î	ÛlÙgÓ�È�È/Ê�Ò3Ï	ÎXÑ�Ú�Î	Û Õ Ó�È/Ê3Í�Ç3Í�Ê3È Õ (dxi)n
i=1

Ø Ó'Ñ�Ê	Ú�Í�Ï	×aÈ/Ê	Ï3Í�Î	Ú/Ñ�Ü	Ï	Ï Õ Ñ�Ú�Ê	Ï	ÜXÑ Õ ÏkÙgÇ3È�ÅXÈ ÔÌaÏ	Ú�Í~Å3ï�Î	Û Õ Ï�È/Ç	Ê3Í~ÒXÍ~Å3Ï	Ú�Í~Å3Æ Õ Ï�ã�Þ�Ú�Ë³È/Ê3Ö/Ï	Ú�Ë R∆(X)
Ö/Ë�ÒXÍ Õ ÎXÑ�×�Û Ø Ñ�Ú�ï < ��+-��� >�=D%"%"�$1 < �;=�#$>$�$,

+-)M'*!�%"��#$�$1G' =D/ +-)����$1 ds2 ã

EAC ���du
�"!��dr	Ã �"!'vXuktdu
�"!'u �ÃdÃdu$#&% �dÄdvXÄ(#Ã('
UOÅXÍ~Ò3Ë�Æpe=ã£WaãÞ�Ð	×�Í�Î'ß�Ñ�Ê	Ú�Ëzàâá�VAÙ�ã�ä�í 4�ç�VAÇ	Ê3È�Ù�Ú�ÊXÑ�Î3Ù�Ú Ø È Vm Ç3È�Ù�Ú�È�Æ'Î	Î3È/ÐnÓ	Ê	Ï Ø Ï	×�Î	Û K

ÊXÑ�× Ô
Õ Í�Ê	Î3È�Ù�Ú�Ï m Ö/Ë�ÒXÍ Õ ÊXÑ/Ù�Ù Õ Ñ�Ú�Ê	Ï Ø Ñ�Ú�ï Ø�Ø Í�Ð3Í�Ê	÷!Ú�ÊXÑ/Ù�Ù�È Ø Û6ßkÓ�È�È/Ê�Ò3Ï	ÎXÑ�Ú/Ñ�ß£ã�Þ�Ú�È®Ç3È/× Ø È�Å3Æ	Í�Ú�Ç	Ê	Ï
K = 0

È/Ú�È�Ì�ÒXÍ�Ù�Ú Ø Å3Æ'Ú�ï�Í�É�ÈRÙ m Ô�Õ Í�Ê	Î	Û Õ Ç'ÅXÈ�Ù�Ó	Ï Õ Ç	Ê3È�Ù�Ú�ÊXÑ�Î3Ù�Ú Ø È Õ V�Ç	Ê	Ï K 6= 0
[ Ù6É�Ï	Ç3Í�Ê3Ù�òRÍ ÔÊ3È/Ð Ø (m+1) Ô�Õ Í�Ê	Î3È Õ Ç'ÅXÈ�Ù�Ó�È Õ Ç	Ê3È�Ù�Ú�ÊXÑ�Î3Ù�Ú Ø Í�ã�WNÈ/î�Ú�È Õ Ë Ø î�Ú�È Õ Ç	Ë�Î	Ó	Ú�Í¯Ù�ÎXÑ�ÝXÑ�Å�ÑNÊXÑ/Ù�Ù Õ È/Ú�Ê	Ï ÕÇ'ÅXÈ�Ù�Ó�È�ÍRÇ	Ê3È�Ù�Ú�ÊXÑ�Î3Ù�Ú Ø È	VAÑ!×�Ñ�Ú�Í Õ [ Ç	Ê3È�Ù�Ú�ÊXÑ�Î3Ù�Ú Ø È³ÙHÓ	Ê	Ï Ø Ï	×�Î3È/Ð K 6= 0

ã
EACD@XC*) �"�$����)M' m ÔO' =X+-%"&(' < +-�$��/ +M!�%"��/ #$� ' Πm

ÎXÑ�×�Û Ø Ñ/Í�Ú�Ù�Æ m Ô�Õ Í�Ê	Î3È�Í²Ñ/òRòNÏ	Î	Î3È�Í=Ç	Ê3È ÔÙ�Ú�ÊXÑ�Î3Ù�Ú Ø È Am
VfÎXÑ Ø Í�Ó	Ú�È/Ê	Î3È/Ð ÝXÑ/Ù�Ú�Ï Ó�È/Ú�È/Ê3È/É�Èc×�Ñ�Ò�Ñ�ÎXÑ¨Î3Í Ø Û2Ê3È�Ì�ÒXÍ�Î	ÎXÑ�ÆlÙ�Ï Õ,Õ Í�Ú�Ê	Ï	Ý3Í�Ù�Ó'Ñ�ÆÖ/Ï'Å3Ï	Î3Í�Ð	ÎXÑ�ÆìòRÈ/Ê Õ Ñ'ã²Þ�Ú/ÑlòRÈ/Ê Õ Ñ\ÎXÑ�×�Û Ø Ñ/Í�Ú�Ù�Æ ����!;����+-%"&(' < +-�$)���#�=D>�=D%")
= ' V Πm [ < �;=�#$,

>$��=�#+�$�")">$��#$&(' < +-�$��/ +M!�%"��/ #$� ' ã¯J Ø Í~ÒXÍ Õ Ø Πm
È/Ê	Ú�È/Î3È/Ê Õ Ï	Ê3È Ø Ñ�Î	Î	Ë�ósÙ�Ï3Ù�Ú�Í Õ Ë Ó�È�È/Ê�Ò3Ï	ÎXÑ�Ú

(O; a1, . . . , am)
ã¯FKÇ3È/Ê#Æ�ÒXÈ/Ý3Í�Î	Î	Û2Ð ÎXÑ/Ö�È/Ê

∆′ =
(
∆1, . . . ,∆m

) V¯É�ÒXÍ
∆α = a2α = ±1

V
α =

1, . . . ,m
V	Ö/Ë�ÒXÍ Õ ÎXÑ�×�Û Ø Ñ�Ú�ï ��)
�?%"!�/0BD+-�$1 < +-�$��/ +M!�%"��/ #$! Πm

ã
]RÑ�Ì�ÒXÈ/Ð�Ú�È/Ý	Ó�Í

P
Ç	Ê3È�Ù�Ú�ÊXÑ�Î3Ù�Ú Ø Ñ Πm Õ È�ÌaÎ3È²Ç3È�Ù�Ú/Ñ Ø Ï	Ú�ï Ø Ù�È�È/Ú Ø Í�Ú�Ù�Ú Ø Ï3ÍaË�Ç3È/Ê#Æ�ÒXÈ/Ý3Í�Î	Î	Û2ÐÎXÑ/Ö�È/ÊkÒXÍ�Ð3Ù�Ú Ø Ï	Ú�Í~Å3ï�Î	Û6ßõÝ	Ï3Ù�Í~Å (x1, x2, . . . , xm) Ï	×�ÊXÑ�×�ÅXÈ�Ì!Í�Î	Ï	Æ OP = xαaα

V
α = 1, . . . ,m

ã
YÍ Õ Ù�Ñ Õ Û Õ È/Ç	Ê3Í~ÒXÍ~ÅXÍ�Î3È²Ö/Ï3Í�Ó	Ú�Ï Ø Î3È�Í�È/Ú�È�Ö/ÊXÑ�Ì!Í�Î	Ï3Í ϕ : Πm → Rm

V3Ó�È/Ú�È/Ê3È�Í!Ç	Ê3Í Ø ÊXÑ�ôaÑ/Í�Ú Πm
Ø É�Å�Ñ�Ò3Ó�È�Í m Ô�Õ Í�Ê	Î3È�Í Õ Î3È/É�È�È�Ö/ÊXÑ�×�Ï3Í�ãEAC EAC�WHË�Ù�Ú�ï

z : X → Πm
[
Cr Ô Ç3È/É�Ê	Ë�Ì!Í�Î	Ï3Í�V r > 2

V
n Ô�Õ Í�Ê	Î3È/É�È Õ Î3È/É�È�È�Ö/ÊXÑ�×�Ï	Æ X Ø m Ô

Õ Í�Ê	Î3È�Í�Ç	Ê3È�Ù�Ú�ÊXÑ�Î3Ù�Ú Ø È Πm
V
2 6 n < m

ã6ZKÖ/ÊXÑ�×�Ç3È/É�Ê	Ë�Ì!Í�Î	Ï	Æ
F = z(X)

Æ Ø Å3Æ	Í�Ú�Ù�Æ n Ô�Õ Í�Ê ÔÎ	Û Õ Ç3È�Ò Õ Î3È/É�È�È�Ö/ÊXÑ�×�Ï3Í ÕèÕ Î3È/É�È�È�Ö/ÊXÑ�×�Ï	Æ Πm
ãXZKÖ�È/×�ÎXÑ�Ý	Ï Õ Ý3Í�Ê3Í�× TF Ó'Ñ/Ù�Ñ�Ú�Í~Å3ï�Î3È�ÍRÊXÑ/Ù�Ù~ÅXÈ�Í�Î	Ï3Í



å�ä �ð��1 - 
���� - 
���� 5��=5

Õ Î3È/É�È�È�Ö/ÊXÑ�×�Ï	Æ F V T⊥F
[ Î3È/Ê Õ Ñ�Å3ï�Î3È�Í²ÊXÑ/Ù�Ù~ÅXÈ�Í�Î	Ï3Í�V I(z) [ Õ Í�Ú�Ê	Ï	Ó	ËkÎXÑ X VdÏ	Î'Ò3Ë�Ü	Ï	Ê3È Ø Ñ�Î ÔÎ	Ë�ó

z
ã�bNÍ�Ê3Í�×

R∆(X)
È�Ö�È/×�ÎXÑ�Ý	Ï Õ SO(n,∆ 9 Ô È/Ê3Ö/Ï	Ú�Ë�VAÇ3È/Ê3È�Ì�ÒXÍ�Î	Î	Ë�ó Õ Í�Ú�Ê	Ï	Ó�È/Ð I(z) Ù�Ï	É�ÎXÑ�Ú�Ë ÔÊ	Û

∆ =
(
∆1, . . . ,∆n

) ã3_RÅ3Æ Ø Ù�Æ'Ó�È/É�È²ÅXÈ/Ó'Ñ�Å3ï�Î3È/É�È®Ó�È/Ê3Í�Ç3Í�ÊXÑ τ =
(
τ i
)n
i=1

∈ E r−1(X,R∆(X))È/Ç	Ê3Í~ÒXÍ~ÅXÍ�ÎpÅXÈ/Ó'Ñ�Å3ï�Î	Û2Ð�Ê3Í�Ç3Í�Ê
e =

(
ei
)n
i=1

∈ E r−1(X,TF )
V
ei = ξi(z)

V�Ç	Ê	Ï	Ý3Í Õ ξ =
(
ξi
)n
i=1

[
ÅXÈ/Ó'Ñ�Å3ï�Î	Û2ÐnÊ3Í�Ç3Í�Ê�ÎXÑ

X
V3Ò3Ë#Ñ�Å3ï�Î	Û2Ð�Ó�È/Ê3Í�Ç3Í�Ê	Ë

τ
ã	_RÅ3Æ Ø Í�Ó	Ú�È/Ê3È Ø Ê3Í�Ç3Í�ÊXÑ e Ø Û2Ç3È�Å3Î	Æ'óKÚ�Ù�ÆpÊXÑ Ô

Ø Í�Î3Ù�Ú Ø Ñ

eiej = ∆ij =

{
∆i, i = j,

0, i 6= j,
i, j = 1, . . . , n. � æ 9

é�Ë�ÒXÍ Õ Ç	Ê3Í~Ò3Ç3È�Å�Ñ�É�Ñ�Ú�ï3V6Ý	Ú�È Ø Ó'Ñ�Ì�ÒXÈ/ÐcÚ�È/Ý	Ó�Í x ∈ X
Ó'Ñ/Ù�Ñ�Ú�Í~Å3ï�Î3È�ÍpÇ	Ê3È�Ù�Ú�ÊXÑ�Î3Ù�Ú Ø È TxF Ç3È�Ò Ô

Õ Î3È/É�È�È�Ö/ÊXÑ�×�Ï	Æ F Ù�È�ÒXÍ�Ê#ÌaÏ	Ú
n
Ç3È/ÇXÑ�Ê	Î3È�È/Ê	Ú�È/É�È/ÎXÑ�Å3ï�Î	Û6ß�Î3Í�Ï	×�È/Ú�Ê3È/Ç	Î	Û6ß�ÎXÑ�Ç	ÊXÑ Ø ÅXÍ�Î	Ï	Ð�ãAYÈ/É�Ò�Ñ

Ø È/Ó	Ê3Í�Ù�Ú�Î3È�Ù�Ú�Ï�Ó'Ñ�Ì�ÒXÈ/ÐpÚ�È/Ý	Ó	Ï x ∈ X Ø Î3È/Ê Õ Ñ�Å3ï�Î3È Õ ÊXÑ/Ù�Ù~ÅXÈ�Í�Î	Ï	Ïzàâá�V3É�Åã�í3V�2Kí#ä'V�Ù�ãdáUH/å;J�áUH���ç
È/Ç	Ê3Í~ÒXÍ~ÅXÍ�Î®ÅXÈ/Ó'Ñ�Å3ï�Î	Û2Ð

Cr−1 Ô Ê3Í�Ç3Í�Ê ν =
(
νσ
)p
σ=1

V
p = m− n

V'Ë�ÒXÈ Ø ÅXÍ�Ú Ø È/Ê#Æ'óKô!Ï	Ð�Ë�Ù~ÅXÈ Ø Ï	Æ Õ

νσντ =

{
∆n+σ τ = σ,

0 τ 6= σ,
� í 9

eiνσ = 0, i = 1, . . . , n, σ = 1, . . . , p.

J Ò�Ñ�Å3ï�Î3Í�Ð	÷�Í Õ\Ø�Õ Í�Ù�Ú�È ∆n+σ Ö/Ë�ÒXÍ Õ Ç	Ï3Ù�Ñ�Ú�ï ∆σ ãdWNÈ�Ù�Ó�È�Å3ï�Ó	Ë Ø Ù�Æ'Ó	Ï	Ð Ø Í�Ó	Ú�È/Ê¿Ï	× Πm Õ È�Ì!Í�ÚÖ/Û2Ú�ï!Ç	Ê3Í~ÒXÙ�Ú/Ñ Ø ÅXÍ�Î ØgØ Ï'ÒXÍ¯Å3Ï	Î3Í�Ð	Î3È/Ð³Ó�È Õ Ö/Ï	ÎXÑ�Ü	Ï	Ï Ø Í�Ó	Ú�È/Ê3È Ø ei V νσ V�Ú�ÈgÙ�Ï	É�ÎXÑ�Ú�Ë�ÊXÑgÙ�Ó'Ñ�Å3Æ'Ê	Î3È/É�ÈÇ	Ê3È/Ï	× Ø Í~ÒXÍ�Î	Ï	Æ Ø Ù�Ï'Å3Ë � æ 9 V � í 9�Ø Πm Ï Õ Í�Í�Ú Ø Ï'Ò ∆′ =
(
e21, . . . , e

2
n, ν

2
1 , . . . , ν

2
p

) ã
GTÑ�×�ÅXÈ�Ì!Í�Î	Ï3ÍkÒ3Ï3òRòRÍ�Ê3Í�Î	Ü	ÏXÑ�ÅXÈ Ø dei V dνσ Ç3ÈêÖ�Ñ�×�Ï3Ù�Ë (ei, νσ)

à í/çRÇ	Ê	Ï Ø È�Ò3Ï	Ú¨Ó òRÈ/Ê Õ Ë�Å�Ñ ÕS'Ñ�Ë�Ù�Ù�Ñ=Ï®J6Í�Ð	Î	É�Ñ�Ê	Ú�Í�ÎXÑ

dei = Φki ek +
p∑

σ=1
∆σωσi νσ,

dνσ = −
n∑
i=1

∆iωσi ei +
p∑

τ=1
∆τ

κ
τ
σντ ,

i, k = 1, . . . , n, τ, σ = 1, . . . , p, p = m− n,

� å 9

É�ÒXÍ
∆i = e2i

V
∆σ = ν2σ

V
Φik

[ òRÈ/Ê Õ Û Ù Ø Æ'×�Î3È�Ù�Ú�Ï«ÅXÈ/Ó'Ñ�Å3ï�Î3È/É�È�Ó�È/Ê3Í�Ç3Í�ÊXÑ τ ∈ E r−1(X,R∆(X))
V

ωσi
[ñá Ô òRÈ/Ê Õ ÛRV�ÎXÑ�×�Û Ø Ñ/Í Õ Û¯Í�� ��+M'*!;'*) < ���A+-B � =D%")�� V κστ = −κ

τ
σ

[ á Ô òRÈ/Ê Õ ÛRVXÎXÑ�×�Û Ø Ñ/Í Õ Û¯Í� ��+M'*!;'*) �D+-B���=D%")���� _RÅ3Æ«òRÈ/Ê Õ Ç3È/É�Ê	Ë�Ì!Í�Î	Ï	Ækà í�ç Ø Û2Ç3È�Å3Î	Æ'óKÚ�Ù�Æ�Ù�È�È/Ú�Î3È/÷�Í�Î	Ï	Æ

ωσi ∧ τ i = 0, i = 1, . . . , n, σ = 1, . . . , p.

é�Ï'Å3Ï	Î3Í�Ð	Î	Ë�óêÙ�Ï Õ,Õ Í�Ú�Ê	Ï	Ý3Í�Ù�Ó	Ë�ó¨òRÈ/Ê Õ Ë IIσ ∈ E r−2(X,S2T ∗(X))
V�È/Ç	Ê3Í~ÒXÍ~ÅXÍ�Î	Î	Ë�óêÊXÑ Ø Í�Î3Ù�Ú Ø È Õ

IIσ = ωσi ⊗ τ i = bσi jτ
i ⊗ τ j ,

ÎXÑ�×�Û Ø Ñ�óKÚ #$/0��+-�$1 �$��%"��#$%"�$1 � ��+M'*�$1�'*%"���?�$� . +M!��$)�� F
Ï'Å3Ï Ç3È/É�Ê	Ë�Ì!Í�Î	Ï	Æ

z
È/Ú�Î3È�Ù�Ï	Ú�Í~Å3ï�Î3È

Î3È/Ê Õ Ñ�Å3Ï νσ ã�U�Ï Õ,Õ Í�Ú�Ê	Ï	Æ bσij = bσji
V
i, j = 1, . . . , n

V
σ = 1, . . . , p

VXÙ~ÅXÍ~Ò3Ë�Í�Ú³Ï	×NÅXÍ Õ,Õ Û ]RÑ�Ê	Ú/Ñ�ÎXÑà :	V'É�ÅãXä'V-2*H�ç�ã
MOÙ~Å3ÏkÇ3È/É�Ê	Ë�Ì!Í�Î	Ï3Í

z ∈ C3(X,Πm)
V£Ú�È Ø Î3Í�÷!Î3Í�Í�Ò3Ï3òRòRÍ�Ê3Í�Î	Ü	Ï	Ê3È Ø Ñ�Î	Ï3Í³òRÈ/Ê Õ Ë�ÅkS'Ñ�Ë�Ù�Ù�Ñ®Ï



:£"���
�$A��$	��N��	�� 3����� *�� ������"� - $����l< - �������	� *
	 ���	�/��
a$A� P/- � - $ - �T$	0��³"��1A��"��� å�æ

J6Í�Ð	Î	É�Ñ�Ê	Ú�Í�ÎXÑ®à íXV	Ù�ãXä�å�ç�Ç	Ê	Ï Ø È�Ò3Ï	Ú�Ó®Ë�ÊXÑ Ø Î3Í�Î	Ï	Æ Õ S'Ñ�Ë�Ù�Ù�Ñ'V�WNÍ�Ú�Í�Ê3Ù�È/ÎXÑ�[^]NÈ�Ò�Ñ�Ü	Ü	Ï�Ï®G,Ï	Ý	Ý	Ï

p∑

σ=1

∆σωσi ∧ ωσj = ∆i(dΦij +Φik ∧Φkj ),

dωσi = Φki ∧ ωσk +

p∑

τ=1

∆τωτi ∧ κ
σ
τ ,

dκτσ =

n∑

i=1

∆iωτi ∧ ωσi +

p∑

ρ=1

∆ρ
κ
ρ
σ ∧ κ

τ
ρ ,

i, j, k = 1, . . . , n, τ, σ = 1, . . . , p.

� 4 9

EAC76£COWHË�Ù�Ú�ï
Vm

[
m Ô�Õ Í�Ê	Î3È�Í�Ç3È�Å3Î3È�Í³È�Ò3Î3È�Ù Ø Æ'×�Î3È�Í�Ê	Ï Õ Ñ�Î3È Ø È�Ï'Å3ÏkÇ3Ù�Í Ø ÒXÈ/Ê	Ï Õ Ñ�Î3È Ø ÈpÇ	Ê3È ÔÙ�Ú�ÊXÑ�Î3Ù�Ú Ø È Ç3È�Ù�Ú�È�Æ'Î	Î3È/ÐlÓ	Ê	Ï Ø Ï	×�Î	Û K 6= 0

Ù�Ï	É�ÎXÑ�Ú�Ë�Ê	Û
∆′′ =

(
∆1, . . . ,∆m

) ãHé�Ë�ÒXÍ Õ ÊXÑ/Ù ÔÙ Õ Ñ�Ú�Ê	Ï Ø Ñ�Ú�ï Vm
àâá�V���ãNä�í 4�çaÓ'Ñ�Ó É�Ï	Ç3Í�Ê3Ù�òRÍ�Ê	Ë Ø Ç'ÅXÈ�Ù�Ó�È Õ Ç	Ê3È�Ù�Ú�ÊXÑ�Î3Ù�Ú Ø Í Πm+1

Ù�Ï	É�ÎXÑ�Ú�Ë�Ê	Û
∆′ =

(
∆1, . . . ,∆m,∆m+1

) V'×�Ñ�Ò�Ñ�Î	Î	Ë�ó Ë�ÊXÑ Ø Î3Í�Î	Ï3Í Õ

z2 =
1

K
. � H 9

WHË�Ù�Ú�ï
z : X → Vm Cr Ô Ç3È/É�Ê	Ë�Ì!Í�Î	Ï3Í�V r > 1

V
n Ô�Õ Í�Ê	Î3È/É�È Õ Î3È/É�È�È�Ö/ÊXÑ�×�Ï	Æ X Ø m Ô�Õ Í�Ê	Î3È�ÍÇ	Ê3È�Ù�Ú�ÊXÑ�Î3Ù�Ú Ø È!Ç3È�Ù�Ú�È�Æ'Î	Î3È/Ð³Ó	Ê	Ï Ø Ï	×�Î	Û Vm

V
2 6 n < m

V
F = z(X)

[ Ç3È�Ò Õ Î3È/É�È�È�Ö/ÊXÑ�×�Ï3Í Õ Î3È/É�È ÔÈ�Ö/ÊXÑ�×�Ï	Æ
Vm
ã/GTÑ/Ù�Ù Õ Ñ�Ú�Ê	Ï Ø Ñ�Æ=Ç3È�Ò Õ Î3È/É�È�È�Ö/ÊXÑ�×�Ï3Í F Ø Ç	Ê3È�Ù�Ú�ÊXÑ�Î3Ù�Ú Ø Í Πm+1

V/Ö/Ë�ÒXÍ Õ Ï3Ù�Ç3È�Å3ï�×�È Ø Ñ�Ú�ïÙ Ø Í~ÒXÍ�Î	Ï	Æ�Ç	Ë�Î	Ó	Ú�È Ø ä'ãâá�Ïkä'ã ä'ã�_gÏ3òRòRÍ�Ê3Í�Î	Ü	Ï	Ê	Ë�ÆpÊXÑ Ø Í�Î3Ù�Ú Ø È � H 9 VAÇ3È�Å3Ë�Ý	Ï Õ zdz = 0
ãdUOÅXÍ~ÒXÈ Ø Ñ ÔÚ�Í~Å3ï�Î3È	V Ø Ó'Ñ�Ì�ÒXÈ/Ð�Ú�È/Ý	Ó�Í!ÎXÑ F Ø Í�Ó	Ú�È/Ê z Õ È�ÌaÎ3È Ø ×�Æ'Ú�ï Ø Ó'Ñ�Ý3Í�Ù�Ú Ø ÍaÈ�Ò3Î3È/Ð�Ï	×!Î3È/Ê Õ Ñ�ÅXÍ�Ð�Î3È/Ê Ô

Õ Ñ�Å3ï�Î3È/É�È�Ç	Ê3È�Ù�Ú�ÊXÑ�Î3Ù�Ú Ø Ñ F Ø Πm+1
ãAZKÖ�È/×�ÎXÑ�Ý	Ï Õ î�Ú�Ë²Î3È/Ê Õ Ñ�Å3ï νp+1

ãAZKÙ�Ú/Ñ Ø ÷!Ï3Í�Ù�Æ p = m− nÎ3È/Ê Õ Ñ�ÅXÍ�Ð (νσ
)p
σ=1

È/Ç	Ê3Í~ÒXÍ~Å3Æ'óKÚzÎ3È/Ê Õ Ñ�Å3ï�Î3È�Í�Ç	Ê3È�Ù�Ú�ÊXÑ�Î3Ù�Ú Ø ÈzÓ F Ø Vm V�Ó�È/Ú�È/Ê3È�Í�Æ Ø Å3Æ	Í�Ú�Ù�ÆÇ3È�Ò3Ç	Ê3È�Ù�Ú�ÊXÑ�Î3Ù�Ú Ø È Õ Ó'Ñ/Ù�Ñ�Ú�Í~Å3ï�Î3È/É�ÈnÇ	Ê3È�Ù�Ú�ÊXÑ�Î3Ù�Ú Ø Ñ Vm Ø Πm+1
ãOU�È Ø È/Ó	Ë�Ç	Î3È�Ù�Ú�ï (νσ, νp+1

)p
σ=1

V
νp+1 =

z
|z|
V |z| =

√
|z2| V Ø ×�Ñ�Ï Õ Î3ÈgÈ/Ê	Ú�È/É�È/ÎXÑ�Å3ï�Î	Û6ß�Î3È/Ê Õ Ñ�ÅXÍ�Ð Ø Ó'Ñ�Ì�ÒXÈ/Ð³Ú�È/Ý	Ó�Í x ∈ X È�Ö/ÊXÑ�×�Ë�Í�Ú

È/Ê	Ú�È/Î3È/Ê Õ Ï	Ê3È Ø Ñ�Î	Î	Û2Ð«Ö�Ñ�×�Ï3Ù Ø Î3È/Ê Õ Ñ�Å3ï�Î3È Õ Ç	Ê3È�Ù�Ú�ÊXÑ�Î3Ù�Ú Ø Í T⊥
x F

Ç3È�Ò Õ Î3È/É�È�È�Ö/ÊXÑ�×�Ï	Æ F Ø Πm+1
V

Ç	Ê	Ï	Ý3Í Õ Ø Û2Ç3È�Å3Î	Æ'óKÚ�Ù�ÆnÊXÑ Ø Í�Î3Ù�Ú Ø Ñ � í 9 ãX_RÅ3Æ�Ç3È�Ù~ÅXÍ~Ò3Î3Í�É�È®î�ÅXÍ Õ Í�Î	Ú/Ñ®Ù�Ï	É�ÎXÑ�Ú�Ë�Ê	Û ∆′ Ø Ù�Ï'Å3Ë � í 9Ï � H 9 Ï Õ Í�Í Õ ∆m+1 = K
|K|
ã

WHÊ	Ï
r > 2

òRÈ/Ê Õ Ë�Å3ÛöS'Ñ�Ë�Ù�Ù�Ñ�ÏêJ6Í�Ð	Î	É�Ñ�Ê	Ú�Í�ÎXÑpÒ	Å3Æ¿Ç3È/É�Ê	Ë�Ì!Í�Î	Ï	Æ
z : X → Vm ⊂ Πm+1

V
Ï3Ù�Ç3È�Å3ï�×�Ë�Æ � å 9 V Õ È�ÌaÎ3È=×�Ñ�Ç	Ï3Ù�Ñ�Ú�ï ØaØ Ï'ÒXÍ

dei = Φki ek +
p∑

σ=1
∆σωσi νσ −Kτ i∆iz,

dνσ = −
n∑
i=1

∆iωσi ei +
p∑

τ=1
∆τ

κ
τ
σντ ,

p = m− n, ∆i = e2i , ∆τ = ν2τ , i, k = 1, . . . , n, τ, σ = 1, . . . , p.

� : 9

MOÙ~Å3Ï
r > 3

VAÚ�È Ø Î3Í�÷!Î3Í�Í�Ò3Ï3òRòRÍ�Ê3Í�Î	Ü	Ï	Ê3È Ø Ñ�Î	Ï3Í=òRÈ/Ê Õ Ë�ÅnS'Ñ�Ë�Ù�Ù�Ñ«ÏnJ6Í�Ð	Î	É�Ñ�Ê	Ú�Í�ÎXÑ � : 9 Ç	Ê	Ï Ô



å�í �ð��1 - 
���� - 
���� 5��=5

Ø È�Ò3Ï	Ú�Ó«Ë�ÊXÑ Ø Î3Í�Î	Ï	Æ Õ S'Ñ�Ë�Ù�Ù�Ñ'VXWNÍ�Ú�Í�Ê3Ù�È/ÎXÑ�[^]NÈ�Ò�Ñ�Ü	Ü	Ï�Ï�G,Ï	Ý	Ý	Ï��

p∑

σ=1

∆σωσi ∧ ωσj = ∆i(dΦij +Φik ∧Φkj )−K∆i∆jτ i ∧ τ j ,

dωσi = Φki ∧ ωσk +

p∑

τ=1

∆τωτi ∧ κ
σ
τ ,

dκτσ =
n∑

i=1

∆iωτi ∧ ωσi +

p∑

ρ=1

∆ρ
κ
ρ
σ ∧ κ

τ
ρ ,

i, j, k = 1, . . . , n, τ, σ = 1, . . . , p, p = m− n.

� � 9

6£C�� �Xu
����Á#ÃdÃ(' #¨vXÃdÁ���ÃdÄ(#¿ÂOÄ	�
�®Á �dÁ#Ã	�dÄdr�wcÄ¨Á 	�u ��vXu$# �"!'vXr
J¨Ò�Ñ�Î	Î3È Õ Ç	Ë�Î	Ó	Ú�ÍHÇ	Ê	Ï Ø È�Ò3Ï	Ú�Ù�Æ®Ç3È/Î	Æ'Ú�Ï3ÍNÈ�Ö�È�Ö/ô�Í�Î	Î3È/É�È Ø Î3Í�÷!Î3Í�É�È!Ò3Ï3òRòRÍ�Ê3Í�Î	Ü	ÏXÑ�Å�Ñ²à �	VAá;��ç�VÎ3Í�Ó�È/Ú�È/Ê	Û¯Í Í�É�È Ù Ø È/Ð3Ù�Ú Ø Ñ'V�ÒXÈ/Ó'Ñ�×�Ñ�Ú�Í~Å3ï�Ù�Ú Ø Ñ Ó�È/Ú�È/Ê	Û6ß^Ç	Ê	Ï Ø Í~ÒXÍ�Î	Û Ø ÊXÑ/Ö�È/Ú�Í àâá�á�ç�V!Ï Ø Û Ø È ÔÒ3Æ'Ú�Ù�Æ Ë�ÊXÑ Ø Î3Í�Î	Ï	Æ S'Ñ�Ë�Ù�Ù�Ñ'VKWNÍ�Ú�Í�Ê3Ù�È/ÎXÑz[ ]NÈ�Ò�Ñ�Ü	Ü	Ï\Ï G,Ï	Ý	Ý	Ï Ò	Å3Æ Ù~Å3Ë�ÝXÑ�Æ

C2 J#Ç3È/É�Ê	Ë�Ì!Í�Î	Ï	Ð
z : X → Vm

ã
6£CD@XCNWHË�Ù�Ú�ï

U Ô È/Ú�Ó	Ê	Û2Ú�È�Í Õ Î3È�Ì!Í�Ù�Ú Ø È¨ÎXÑ X V2×�Ñ Õ Û2Ó'Ñ�Î	Ï3ÍnÓ�È/Ú�È/Ê3È/É�È U Ó�È Õ ÇXÑ�Ó	Ú�Î3ÈêÏ Ù�È ÔÒXÍ�Ê#ÌaÏ	Ú�Ù�Æ Ø Î3Í�Ó�È/Ú�È/Ê3È/Ð�Ó�È�È/Ê�Ò3Ï	ÎXÑ�Ú�Î3È/Ð�È/Ó	Ê3Í�Ù�Ú�Î3È�Ù�Ú�Ï�ãXbNÍ�Ê3Í�× ΛlT ∗(U)
È�Ö�È/×�ÎXÑ�Ý	Ï Õ ÊXÑ/Ù�Ù~ÅXÈ�Í�Î	Ï3Í

Ø Î3Í�÷!Î	Ï'ß³Ò3Ï3òRòRÍ�Ê3Í�Î	Ü	ÏXÑ�Å3ï�Î	Û6ß²òRÈ/Ê Õ Ù�Ú�Í�Ç3Í�Î	Ï l > 0
ÎXÑ

U
V
l = 0, 1, . . .

V�Ý3Í�Ê3Í�×
E s
0 (U,Λ

lT ∗(U))Ç	Ê3È�Ù�Ú�ÊXÑ�Î3Ù�Ú Ø È Cs Ô Ù�Í�Ý3Í�Î	Ï	Ð�V s > 0
VTî�Ú�È/É�ÈpÊXÑ/Ù�Ù~ÅXÈ�Í�Î	Ï	ÆêÙ³Ó�È Õ ÇXÑ�Ó	Ú�Î	Û Õ Ï¨Î3È�Ù�Ï	Ú�Í~Å3Æ Õ Ï�VOÙ�È�ÒXÍ�Ê ÔÌ�Ñ�ô!Ï Õ Ï3Ù�Æ Ø U ãGTÑ/Ù�Ù Õ È/Ú�Ê	Ï Õ Î3Í�Ç	Ê3Í�Ê	Û Ø Î	Ë�óìÎXÑ

U q Ô òRÈ/Ê Õ Ë ω, q = 0, 1, . . .
LNÍ�Ç	Ê3Í�Ê	Û Ø Î	Ë�ó

(q + 1) Ô òRÈ/Ê Õ Ë Ω ∈ E 0(U,Λq+1T ∗(U))
Ö/Ë�ÒXÍ Õ ÎXÑ�×�Û Ø Ñ�Ú�ï � . � .� =D%"%"&(' #$%
=��0%")M' >$) ��� =X+I=D%",

F")"!;�"� ' � ��+M'*& ω ∈ E 0(U,ΛqT ∗(U))
V�Í�Ù~Å3ÏêÒ	Å3Æ Ø Ù�Æ'Ó�È/Ð òRÈ/Ê Õ Û ψ ∈ E 1

0 (U,Λ
n−q−1T ∗(U))Ù�Ç	ÊXÑ Ø Í~Ò	Å3Ï Ø È�ÊXÑ Ø Í�Î3Ù�Ú Ø È ∫

U

Ω ∧ ψ = (−1)q+1

∫

U

ω ∧ dψ.

Jzî�Ú�È Õ È/Ç	Ê3Í~ÒXÍ~ÅXÍ�Î	Ï	Ï Õ È�ÌaÎ3ÈgÇ3È/Ú�Ê3Í�Ö�È Ø Ñ�Ú�ï3V#Ý	Ú�È�Ö/Û ψ ∈ E s
0 (U,Λ

n−q−1T ∗(U))
Ò	Å3Æ=Ó'Ñ�Ì�ÒXÈ/É�È

s > 1
àâá;��ç�ã

MOÙ~Å3Ï
ω ∈ E 1(U,ΛqT ∗(U))

VHÚ�ÈcÈ�Ö�È�Ö/ô�Í�Î	Î	Û2Ð Ø Î3Í�÷!Î	Ï	Ð Ò3Ï3òRòRÍ�Ê3Í�Î	Ü	ÏXÑ�Å dω
Ù�È Ø ÇXÑ�Ò�Ñ/Í�ÚÙ2È�Ö/Û2Ý	Î	Û ÕnØ Î3Í�÷!Î	Ï Õ Ò3Ï3òRòRÍ�Ê3Í�Î	Ü	ÏXÑ�ÅXÈ Õ ã�]HÊ3È Õ Í2Ú�È/É�È	V dω � Í�Ù~Å3Ï=È/Î�Ù�Ë�ô�Í�Ù�Ú Ø Ë�Í�Ú 9 È/Ç	Ê3Í~ÒXÍ~Å3Æ	Í�Ú ÔÙ�Æ!òRÈ/Ê Õ È/Ð ω È�Ò3Î3È/×�ÎXÑ�Ý	Î3È	V/Ï Õ Í�Í�ÚKÅXÈ/Ó'Ñ�Å3ï�Î	Û2Ð�ß�Ñ�ÊXÑ�Ó	Ú�Í�Ê�V�Î3Í�×�Ñ Ø Ï3Ù�Ï	ÚNÈ/ÚfÅXÈ/Ó'Ñ�Å3ï�Î	Û6ß�Ó�È�È/Ê�Ò3Ï	ÎXÑ�ÚÎXÑ

U
V'Ï

ddω = 0
àâá�á~ç�ã

UOÅXÍ~Ò3Ë�óKô!Ï3ÍfÒ Ø ÑgÇ	Ê3Í~Ò	ÅXÈ�Ì!Í�Î	Ï	Æ®Ó'Ñ/Ù�Ñ�óKÚ�Ù�Æ«Ù Ø È/Ð3Ù�Ú Ø È�Ö�È�Ö/ô�Í�Î	Î3È/É�È Ø Î3Í�÷!Î3Í�É�ÈgÒ3Ï3òRòRÍ�Ê3Í�Î	Ü	Ï ÔÑ�Å�Ñ«àâá�á~ç�ã
m�ÁML5LKr¨@XC��6���	� W - "A��� ω ∈ E 0(X,ΛqT ∗(X))

�3������� -�Q�-�Q T���$	$	02��
�$A���!$	�	�«��� W W ��"��$ V�	�����
dω
* � - ����N«
'�ON'� - � W - "A�T0 ϕ ∈ E 1(X,ΛpT ∗(X))

*
p, q > 0,

��1#"���
'�����	�	
 - "���
'��$A����
 -

d(ω ∧ ϕ) = dω ∧ ϕ+ (−1)qω ∧ dϕ. � á;� 9
m�ÁML5LKr®EAC��6���	�a�T$ -;P/-�-�Q "�����A�

X
- ��$ - ��
�N	�$ -�* � - ����N!
'�ON'� - � W - "A�T0 ω ∈ E r(X,T ∗(X))

*
r > 0

* ����N²� - � - " - �
dω = 0,

$����#������ON W  	$	���	��N f ∈ Cr+1(X,R)
* ����N²� - � - " - �

ω = df
5

6£C EACZKÙ�Î3È Ø Î3È/Ð�Ê3Í�×�Ë�Å3ï�Ú/Ñ�Ú�ÎXÑ/Ù�Ú�È�Æ'ô�Í�Ð�ÊXÑ/Ö�È/Ú�Û Ù�È�Ù�Ú/Ñ Ø Å3Æ	Í�ÚK�Á#u
�dÁMLKrcEACd;a��Np
'�ON'� -;P/- 1 -;P "3 	�=��$	��N
z : X → Vm

�	���������
C2 W - "A�T0ð��
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:£"���
�$A��$	��N��	�� 3����� *�� ������"� - $����l< - �������	� *
	 ���	�/��
a$A� P/- � - $ - �T$	0��³"��1A��"��� å�å

;a��Nõ$	���ê��1#"���
'�����	�	
�0  #"���
�$A��$	��N��	�� 3����� **� ������"� - $���� < - �������	�z� 	 ���	�/�
(8)
* �����	�¿1 - �

�$���� - �
d
1 - $	�3�����;R®���3�T
 - � -�Q�-�Q T���$	$ -;P/- 
�$A���!$A� P/- ��� W W ��"��$��	������� 5

C
WHË�Ù�Ú�ï

U
[ Ç	Ê3È/Ï	× Ø È�Å3ï�Î3È�Í È/Ú�Ó	Ê	Û2Ú�È�Í Õ Î3È�Ì!Í�Ù�Ú Ø È?ÎXÑ

X
ÙcÓ�È Õ ÇXÑ�Ó	Ú�Î	Û Õ ×�Ñ Õ Û2Ó'Ñ ÔÎ	Ï3Í Õ VfÙ�È�ÒXÍ�Ê#Ì�Ñ�ô!Ï Õ Ù�Æ Ø Î3Í�Ó�È/Ú�È/Ê3È/Ð\Ó�È�È/Ê�Ò3Ï	ÎXÑ�Ú�Î3È/ÐlÈ/Ó	Ê3Í�Ù�Ú�Î3È�Ù�Ú�Ï�V
τ =

(
τ i
)n
i=1

[ ÅXÈ/Ó'Ñ�Å3ï ÔÎ	Û2Ð
C1 Ô Ó�È/Ê3Í�Ç3Í�Ê Ù�È�Ö�Å�Ñ/Ù�Ú�ï�óñÈ/Ç	Ê3Í~ÒXÍ~ÅXÍ�Î	Ï	Æ

U
Ï	×

SO(n,∆ 9 Ô È/Ê3Ö/Ï	Ú�ÛRV6Ç3È/Ê3È�Ì�ÒXÍ�Î	Î3È/Ð Õ Í�Ú�Ê	Ï ÔÓ�È/Ð
I(z)

V
Φ =

(
Φij
)n
i,j=1

[ Ù Ø Æ'×�Î3È�Ù�Ú�ïzÓ�È/Ê3Í�Ç3Í�ÊXÑ τ V ξ =
(
ξi
)n
i=1

[ ÅXÈ/Ó'Ñ�Å3ï�Î	Û2Ð Ê3Í�Ç3Í�Ê�V�Ò3Ë ÔÑ�Å3ï�Î	Û2Ð Ó�È/Ê3Í�Ç3Í�Ê	Ë
τ
ãH]RÑ�Ó Ï\ÊXÑ�Î3Í�Í�VHÇ3È�Å�Ñ�É�Ñ/Í Õ ei = ξi(z)

VHÇ	Ê	Ï î�Ú�È Õ ei ∈ C1(U,Πm+1)
V

dei ∈ E 0(U, T ∗(U)⊗Πm+1)
V
i = 1, . . . , n

ã�JkÙ�Ï'Å3ËRÊXÑ Ø Í�Î3Ù�Ú Ø Ñ � á;� 9 V�Ë�Ý	Ï	Ú�Û Ø Ñ�Æ£V�Ý	Ú�È ddei = 0
Ò	Å3Æ

Ø Ù�Æ'Ó�È/Ð�òRÈ/Ê Õ Û ϕ ∈ E 1
0 (U,Λ

n−2T ∗(U))
V	Ç3È�Å3Ë�ÝXÑ/Í Õ d(dei ∧ ϕ

)
= −dei ∧ dϕ

ã�UOÅXÍ~ÒXÈ Ø Ñ�Ú�Í~Å3ï�Î3È	V
∫

U

dei ∧ dϕ = 0.

WNÈ�ÒXÙ�Ú/Ñ Ø Ï Õ dei Ï	×gòRÈ/Ê Õ Ë�Å�S'Ñ�Ë�Ù�Ù�Ñ � : 9 �
∫

U

(
Φki ek +

p∑

σ=1

∆σωσi νσ −Kτ i∆iz

)
∧ dϕ = 0, i, k = 1, . . . , n.

J�Î3Í�Ù�Í Õ ek V νσ V z Ç3È�Ò�×�ÎXÑ�Ó d V	Ç3È!ÅXÍ Õ,Õ Í=áNÏ Õ Í�Í Õ
∫

U

[
Φki ∧ d(ekϕ) +

p∑

σ=1

∆σωσi ∧ d(νσϕ)−K∆iτ i ∧ d(zϕ)

−Φki ∧ dek ∧ ϕ−
p∑

σ=1

∆σωσi ∧ dνσ ∧ ϕ+K∆iτ i ∧ dz ∧ ϕ
]
= 0.

WNÈ�Å3ï�×�Ë�Æ	Ù�ïgòRÈ/Ê Õ Ë�Å�Ñ Õ ÏaS'Ñ�Ë�Ù�Ù�ÑHÏ=J6Í�Ð	Î	É�Ñ�Ê	Ú�Í�ÎXÑ � : 9 V/Ç3È�Ù~ÅXÍ~Ò3Î3Í�Í2ÊXÑ Ø Í�Î3Ù�Ú Ø ÈH×�Ñ�Ç	Ï	÷�Í ÕpØHØ Ï'ÒXÍ
∫

U

[
Φki ∧ d(ekϕ) +

p∑

σ=1

∆σωσi ∧ d(νσϕ)−K∆iτ i ∧ d(zϕ)

−
(
Φki ∧Φjk −

p∑

σ=1

∆σ∆jωσi ∧ ωσj −K∆iτ i ∧ τ j
)
∧ (ejϕ)

−
(
Φki ∧∆σωσk +

p∑

τ=1

∆τωτi ∧∆σ
κ
σ
τ

)
∧ (νσϕ) + Φki ∧K∆kτk ∧ (zϕ)

]
= 0.

� á�á 9

WHË�Ù�Ú�ï
ei = eαi aα

V
ν = νασ aα

V
z = zαaα

V
α = 1, . . . ,m + 1

V
i = 1, . . . , n

V
σ = 1, . . . , p

VXÉ�ÒXÍ
(O; aα

)m+1

α=1

[ È/Ê	Ú�È/Î3È/Ê Õ Ï	Ê3È Ø Ñ�Î	ÎXÑ�Æ¿Ù�Ï3Ù�Ú�Í Õ Ñ«Ó�È�È/Ê�Ò3Ï	ÎXÑ�Ú Ø Πm+1
V£×�Ñ�Ò�Ñ�óKôaÑ�ÆnÙ�Ï	É�ÎXÑ�Ú�Ë�Ê	Ë

∆′ ã
WNÈ�ÅXÈ�ÌaÏ Õ Ø ÊXÑ Ø Í�Î3Ù�Ú Ø Í � á�á 9 ϕ = eαi ψ

VAÉ�ÒXÍ
ψ ∈ E 1

0 (U,Λ
n−2T ∗(U))

[ Ç	Ê3È/Ï	× Ø È�Å3ï�ÎXÑ�ÆnòRÈ/Ê Õ Ñ'V×�Ñ�Ú�Í Õ Ë Õ Î3È�ÌaÏ Õ Í�É�ÈRÙ�Ó'Ñ�Å3Æ'Ê	Î3ÈgÎXÑ aα ã�WNÈ�Ù~ÅXÍ¯Ù�Ë Õ,Õ Ï	Ê3È Ø Ñ�Î	Ï	Æ=Ç3È α V α = 1, . . . ,m+1
V/Ç3È�Å3Ë�Ý	Ï Õ

∫

U

∆jΦji ∧ dψ =

∫

U

(
∆jΦki ∧ Φjk −

p∑

σ=1

∆σωσi ∧ ωσj −K∆i∆jτ i ∧ τ j
)
∧ ψ. � á�ä 9

WNÈ�ÅXÈ�ÌaÏ Õ�Ø ÊXÑ Ø Í�Î3Ù�Ú Ø Í � á�á 9 ϕ = νασψ
V�É�ÒXÍ

ψ ∈ E 1
0 (U,Λ

n−2T ∗(U))
[cÇ	Ê3È/Ï	× Ø È�Å3ï�ÎXÑ�Æ!òRÈ/Ê Õ Ñ'ãWNÈ�Ù~ÅXÍNË Õ Î3È�Ì!Í�Î	Ï	Æ®ÎXÑ aα Ï®Ù�Ë Õ,Õ Ï	Ê3È Ø Ñ�Î	Ï	Æ®Ç3È α V	Ç3È�Å3Ë�Ý	Ï Õ

∫

U

ωτi ∧ dψ =

∫

U

(
Φki ∧ ωτk +

p∑

σ=1

∆σωσi ∧ κ
τ
σ

)
∧ ψ. � á�æ 9



å�4 �ð��1 - 
���� - 
���� 5��=5
WNÈ�Ù�Ó�È�Å3ï�Ó	Ë ÊXÑ Ø Í�Î3Ù�Ú Ø Ñ � á�ä 9 Ï � á�æ 9 Ù�Ç	ÊXÑ Ø Í~Ò	Å3Ï Ø Û Ò	Å3Æ Ø Ù�Æ'Ó�È/Ð òRÈ/Ê Õ Û ψ ∈

E 1
0 (U,Λ

n−2T ∗(U))
VOÚ�È Ø Ù�Ï'Å3ËzÈ/Ç	Ê3Í~ÒXÍ~ÅXÍ�Î	Ï	ÆèÈ�Ö�È�Ö/ô�Í�Î	Î3È/É�ÈnÒ3Ï3òRòRÍ�Ê3Í�Î	Ü	ÏXÑ�Å�ÑpÇ3È�Å3Ë�ÝXÑ/Í Õ VOÝ	Ú�ÈòRÈ/Ê Õ Û Φij

Ï
ωσi
V
i, j = 1, . . . , n

V
σ = 1, . . . , p,

È�Ö�Å�Ñ�Ò�Ñ�óKÚ®È�Ö�È�Ö/ô�Í�Î	Î	Û Õ Ï Ø Î3Í�÷!Î	Ï Õ ÏpÒ3Ï3òRòRÍ ÔÊ3Í�Î	Ü	ÏXÑ�Å�Ñ Õ Ï�V�Ù�È Ø ÇXÑ�Ò�Ñ�óKô!Ï Õ Ï�ÙNÇ	ÊXÑ Ø Û Õ Ï®ÝXÑ/Ù�Ú�Æ Õ Ï�Ù�È�È/Ú Ø Í�Ú�Ù�Ú Ø Ë�óKô!Ï'ß®Ë�ÊXÑ Ø Î3Í�Î	Ï	Ð � : 9 ÎXÑ U ãGTÑ/Ù�Ù Õ È/Ú�Ê	Ï Õ Ú�È�Ì�ÒXÍ�Ù�Ú Ø È d(dνσ ∧ ϕ) = −dνσ ∧ dϕ
V
σ = 1, . . . , p

ã�PH×�î�Ú�È/É�ÈkÚ�È�Ì�ÒXÍ�Ù�Ú Ø ÑÙ~ÅXÍ~Ò3Ë�Í�Ú�V3Ý	Ú�È
∫

U

dνσ ∧ dϕ = 0.

WNÈ�ÒXÙ�Ú/Ñ Ø Å3Æ'Æ Ø Û2ÊXÑ�Ì!Í�Î	Ï3Í dνσ Ï	×RòRÈ/Ê Õ Ë�Å�J6Í�Ð	Î	É�Ñ�Ê	Ú�Í�ÎXÑ � : 9 V3Ö/Ë�ÒXÍ Õ Ï Õ Í�Ú�ï
∫

U

(
−

n∑

i=1

∆iωσi ei +

p∑

τ=1

∆τ
κ
τ
σντ

)
∧ dϕ = 0,

i = 1, . . . , n, τ, σ = 1, . . . , p.

PNÙ�Ç3È�Å3ï�×�Ë�Æ�òRÈ/Ê Õ Ë�Å3Ë � á;� 9 V	ÎXÑ�ß#È�Ò3Ï Õ
∫

U

[
−

n∑

i=1

∆iωσi ei ∧ dϕ+

p∑

τ=1

∆τ
κ
τ
σντ ∧ dϕ

]
=

∫

U

[
−

n∑

i=1

∆iωσi ∧ d(eiϕ)

+

p∑

τ=1

∆τ
κ
τ
σ ∧ d(ντϕ) +

n∑

i=1

∆iωσi ∧ dei ∧ ϕ−
p∑

τ=1

∆τ
κ
τ
σ ∧ dντ ∧ ϕ

]
= 0.

JcÙ�Ï'Å3Ë«òRÈ/Ê Õ Ë�Å � : 9 Ï Õ Í�Í Õ
∫

U

[
−

n∑

i=1

∆iωσi ∧ d(eiϕ) +
p∑

τ=1

∆τ
κ
τ
σ ∧ d(ντϕ)

+

( n∑

i=1

∆iωσi ∧ Φji +

p∑

τ=1

∆τ
κ
τ
σ ∧∆jωτj

)
∧ (ejϕ)

+

( n∑

i=1

∆iωσi ∧∆τωτi −
p∑

ρ=1

∆ρ
κ
ρ
σ ∧∆τ

κ
τ
ρ

)
∧ (ντϕ) +

n∑

i=1

ωσi ∧K∆iτ i ∧ (zϕ)

]
= 0.

WNÈ�Å�Ñ�É�Ñ�Æ®×�ÒXÍ�Ù�ï
ϕ = ν αρ ψ

V'Ë Õ Î3È�Ì�Ñ�Æ®ÎXÑ aα Ï®Ù�Ë Õ,Õ Ï	Ê	Ë�Æ«Ç3È α V'Ç3È�Å3Ë�ÝXÑ/Í Õ
∫

U

κ
ρ
σ ∧ dψ =

∫

U

( n∑

i=1

∆iωρi ∧ ωσi +

p∑

τ=1

∆τ
κ
τ
σ ∧ κ

ρ
τ

)
∧ ψ.

PH×�î�Ú�È/É�ÈnÊXÑ Ø Í�Î3Ù�Ú Ø ÑnÏêÏ	×�È/Ç	Ê3Í~ÒXÍ~ÅXÍ�Î	Ï	ÆèÈ�Ö�È�Ö/ô�Í�Î	Î3È/É�È Ø Î3Í�÷!Î3Í�É�ÈnÒ3Ï3òRòRÍ�Ê3Í�Î	Ü	ÏXÑ�Å�ÑnÙ~ÅXÍ~Ò3Ë�Í�Ú�VÝ	Ú�È!òRÈ/Ê Õ Û κ
ρ
σ
V
σ, ρ = 1, . . . , p

V#È�Ö�Å�Ñ�Ò�Ñ�óKÚ�È�Ö�È�Ö/ô�Í�Î	Î	Û ÕkØ Î3Í�÷!Î	Ï Õ Ò3Ï3òRòRÍ�Ê3Í�Î	Ü	ÏXÑ�ÅXÈ Õ d ã'Þ�Ú�È/ÚÒ3Ï3òRòRÍ�Ê3Í�Î	Ü	ÏXÑ�Å�Ù�È Ø ÇXÑ�Ò�Ñ/Í�Ú«ÙgÇ	ÊXÑ Ø È/Ð�ÝXÑ/Ù�Ú�ï�ólÚ�Ê3Í�Ú�ï�Í�É�È³ÊXÑ Ø Í�Î3Ù�Ú Ø Ñ³G,Ï	Ý	Ý	ÏpÏ	× � � 9 ã�LNÍ�Ç	Ê3Í�Ê	Û Ø/ÔÎ3È�Ù�Ú�ïaÅXÍ Ø Û6ß«ÝXÑ/Ù�Ú�Í�Ð Ø � � 9 Ù~ÅXÍ~Ò3Ë�Í�Ú�Ï	×NÎ3Í�Ç	Ê3Í�Ê	Û Ø Î3È�Ù�Ú�Ï�Ç	ÊXÑ Ø Û6ß«ÝXÑ/Ù�Ú�Í�Ð®ÊXÑ Ø Í�Î3Ù�Ú Ø ã B
m�Ä(!'Á �dr�!����dr

û  ������	��
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û�ú  �2 -���-	/ ��� )�)� �*� ��xX�/}����/�K���/������y��/y������	���f���/�������	�¨¥O�T{~�T�T{ 464 �,���� X�~����}��� £¡���y#  �H{������X{��~�/��{�  ¦

û�� � �   ¦�9 $�  ¦2¡ �$ � : $ "  
û~û  �
 ��� � -	/ ���+� �3¬õ�/}���y����O�������a�3����y��/�#��|����/�������g�!�/}���y�����{����	��� 464 7d��y# #����}~�£ 	��|�  ¦ û��.��ù   ¦�9 $ �   ¦

¡   #��:;%�ü  

,.-	/0-210354�6�78-29 4�:<;�/>=�/ ?0@A9�78-	/	BDC = E�@GF
HJILK+M+N�I�O.M+N�IQP�ILRDS+T�IVU�S+WXM�OYILZDN�[LI
\�¤+] 7_^�¡�������y�} � §O{�����{�������{��f��}~������{�y����~��������{����}���{���¢~��{��K�X{�°,���/}��/�������~{�������¢~��{��f���~{���©��/�X`��
* �#�#� * �#��) �ª�¬,¡£¡ �ba��+$  �ü~ü	 �ú ���� �c���y��/}���y/{��'������ �þ,��������{��$ ùd �fehg0i j ��k�lDm nok�p<q�rYsft0u

v%w�x5y.y V{zb|b}�|b~ y.�>� J.� �>�hw5���*� V w>�>� ~ � ��� � |2� x>w } �o�>�5y
�8���5�>�>�5�>�'�>�5�>��� ���&~ w>� | y

yL�������<�������<����� ã � ã
����� i ����e �8��� i ø i e�e �8� ��i �����0  �A��� n �¢¡Di e � ����i ����g0j�£�� �G¤ ¡D���f¥¦i � ehg0����i g0��ehg0��i  §��j ¡ � �¨g0� m �¢¡Di e � ����i ����g0j�£�� �G¤ ¡D���
¥¦i � ehg0����i g0�©��£�g ø � �0  �A��� ø ����� � g0� � ø ¤D�Aª g �A¤D�A� i � ¤ ��¡ �8� ø ������i ¡ �8� g � i ���  &����� ehg0��i  §��j ¡©i �«g0��� ¤ e � ¡ � �V¬ � g ¤ �A¡D� ��® g0��¡%� � i � � � g0¬�j �~ X¯ ��i ��° �A��� ������� � ��j ������e�i ø   � g0e � � �A��� g ¤D�A� � � ¡ �8� i ª � ¡«±&g ¤ ��� �X²Y�8�A�8� �����;:D³*�<¡�g0´G´Gi �
¥¦i ø�ø i �oµ�¤ g � i �����¶ §� � C2 i e�e �8� ��i ���·�0  �A� i �¶ehg0��i  §��j ¡·i � � � m �¢¡Di e � ����i ����g0j2£�� �G¤ ¡D���f¥¦i � ehg0����i g0����£�g ø � �0 ø ����� � g0� � ø ¤D�Aª g �A¤D�A�~ 0����� ehg0i � �A� � ¤ j � i �.��¬ � g0i � � ¡¹¸�i �A�¨�A���*¤ � � �0 �° � � �8� g0j i ´ � ¡ �8º<�A�8� ��g0j<¡ � ¥ � g0e·¡ �8� i ª g � i ���  0�f�
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