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S + T
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S
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T
¦

(bo)
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C
©±�����	 ������������!�� {���{�������#¡�������²]������{�����������������{�x�� {���{������������¬�³T���{���������	�S����¥�����ª{�������{�	�5���{���������1���{�����	��¡��{�� {����´��������	���	��£{�{��£��������¢��©������´���������µ�����®¢�5����������´���������¡������{���T������¶��{�������{�����{�,µ��{���1���{��������·]������ª��{��©D�{�����	�{�����������{��®¢�� {���������{���{����������T£{�{��¸#�¹�{�������������������{�����S�� {���������{�F��º��{�

C
©±�����	 ��������{��®¢�]�� {���{�������{�,�����{��ª��{���1���������	�^�� {���{�������{���	��¬

»P¼5½�¾1¿¢À�¬ Á�Â�Ã�Ä�¿�Å�ÆTÇ,È¹¬ Á�À�¿¢É�¬ ¿�¬ ¿�¿¢Â�Ê�¿�¬
Ë^Ì	Í�Î'Ï�Ð{Ñ5Ï!Ò�Ì	Ó{Ð{Ô#¾���������¥������� {���������{���{��������¡� {���������{���{�������0¤@������¥��5¦N§]���{������������ª���¡����������L�� {���{�������#¡
(bo)

©D�{�� {���������������L�� {���{�������#¡
C
©±�����	 ������������S�� {���{�������#¬

JSÕ�Ö	×1ØÚÙ{Û1Ø�ÜFÝ�Þ�Ù{Ü	ßsàSÖ'Ý�Öâá�Ý{ã,Ù�á�Þ�Ù�ä'Þ�Ø�å1æ�ç	ß0èéÙ�ê{ë�Ø�Ö	Þ¨×1á�á�åFØ�ìFÙ{í#Ý�ç	×	ä�àSí�Û1Ø�Ü	í�ß�Øîê{ß5å1×ïÜFÝ{á Vá�ã,Ù{Þ�Ü1Ø�ç	ßðí<ÜFÝ{ê�Ù{Þ�Ø
[1] ñ G�ì1çFÝ�Ö�Ùeç1Ø�Ö�Ù{Þ�Ù{Ü	ß�Ø[òFÝ{á�Þ�ç	ß�ØsÜ1Ø�Õ�ó�å1æ�Þ{Ý�Þ�ßIÙ�ê�ô�Þ�×'õkÙ{Û1Ø�ÜFÝ�Þ�Ù{ÜFÝ�õöê{ß5å1×

×	Õ�í�Ø�á�Þ�ç	ßâ×�ÜFÝ�ç1Ø�Øø÷ùÛ1Ù�ì1Ü1Ù�ê{ç	ß0èú×1á�Þ�Ù{Ü	×	ò1Ø�á�Ö	×	èúÙ�ê{Õ�Ù{Ü�ã,Ù�û�ç1ÙnçFÝ�è	Þ�×aíüã,Ù{ç1Ù{ý�ÜFÝ{þP×	×
[2] ÿ�ñ�� × Vç1Ø�è	ç	ß�Øsó�Õ�Ö	×1ØsÙ{Û1Ø�ÜFÝ�Þ�Ù{Ü	ßðí<í�Ø�Ö	Þ�Ù{Ü	ç	ß5õkÜ1Ø��xØ�Þ�Ö'Ý�õø×kÜ1Ø��xØ�Þ�Ù{ò	ç1Ù V ç1Ù{Ü1ã3×	Ü1Ù{í#Ý�ç	ç	ß5õaÛ	Ü1Ù�á�Þ�ÜFÝ�ç Vá�Þ�í#Ý�õe×	Õ�ó�òFÝ�å1×1á�æ�í�� ���
	�� ñ WPÙ{Õ�û!ØLç1Ø�Ö�Ù{Þ�Ù{Ü	ß�ØPÜ1Ø�Õ�ó�å1æ�Þ{Ý�Þ�ß Ù[å1×	ç1Ø�è	ç	ß5õnó�Õ�Ö	×'õnÙ{Û1Ø�ÜFÝ�Þ�Ù{ÜFÝ�õøê{ß Vå1×�ÜFÝ{á�Û	Ü1Ù�á�Þ�ÜFÝ�ç1Ø�ç	ß°çFÝLê�Ù�åFØ�Ø�Ù�ê�!×	è<á�å1ó�òFÝ�èeÙ{Ü	Þ�Ù{ý�Ù{çFÝ�å1æ�ç1Ù!Ý�ì	ì1×	Þ�×	í�ç	ß5õ<Ù{Þ�Ù�ê{ÜFÝ�û!Ø�ç	×	è�� ���
��� ñH]åFØ�ì1ó�Ø�ÞeÙ{Þ�ã,Ø�Þ�×	Þ�æ1à	ò	Þ�Ù<Ý�å1ý�Ø�ê{ÜFÝ�×	ò1Ø�á�Ö'Ý�ä�á�Þ�Ü	ó�Ö	Þ�ó�ÜFÝxã3ç1Ù�û!Ø�á�Þ�í#Ý<ó�Õ�Ö	×'õüÙ{Û1Ø�ÜFÝ�Þ�Ù{Ü1Ù{ínÙ�á�Þ{Ý{Ø�Þ�á�ä

Û'åFÙ�õ#Ù�Û1Ù{ç	ä'Þ�Ù{èN×ÚçFÝöá�Ø�ý�Ù�ì1ç	ä
�!ç	×	èîìFØ�ç	æ ñ _>Ù�ê�xØ�ãâá�å1ó�òFÝ{Øüá�ó'ã,ã]Ýøì1í�ó#õ ó�Õ�Ö	×'õÚÙ{Û1Ø�ÜFÝ�Þ�Ù{Ü1Ù{í
ó�Õ�Ö	×1ãIÙ{Û1Ø�ÜFÝ�Þ�Ù{Ü1Ù�ãIç1Ønä'í{å1ä	Ø�Þ�á�ä

[10] ñ _��������0ìFÙ{Ö'Ý�Õ�Ý�çFÝaó�Õ�Ù�á�Þ�æúá�ó'ã,ã3ß ó�Õ�Ö�Ù{ý�Ù�Ù{Û1Ø�ÜFÝ�Þ�Ù{ÜFÝa×
ç1Ø�Û	Ü1Ø�Ü	ß0í�ç1Ù{ý�ÙîÙ{Û1Ø�ÜFÝ�Þ�Ù{ÜFÝúÖ�Ù{ç1Ø�ò	ç1Ù{ý�Ù ÜFÝ�ç	ý�Ý'à�Õ�Ý�ì�Ý�ç	ç	ß5õ°çFÝ�Û1Ù{Ü#ä�ì1Ö�Ù{í�ÙÚÛ1Ù�å1ç1Ù{è ê�Ø�Õ�Ý�Þ�Ù�ã3ç1Ù{è
í�Ø�Ö	Þ�Ù{Ü	ç1Ù{èeÜ1Ø��xØ�Þ�Ö�Ø^á�ÙLÕ�çFÝ�ò1Ø�ç	×	ä	ã3×nísê�Ý�çFÝ�õ#Ù{í�Ù�ã Û	Ü1Ù�á�Þ�ÜFÝ�ç1á�Þ�í�Ø ñ _îçFÝ{á�Þ�Ù�ä
xØ�èeÕ�Ý{ã,Ø�Þ�Ö�Ø�Û1Ù{Ö'Ý VÕ�Ý�ç1Ù	à'ò	Þ�Ù!í�á�å1ó�òFÝ{ØSå1×	ç1Ø�è	ç	ß5õøÙ{Û1Ø�ÜFÝ�Þ�Ù{Ü1Ù{í1à	Õ�Ý�ì�Ý�ç	ç	ß5õüçFÝ!Û	Ü1Ù�á�Þ�ÜFÝ�ç1á�Þ�í�Ø��0Ý�çFÝ�õ�Ý�� QsÝ�ç	Þ�Ù{Ü1Ù Ví�×	òFÝnçFÝ�ìúÛ1Ù{Ü#ä�ì1Ö�Ù{í�ÙkÛ1Ù�å1ç1Ù{è ê�Ø�Õ�Ý�Þ�Ù�ã3ç1Ù{èúí�Ø�Ö	Þ�Ù{Ü	ç1Ù{èúÜ1Ø��xØ�Þ�Ö�Ù{èú×�Û	Ü	×	ç	×1ã]Ý���!×'õaÕ�çFÝ�ò1Ø�ç	×	ä
íeê�Ý�çFÝ�õ#Ù{í�Ù�ã°Û	Ü1Ù�á�Þ�ÜFÝ�ç1á�Þ�í�Ø�à�á�ó'ã,ã]Ý�ó�Õ�Ö�Ù{ý�ÙeÙ{Û1Ø�ÜFÝ�Þ�Ù{ÜFÝ�×

(bo) V ç1Ø�Û	Ü1Ø�Ü	ß0í�ç1Ù{ý�Ù C V Ö�Ù�ã3ÛFÝ�Ö	Þ�ç1Ù{ý�ÙÙ{Û1Ø�ÜFÝ�Þ�Ù{ÜFÝ�Þ{Ý�Ö	û!Øsä'í{å1ä	Ø�Þ�á�äkó�Õ�Ö	×1ãNÙ{Û1Ø�ÜFÝ�Þ�Ù{Ü1Ù�ã ñ
�© Á�À�¿¢É �¹���������"!5¬�#[¬ ¡�$3���{��� #[¬��]¬
1 % �������������� {�����{�����@ {���'&¹�������{���������� {��£�£�����²���� % ���������{������®¢�(&T����£��)&¹����£����1���{������´�����¥T�{�����{��£�������������¡ {�����������+*ð¿¢É�©-,�¿�©/.�¿¢À�¿¢Ã�01�¹���������"!5¬�#[¬ 2���*ï¿�Ä¢©-,�¿�©¯¿�Á�À�Ã3.�0�$3���{��� #[¬��]¬ 2�¬
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� Ø�å1æüçFÝ{á�Þ�Ù�ä
xØ�ý�ÙüÛFÝ�ÜFÝ�ý�ÜFÝ{þ[Ý � Õ�Ý{þP×	Ö�á�×	Ü1Ù{í#Ý�Þ�æøÞ�Ø�Ü1ã3×	ç1Ù�åFÙ{ý�× �xà�Ù�ê�Ù{Õ�çFÝ�ò1Ø�ç	×	äa×�í�í�Ø�á�Þ�×
Þ�Ü1Ø�ê{ó�Ø�ã3ß�Ø�Û1Ù{ç	ä'Þ�×	ä ñ ZPØ�Ù�ê�õ#Ù�ì1×1ã3ß�Øeá�í�Ø�ìFØ�ç	×	ä�Ùní�Ø�Ö	Þ�Ù{Ü	ç	ß5õ�Ü1Ø��xØ�Þ�Ö'Ý�õa×aÜ1Ø��xØ�Þ�Ù{ò	ç1Ù V ç1Ù{Ü1ã3× VÜ1Ù{í#Ý�ç	ç	ß5õkÛ	Ü1Ù�á�Þ�ÜFÝ�ç1á�Þ�í#Ý�õöã,Ù�û�ç1Ù<çFÝ�è	Þ�×kí<ã,Ù{ç1Ù{ý�ÜFÝ{þP×	×

[12] ñWLó�á�Þ�æ
V
�>í�Ø�Ö	Þ�Ù{Ü	ç1Ù�ØSÛ	Ü1Ù�á�Þ�ÜFÝ�ç1á�Þ�í�ÙxçFÝ�ìüÛ1Ù�åFØ�ãúìFØ�è1á�Þ�í�×	Þ�Ø�å1æ�ç	ß5õüò	×1á�Ø�åü×

E
�IìFØ�è1á�Þ�í�× VÞ�Ø�å1æ�çFÝ�äaÝ�Ü�õ'×1ã,Ø�ìFÙ{í#Ý<í�Ø�Ö	Þ�Ù{Ü	çFÝ�äöÜ1Ø��xØ�Þ�Ö'Ý ñ G^Þ�Ù�ê{ÜFÝ�û!Ø�ç	×1Ø · : V → E+

çFÝ�Õ�ß0í#Ý{Ø�Þ�á�ä �{~���vx|�z��
�1|����1|�z�tP|�� à�Ø�á�å1×öÙ{ç1Ù�ó�ìFÙ{í{åFØ�Þ�í�Ù{Ü#ä	Ø�Þná�åFØ�ì1ó ��!×1ã°Ý�Ö�á�×1Ù�ã]Ý{ã �

1) v > 0; v = 0 ⇔ v = 0 (v ∈ V ) !
2) v1 + v2 6 v1 + v2 (v1, v2 ∈ V ) !
3) λv = |λ| v (λ ∈ R, v ∈ V ) ñ_5Ø�Ö	Þ�Ù{Ü	çFÝ�äkç1Ù{Ü1ã]ÝxçFÝ�Õ�ß0í#Ý{Ø�Þ�á�ä z�r#"%$1|#& w�tP|�� àFØ�á�å1×
4)
ì	å1äLå �Lê{ß5õ

e1, e2 ∈ E+
×
x ∈ V

×	Õ]Û	Ü1Ø�ìFá�Þ{Ý�í{åFØ�ç	×	ä
x = e1+e2

á�åFØ�ì1ó�Ø�ÞSá�ó xØ�á�Þ�í�Ù{í#Ý�ç	×1Ø
x1, x2 ∈ V

Þ{Ý�Ö	×'õ�à	ò	Þ�Ù
x = x1 + x2

×
xk = ek (k := 1, 2) ñY5Ü1Ù{è	Ö'Ý

(V, · , E)
÷±ì�Ý�åFØ�Ø

(V,E)
à
(V, · )

×'å1× ì�Ý�û!Ø
V

ì	å1ä Ö	ÜFÝ�Þ�Ö�Ù�á�Þ�× ÿ çFÝ�Õ�ß0í#Ý{Ø�Þ�á�äz@~�'�~�vx|�(��1|����1|�z	tPw{z�|{��r{�1�*)¹tây{z�|���v^z�r{�1��v���|�t à�Ø�á�å1×
·
� ô�Þ�Ù

E V Õ�çFÝ�ò	çFÝ�äøí�Ø�Ö	Þ�Ù{Ü	çFÝ�äüç1Ù{Ü1ã]Ý'àÕ�Ý�ì�Ý�ç	çFÝ�äkçFÝ
V ñ M]á�å1×kí�Ø�Ö	Þ�Ù{Ü	çFÝ�äkç1Ù{Ü1ã]Ý ·

ÜFÝ�Õ�åFÙ�û�×1ã]Ý'à1Þ�Ù�Û	Ü1Ù�á�Þ�ÜFÝ�ç1á�Þ�í�Ù
V
Þ{Ý�Ö	û!ØsçFÝ�Õ�ß0í#Ý VØ�Þ�á�ä z�r#"%$1|#& w�t+)¹t ñ��ó�ìFØ�ã ý�Ù{í�Ù{Ü	×	Þ�æ1à5ò	Þ�Ùîá�Ø�Þ�æ

(vα)α∈∆ (bo)
���-,	|�.�w1vx��u Ö ô�åFØ�ã,Ø�ç	Þ�ó

v ∈ V
×¨Û	×1á�Ý�Þ�æ

v =
bo V lim vα

à]Ø�á�å1×¨á�ó xØ�á�Þ�í�ó�Ø�Þ ó'ê{ß0í#Ý����Ý�ä°á�Ø�Þ�æ
(eγ)γ∈Γ

í
E+

Þ{Ý�Ö'Ý�ä�à�ò	Þ�Ù
infγ∈Γ(eγ) = 0

×
ì	å1ä�å �Lê�Ù{ý�Ù

γ ∈ Γ
á�ó xØ�á�Þ�í�ó�Ø�Þö×	ç'ìFØ�Ö�á

α(γ) ∈ ∆
Þ{Ý�Ö�Ù{è�àTò	Þ�Ù

v − vα(γ) 6 eγ
ì	å1ä�å �Lê�Ù{ý�Ù

α > α(γ) ñ H�Ø�Þ�æ (vα)α∈∆
çFÝ�Õ�ß0í#Ý{Ø�Þ�á�ä

(bo)
��}�/��*.�r�ts~��1vxr0$*1��1|�� àFØ�á�å1×�á�Ø�Þ�æ

(vα − vβ)(α,β)∈∆×∆

(bo) V á¢õ#Ù�ì1×	Þ�á�äaÖøç	ó�å � ñ \TØ��xØ�Þ�Ù{ò	ç1Ù V ç1Ù{Ü1ã3×	Ü1Ù{í#Ý�ç	ç1Ù�ØxÛ	Ü1Ù�á�Þ�ÜFÝ�ç1á�Þ�í�ÙeçFÝ�Õ�ß0í#Ý{Ø�Þ�á�ä (bo)
��y1|-$1�*)¹t à

Ø�á�å1×NÖ'Ý�ûxì�Ý�ä
(bo) V þPó�ç'ì�Ý{ã,Ø�ç	Þ{Ý�å1æ�çFÝ�ä á�Ø�Þ�æ (bo) V á¢õ#Ù�ì1×	Þ�á�ä°Öîô�åFØ�ã,Ø�ç	Þ�óÚô�Þ�Ù{ý�ÙaÛ	Ü1Ù�á�Þ�ÜFÝ�ç1á�Þ�í#Ý ñ\3Ý�Õ�åFÙ�û�×1ã,Ù�Ø�à
(bo) V Û1Ù�å1ç1Ù�Ø^Ü1Ø��xØ�Þ�Ù{ò	ç1Ù V ç1Ù{Ü1ã3×	Ü1Ù{í#Ý�ç	ç1Ù�ØLÛ	Ü1Ù�á�Þ�ÜFÝ�ç1á�Þ�í�Ù[çFÝ�Õ�ß0í#Ý{Ø�Þ�á�ä y{z�|���v^z�r{�*���v���|�t320r{�1r#,	r5476sr{�1vx|�z�|{��w*(�r ñWLó�á�Þ�æ

X
�éç1Ù{Ü1ã3×	Ü1Ù{í#Ý�ç	ç1Ù�ØSÛ	Ü1Ù�á�Þ�ÜFÝ�ç1á�Þ�í�Ù ñ � ×	ç1Ø�è	ç	ß0èøÙ{Û1Ø�ÜFÝ�Þ�Ù{Ü T : V → X

çFÝ�Õ�ß0í#Ý{Ø�Þ�á�ä
(bo)

���F~�y{z@~�z�)]���*)¹t à1Ø�á�å1×kå �Lê{ó �
(bo) V á¢õ#Ù�ì1ä
!ó �Lá�äaá�Ø�Þ�æ (vα)α∈∆

í
V
Ù{Û1Ø�ÜFÝ�Þ�Ù{Ü�Û1Ø�Ü1Ø�í�Ù�ì1×	Þní

á¢õ#Ù�ì1ä
!ó �Lá�äkÛ1Ù�ç1Ù{Ü1ã,Øsá�Ø�Þ�æ
(Tvα)α∈∆

í
X ñ8]åFØ�ã,Ø�ç	Þ

u
Ü1Ø��xØ�Þ�Ù{ò	ç1Ù V ç1Ù{Ü1ã3×	Ü1Ù{í#Ý�ç	ç1Ù{ý�ÙxÛ	Ü1Ù�á�Þ�ÜFÝ�ç1á�Þ�í#Ý (V,E)

çFÝ�Õ�ß0í#Ý{Ø�Þ�á�ä |��%��|-$*��|�t ô�åFØ Vã,Ø�ç	Þ{Ý
v ∈ V

à#Ø�á�å1×
u ⊥ v−u ñ ��ó�ìFØ�ãúÛ	×1á�Ý�Þ�æ v =

⊔n
i=1 vi

à#Ø�á�å1×
v =

∑n
i=1 vi

×
vi⊥vj

à
i 6= j ñ9 å1ä

n = 2
ê{ó�ìFØ�ãúÛ	×1á�Ý�Þ�æ

v = v1t v2 ñ _Nô�Þ�Ù�ãÚá�å1ó�òFÝ{ØSÙ�á�Ö�Ù�å1Ö	× v1 à v2 ô�åFØ�ã,Ø�ç	Þ{Ý v çFÝ�Õ�ß0í#Ý��SÞ�á�ä�0"�r{w�tP�1|:.�|�y1|-$1�1w1v�~;$*1��*)¹tPw ñ Köç1Ù�û!Ø�á�Þ�í�Ù[í�á�Ø�õ<Ù�á�Ö�Ù�å1Ö�Ù{í!ô�åFØ�ã,Ø�ç	Þ{Ý v Ù�ê�Ù{Õ�çFÝ�òFÝ{Ø�Þ�á�änò1Ø�Ü1Ø�Õ Fv ñKöç1Ù�û!Ø�á�Þ�í�Ù
D ⊂ V

çFÝ�Õ�ß0í#Ý{Ø�Þ�á�ä |< z�r{�1w*('~��1�*)¹t y1|��1|�z�ts~ à,Ø�á�å1×¨á�ó xØ�á�Þ�í�ó�Ø�Þ
e ∈ E+Þ{Ý�Ö�Ù{è�à]ò	Þ�Ù�ç1Ø�ÜFÝ�í�Ø�ç1á�Þ�í�Ù

v 6 e
í�ß0Û1Ù�å1ç	ä	Ø�Þ�á�äNì	å1äîí�á�Ø�õÚô�åFØ�ã,Ø�ç	Þ�Ù{í

v ∈ D ñ WLó�á�Þ�æ�Þ�Ø�Û1Ø�Ü	æ
T : V → X

� ç1Ù{Ü1ã3×	Ü1Ù{í#Ý�ç	ç1Ù�ØxÛ	Ü1Ù�á�Þ�ÜFÝ�ç1á�Þ�í�Ù ñ�� ×	ç1Ø�è	ç	ß0è�Ù{Û1Ø�ÜFÝ�Þ�Ù{Ü T : V → X
çFÝ�Õ�ß0í#Ý{Ø�Þ�á�ä

AM
�=��|�tPy1r��vx�*)¹t à@Ø�á�å1×úÙ�ê{ÜFÝ�Õ

T (D)
å �Lê�Ù{ý�ÙøÙ{ý�ÜFÝ�ç	×	ò1Ø�ç	ç1Ù{ý�ÙøÛ1Ùüç1Ù{Ü1ã,Ø�ã3ç1Ù�û!Ø�á�Þ�í#Ý

D ⊂ VÛ	Ü1Ø�ì1Ö�Ù�ã3ÛFÝ�Ö	Þ�Ø�çaí
X ! C �=��|�tPy1r��vx�*)¹t à'Ø�á�å1×kì	å1änå �Lê�Ù{ý�Ù v ∈ V

ã3ç1Ù�û!Ø�á�Þ�í�Ù
T (Fv)

Û	Ü1Ø�ì1Ö�Ù�ã VÛFÝ�Ö	Þ�ç1Ù<í
X ñWLó�á�Þ�æ
X
� í�Ø�Ö	Þ�Ù{Ü	ç1Ù�Ø�Û	Ü1Ù�á�Þ�ÜFÝ�ç1á�Þ�í�Ù ñ � ×	ç1Ø�è	ç1Ù�Ø<Ù{Þ�Ù�ê{ÜFÝ�û!Ø�ç	×1Ø T : V → X

çFÝ�Õ�ß0í#Ý{Ø�Þ�á�ä
|�yF~�z�r{vx|�z�|�t>��|��F~�(��1|<�|Sz�r{�	<�r à1Ø�á�å1×

T (V )
� Ö�Ù{ç1Ø�ò	ç1Ù�ã,Ø�Ü	ç1Ù�Ø[Û1Ù�ì1Û	Ü1Ù�á�Þ�ÜFÝ�ç1á�Þ�í�Ùní

X ñWLó�á�Þ�æ
X
� ê�Ý�çFÝ�õ#Ù{í�ÙeÛ	Ü1Ù�á�Þ�ÜFÝ�ç1á�Þ�í�Ùe×

S
� å1×	ç1Ø�è	ç	ß0èaÙ{Û1Ø�ÜFÝ�Þ�Ù{Üö×	Õ

V
í
X ñ G^Û1Ø�ÜFÝ�Þ�Ù{Ü SçFÝ�Õ�ß0í#Ý{Ø�Þ�á�ä /"���w�t à�Ø�á�å1×aì	å1ä�å �Lê{ß5õ

v ∈ V
à
ε > 0

çFÝ�è'ìFØ�Þ�á�ä�ÛFÝ�ÜFÝ
u,w

í�Õ�Ý�×1ã3ç1ÙüìFÙ{Û1Ù�å1ç	× VÞ�Ø�å1æ�ç	ß5õkÙ�á�Ö�Ù�å1Ö�Ù{ínô�åFØ�ã,Ø�ç	Þ{Ý
v
Þ{Ý�Ö	×'õ�à	ò	Þ�Ù

‖S(u− w)‖ < ε ñ9 å1ä<Û1Ù�ìFã3ç1Ù�û!Ø�á�Þ�í
H
×
K
í�Ø�Ö	Þ�Ù{Ü	ç1Ù{ý�Ù!Û	Ü1Ù�á�Þ�ÜFÝ�ç1á�Þ�í#Ý

X
ê{ó�ìFØ�ãú×1á�Û1Ù�å1æ�Õ�Ù{í#Ý�Þ�æ�á�åFØ�ì1ó ��xØ�Ø

Ù�ê�Ù{Õ�çFÝ�ò1Ø�ç	×1Ø?�
H+K := {v+u : v ∈ H; u ∈ K} ñ H�ó'ã,ã3ó H + . . .+H n V Ö�Ù{Û	×	èüã3ç1Ù�û!Ø�á�Þ�í#Ý Hê{ó�ìFØ�ã Ù�ê�Ù{Õ�çFÝ�òFÝ�Þ�æeò1Ø�Ü1Ø�Õ

nH ñ
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T : V → X
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 1��	�1� 4
�������! "�$#$%$�'&�(,G^Þ�ã,Ø�Þ�×1ã0à�ò	Þ�ÙøåFØ�ã,ã]Ý �eÙ�á�Þ{Ý{Ø�Þ�á�ä í�Ø�Ü	ç1Ù{è�à¹Ø�á�å1× ó�á�åFÙ{í�×1Ø

AM V Ö�Ù�ã3ÛFÝ�Ö	Þ Vç1Ù�á�Þ�× Ù{Û1Ø�ÜFÝ�Þ�Ù{ÜFÝ�Õ�Ý{ã,Ø�ç	×	Þ�æ�çFÝ�ê�Ù�åFØ�Øøá�å�Ý{ê�Ù�Øüó�á�åFÙ{í�×1Ø
C V Ö�Ù�ã3ÛFÝ�Ö	Þ�ç1Ù�á�Þ�×�à,Þ{Ý�ÖNÖ'Ý�ÖNí � � �0Û	Ü	×ìFÙ{Ö'Ý�Õ�Ý�Þ�Ø�å1æ�á�Þ�í�Ø[Þ�Ø�Ù{Ü1Ø�ã3ß � ñ ���'à	Û1Ù�á�ó xØ�á�Þ�í�ó�à	×1á�Û1Ù�å1æ�Õ�ó�Ø�Þ�á�äöÞ�Ù�å1æ�Ö�Ù C V Ö�Ù�ã3ÛFÝ�Ö	Þ�ç1Ù�á�Þ�æ ñH]åFØ�ì1ó ���Ý�änåFØ�ã,ã]Ý�ä'í{å1ä	Ø�Þ�á�äøÖ'å �Sò1Ø�í�Ù{è ñ�öp���Sf*)@B �  1�����

V � /#" - ����"���$@����
 -+� ��$����'� � ;[��$@� - " - 
����#�e$����Ú/ - "������ - 
 - / - �	$ - � *
�������� - �3$ - ��
'���@� - "�$ - �ö"¹���e����� - �

E
*
X � �{��$���� - 
 - /#" - ����"���$@����
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v ∈ V
�
T : V → X �

(bo) � $@��/#"¹��"�.0
�$	.0� C � � - �3/����@��$	.0� - /@��"���� - " 4�+�-�� ���e��������,:� -��{- ε > 0
�� �-e������
� 1���x"������� ���$	�@�

v =
⊔n

i=1 vi
����� - � * ��� - �����Ú��,:� - �N/���"�.

v1i , v
2
i


�����1�3$ - � - / - �	$	�@��������$	..� - ��� - �	� - 

/ �@������$@��� vi * 1 6 i 6 n

* ��/#"���
'�����	�	
 - $@��"���
'��$@����
 -
‖T (v1i − v2i )‖ < ε

4
C
WLÜ1Ø�ì1Û1Ù�åFÙ�û�×1ã0àFò	Þ�Ùxó�Þ�í�Ø�Ü#ûxìFØ�ç	×1ØLåFØ�ã,ã3ß ç1Ø�í�Ø�Ü	ç1Ù ñ 8�Þ�Ù�Ù{Õ�çFÝ�òFÝ{Ø�Þ�à1ò	Þ�ÙxçFÝ�è'ìFØ�Þ�á�ä ε > 0Þ{Ý�Ö�Ù�Ø�àFò	Þ�Ù<ì	å1äüå �Lê�Ù{ý�ÙeÜFÝ�Õ�ê{×1Ø�ç	×	ä

v =
⊔n

i=1 vi
à
n ∈ N

à1çFÝ�è'ì1ó�Þ�á�äkç1Ù�ã,Ø�Ü
1 6 i0 6 n

×öÞ{Ý�Ö'Ý�ä
ÛFÝ�ÜFÝ

v1i0 , v
2
i0

í�Õ�Ý�×1ã3ç1ÙkìFÙ{Û1Ù�å1ç	×	Þ�Ø�å1æ�ç	ß5õÚÙ�á�Ö�Ù�å1Ö�Ù{í�ô�åFØ�ã,Ø�ç	Þ{Ý
vi0
à�ò	Þ�Ùöá�Û	ÜFÝ�í�Ø�ì	å1×	í�Ùöç1Ø�ÜFÝ�í�Ø�ç Vá�Þ�í�Ù ∥∥T (v1i0 −v2i0)

∥∥ > ε ñ WPÙ{Ö'Ý�û!Ø�ã0à�ò	Þ�ÙsÙ{Þ�á��5ì�Ýsá�åFØ�ì1ó�Ø�Þ�à�ò	Þ�ÙLì	å1äxå �Lê�Ù{ý�Ù k ∈ N
çFÝ�è'ìFØ�Þ�á�äeçFÝ Vê�Ù{Ü

v1, . . . , vk
Û1Ù{ÛFÝ�Ü	ç1Ù^ì1×	Õ�ë �Sç	Ö	Þ�ç	ß5õ�Ù�á�Ö�Ù�å1Ö�Ù{ísô�åFØ�ã,Ø�ç	Þ{Ý

v
Þ{Ý�Ö�Ù�Ø�à�ò	Þ�Ù^ì	å1ä[å �Lê�Ù{ý�Ù

1 6 i 6 ká�ó xØ�á�Þ�í�ó�Ø�Þ[ÛFÝ�ÜFÝ
v1i , v

2
i

í�Õ�Ý�×1ã3ç1ÙsìFÙ{Û1Ù�å1ç	×	Þ�Ø�å1æ�ç	ß5õüÙ�á�Ö�Ù�å1Ö�Ù{í
vi
Þ{Ý�Ö'Ý�ä�à�ò	Þ�Ù

‖T (v1i −v
2
i )‖ > ε

2 ñ9 Ù{Ö'Ý�û!Ø�ãïô�Þ�Ùøó�Þ�í�Ø�Ü#ûxìFØ�ç	×1ØnÛ1Ùø×	ç'ì1ó�Ö�		×	× ñ 9 å1ä k = 1
ó�Þ�í�Ø�Ü#ûxìFØ�ç	×1ØüÙ{ò1Ø�í�×'ì1ç1Ù ñ WLÜ1Ø�ì1Û1Ù�åFÙ Vû�×1ã0à'ò	Þ�Ù�Ù{ç1Ù�í�Ø�Ü	ç1Ù!ì	å1ä

k > 1
×øÛ1Ù{Ö'Ý�û!Ø�ã0à1ò	Þ�Ù�Þ�Ù{ý�ì�Ý�Ù{ç1Ù�á�Û	ÜFÝ�í�Ø�ì	å1×	í�Ù<×nì	å1ä

k + 1 ñ WLó�á�Þ�æ
v1, . . . , vk

�ïçFÝ{ê�Ù{Ü�Û1Ù{ÛFÝ�Ü	ç1ÙSì1×	Õ�ë �Sç	Ö	Þ�ç	ß5õ<Ù�á�Ö�Ù�å1Ö�Ù{í[ô�åFØ�ã,Ø�ç	Þ{Ý
v
à�ì	å1äxÖ�Ù{Þ�Ù{Ü	ß5õxí�ß0Û1Ù�å1ç	ä	Ø�Þ�á�ä

×	ç'ì1ó�Ö�		×1Ù{ç	ç1Ù�ØnÛ	Ü1Ø�ì1Û1Ù�åFÙ�û!Ø�ç	×1Ø�à3× Û	ó�á�Þ�æ
u = v −

⊔k
i=1 vi ñ M]á�å1×ÚçFÝ�è'ì1ó�Þ�á�ä í�Õ�Ý�×1ã3ç1ÙkìFÙ{Û1Ù�å Vç	×	Þ�Ø�å1æ�ç	ß�Ø<Ù�á�Ö�Ù�å1Ö	×

u1
×
u2

ô�åFØ�ã,Ø�ç	Þ{Ý
u
Þ{Ý�Ö	×1Ø�à�ò	Þ�Ù

‖Tu1 − Tu2‖ >
ε
2

à�Þ�ÙüíøÖ'Ý�ò1Ø�á�Þ�í�Ø
vk+1í�Ù{Õ�æ�ã,Ø�ãaô�åFØ�ã,Ø�ç	Þ

u ñ _úÛ	Ü1Ù{Þ�×	í�ç1Ù�ãúá�å1ó�òFÝ{Ø5çFÝ�è'ìFØ�Þ�á�ä<Ù�á�Ö�Ù�åFÙ{Ö vi0 0 ç1Ù�ã,Ø�Ü1Ù�ã 1 6 i0 6 k
Þ{Ý�Ö�Ù{è�à

ò	Þ�ÙLá�ó xØ�á�Þ�í�ó �SÞLí�Õ�Ý�×1ã3ç1ÙSìFÙ{Û1Ù�å1ç	×	Þ�Ø�å1æ�ç	ß�Ø^Ù�á�Ö�Ù�å1Ö	×
v1i0

×
v2i0

ô�åFØ�ã,Ø�ç	Þ{Ý
vi0
à�ì	å1äxÖ�Ù{Þ�Ù{Ü	ß5õxí�ß VÛ1Ù�å1ç	ä	Ø�Þ�á�äöç1Ø�ÜFÝ�í�Ø�ç1á�Þ�í�Ù ∥∥T (v1i0 − v2i0)

∥∥ > ε ñ ZPØPó'ã,Ø�ç	æ���Ý�äkÙ�ê�!ç1Ù�á�Þ�×�à�ã,Ù�û!Ø�ã°Û1Ù�å�Ý�ý�Ý�Þ�æ1àFò	Þ�Ù
i0 = k ñ H�Ù{ý�å�Ý{á�ç1Ù!åFØ�ã,ã,Ø � T ä'í{å1ä	Ø�Þ�á�äüó�Õ�Ö	×1ãîÙ{Û1Ø�ÜFÝ�Þ�Ù{Ü1Ù�ã ñ WPÙ�á�åFØ�ì1ç1Ø�ØPÙ{Õ�çFÝ�òFÝ{Ø�Þ�à1ò	Þ�Ù[ì	å1ä vk×nì	å1änå �Lê�Ù{ý�Ù

δ > 0
çFÝ�è'ì1ó�Þ�á�äüí�Õ�Ý�×1ã3ç1ÙxìFÙ{Û1Ù�å1ç	×	Þ�Ø�å1æ�ç	ß�Ø[Ù�á�Ö�Ù�å1Ö	×

g
×
h
ô�åFØ�ã,Ø�ç	Þ{Ý

vk
Þ{Ý�Ö	×1Ø�à

ò	Þ�Ù
‖T (g−h)‖ < δ ñ UPá�Û1Ù�å1æ�Õ�ó�änÜFÝ�Õ�åFÙ�û�×1ã,Ù�á�Þ�æ<í�Ø�Ö	Þ�Ù{Ü	ç1Ù{èøç1Ù{Ü1ã3ß¨Û	Ü1Ù�á�Þ�ÜFÝ�ç1á�Þ�í#Ý V ×eåFØ�ã,ã3ó

Ùöì1í�Ù{è	ç1Ù�ãâÜFÝ�Õ�ê{×1Ø�ç	×	× íaí�Ø�Ö	Þ�Ù{Ü	ç1Ù{èNÜ1Ø��xØ�Þ�Ö�Øú÷ á�ã ñ �����'àTÛ ñ � ñ � ñ � ñ ��� ÿ à,çFÝ�è'ìFØ�ãâÞ{Ý�Ö	×1ØüÛ1Ù{ÛFÝ�Ü	ç1Ù
ì1×	Õ�ë �Sç	Ö	Þ�ç	ß�Ø[Ù�á�Ö�Ù�å1Ö	×

g1
à
g2
×
h1
à
h2
ô�åFØ�ã,Ø�ç	Þ�Ù{í

g
×
h
á�Ù�Ù{Þ�í�Ø�Þ�á�Þ�í�Ø�ç	ç1Ù	àFò	Þ�Ù

g = g1 t g2; h = h1 t h2; v1k = g1 t h1; v2k = g2 t h2.

QLÜ1Ù�ã,ØPÞ�Ù{ý�Ù	à1á�Û	ÜFÝ�í�Ø�ì	å1×	í�ßâÙ1	1Ø�ç	Ö	×
‖T (g1 + h1 − g2 − h2)‖ = ‖T (v1k − v22)‖ > ε;

‖T (g1 + g2 − h1 − h2)‖ = ‖T (g − h)‖ < δ.
9 Ý�åFØ�ØP×1ã,Ø�Ø�ã

ε 6 ‖T (g1 + h1 − g2 − h2)‖ = ‖T (g1 + g2 − g2 + h1 − h1 + h1 − g2 − h2)‖

6 ‖T (g1 + g2 − h1 − h2)‖+ 2‖T (h1 − g2)‖ < δ + 2‖T (h1 − g2)‖;
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ε 6 ‖T (g1 + h1 − g2 − h2)‖ = ‖T (g1 + h1 + h2 − h2 − g2 − g1 + g1 − h2)‖

6 ‖T (h1 + h2 − g1 − g2)‖+ 2‖T (h2 − g1)‖ < δ + 2‖T (h2 − g1)‖;G^Þ�á��5ì�Ý�í<á�×'å1ónÛ	Ü1Ù{×	Õ�í�Ù�å1æ�ç1Ù�á�Þ�×
δ > 0

Û1Ù�å1ó�òFÝ{Ø�ã0à1ò	Þ�Ù

‖T (h2 − g1)‖ >
ε

2
; ‖T (h1 − g2)‖ >

ε

2
.

WPÙ�åFÙ�û�×1ã
uk = h2 + g1; uk+1 = h1 + g2; u1k = h2; u2k = g1; u1k+1 = h1; u2k+1 = g2.

Y¹Ù{ý�ì�Ý
v1, . . . , vk−1, uk, uk+1

� çFÝ{ê�Ù{ÜkÛ1Ù{ÛFÝ�Ü	ç1Ùxì1×	Õ�ë �Sç	Ö	Þ�ç	ß5õkÙ�á�Ö�Ù�å1Ö�Ù{íeô�åFØ�ã,Ø�ç	Þ{Ý
v
à	Ù�ê�å�Ý�ì�Ý V��!×'õøÞ�Ü1Ø�ê{ó�Ø�ã3ß�ã3×�á�í�Ù{è1á�Þ�í#Ý{ã3×�à�×�á�Û	ÜFÝ�í�Ø�ì	å1×	í�Ù�á�Þ�æü×	ç'ì1ó�Ö�		×1Ù{ç	ç1Ù{ý�ÙnÛ1Ø�Ü1Ø�õ#Ù�ì�Ýeó�á�Þ{Ý�ç1Ù{í{åFØ�çFÝ ñWPÙ�åFÙ�û�×1ã

Zv =
{
u−w : u,w ∈ (F )v, u ⊥ w

} ñ UPá�Û1Ù�å1æ�Õ�ó�ä C V Ö�Ù�ã3ÛFÝ�Ö	Þ�ç1Ù�á�Þ�æPÙ{Û1Ø�ÜFÝ�Þ�Ù{ÜFÝ T à�Û1Ù Vå1ó�òFÝ{Ø�ã0à�ò	Þ�Ù
Kv := T (Zv)

�ðÖ�Ù�ã3ÛFÝ�Ö	Þ�ç1Ù�Ø5Û1Ù�ìFã3ç1Ù�û!Ø�á�Þ�í�Ù ñ WPÙ�åFÙ�û�×1ã B =
{
x ∈ X : ‖x‖ < ε

4

} ñ_ïá�×'å1ókÖ�Ù�ã3ÛFÝ�Ö	Þ�ç1Ù�á�Þ�×Úã3ç1Ù�û!Ø�á�Þ�í#Ý
Kv

çFÝ�è'ì1ó�Þ�á�äaç1Ù�ã,Ø�Ü
n ∈ N

×�Ù{Ö	Ü1Ø�á�Þ�ç1Ù�á�Þ�æøç	ó�å1ä
B1

í
XÞ{Ý�Ö	×1Ø�à1ò	Þ�Ù

Kv +B1 ⊂ nB ñ_5Ù{Õ�æ�ã,Ø�ã Þ�Ø�Û1Ø�Ü	æðÙ{Ö	Ü1Ø�á�Þ�ç1Ù�á�Þ�æðç	ó�å1ä
H ⊂ B

×éÖ�Ù{ç1Ø�ò	ç	ß0è>çFÝ{ê�Ù{Ü
x1, . . . , xm

ô�åFØ�ã,Ø�ç VÞ�Ù{í ã3ç1Ù�û!Ø�á�Þ�í#Ý
Kv

Þ{Ý�Ö	×'õ�àSò	Þ�Ù
nH ⊂ B1

×
Kv ⊂

⋃m
i=1(xi + H) ñ WLó�á�Þ�æ1àLÖ	Ü1Ù�ã,ØÚÞ�Ù{ý�Ù	à

l = nm ñ H�Ù{ý�å�Ý{á�ç1Ù�í�ß"�xØ�Û	Ü	×	í�Ø�ìFØ�ç	ç	ß�ãéÜFÝ{á�á�ó�ûxìFØ�ç	×	ä	ãIçFÝ�è'ìFØ�Þ�á�äNçFÝ{ê�Ù{Ü
v1, . . . , vl

Û1Ù{ÛFÝ�Ü	ç1Ù
ì1×	Õ�ë �Sç	Ö	Þ�ç	ß5õNÙ�á�Ö�Ù�å1Ö�Ù{í�ô�åFØ�ã,Ø�ç	Þ{Ý

v
×ÚçFÝ{ê�Ù{ÜîÛFÝ�Ü

v1i , v
2
i

í�Õ�Ý�×1ã3ç1Ù�ìFÙ{Û1Ù�å1ç	×	Þ�Ø�å1æ�ç	ß5õNÙ�á�Ö�Ù�å VÖ�Ù{í ô�åFØ�ã,Ø�ç	Þ�Ù{í
vi
à0ý�ìFØ

1 6 i 6 l
à�Þ{Ý�Ö�Ù{èïò	Þ�Ù

‖T (v1i − v2i )‖ > ε
2

à
1 6 i 6 l ñ YTÝ�ÖïÖ'Ý�Ö

{T (v1i − v2i ) : 1 6 i 6 mn} ⊂
⋃m

k=1(xk + H)
à�Þ�Ù çFÝ�è'ìFØ�Þ�á�ä¨ç1Ù�ã,Ø�Ü

k0 6 m
Þ{Ý�Ö�Ù{è�à5ò	Þ�Ù

0�� ��� {i 6 l : T (v1i − v2i ) ∈ xk0 + H} > n ñ �5Ø�ÕÚÙ{ý�ÜFÝ�ç	×	ò1Ø�ç	×	äâÙ�ê�!ç1Ù�á�Þ�×âã,Ù�û!Ø�ã Û1Ù�å�Ý Vý�Ý�Þ�æ1à�ò	Þ�Ù
T (v1i − v2i ) ∈ xk0 + H

ì	å1ä å �Lê�Ù{ý�Ù
1 6 i 6 n ñ YTÝ�Ö Ö'Ý�Ö

‖T (v1i − v2i )‖ >
ε
2

à
H ⊂ B = {x ∈ X : ‖x‖ < ε

4}
à3Þ�Ù

‖xk0‖ >
ε
4

à3Ù{Þ�Ö	ó�ì�Ýaá�åFØ�ì1ó�Ø�Þ�à]ò	Þ�Ù
xk0 /∈ B ñ WLó�á�Þ�æ�Þ�Ø VÛ1Ø�Ü	æ

h =
∑n

i=1(v
1
i − v2i ) ñ YTÝ�Ö°Ö'Ý�Ö Ù�á�Ö�Ù�å1Ö	× vi

Û1Ù{ÛFÝ�Ü	ç1Ù�ì1×	Õ�ë �Sç	Ö	Þ�ç	ßsà�Þ�Ù
h ∈ Zv ñ WLó�á�Þ�æ

x = Th =
∑n

i=1 T (v
1
i − v2i ) ∈ Kv ñ 9 Ý�åFØ�ØP×1ã,Ø�Ø�ã

x ∈ nxk0 + nH ⊂ nxk0 +B1.

Y¹Ù{ý�ì�Ý
nxk0 ∈ Kv − B1 = Kv + B1 ⊂ nH

×°Ù{Þ�á��5ì�Ý�í�ß0í�Ù�ì1×1ã0à]ò	Þ�Ù
xk0 ∈ H ñ WPÙ�å1ó�ò	×'å1×Û	Ü1Ù{Þ�×	í�Ù{Ü1Ø�ò	×1Ø ñ BH]åFØ�ì1ó ��xØ�ØPí�á�Û1Ù�ã,Ù{ý�Ý�Þ�Ø�å1æ�ç1Ù�Ø!ó�Þ�í�Ø�Ü#ûxìFØ�ç	×1ØPõ#Ù{Ü1Ù��xÙ�×	Õ�í�Ø�á�Þ�ç1Ù�÷ á�ã ñ � �'à�åFØ�ã,ã]Ý+��� ñ ����� ÿ�ñ�öp���Sf���B �  1�����

(xi)
n
i=1 �

���������@����
 - 
'���@� - " - 
x� - $@���{$ - ����"�$ -��{- $ - "@�3�#" - 
���$	$ -��{- /#" - �����"���$@����
��
X
�ú/� 1�����

(λi)
n
i=1 �

$�� � - "ú�¹���@����
��@��������$	..� �{�@����� ����� - � * ��� -
0 6 λi 6 1

�����
��,:� -��{-

1 6 i 6 n
4¹+�-�� ���ø�� �-e������
� 1���!$�� � - "��¹���@����
��@��������$	..�î�{�@�����

(θi)
n
i=1

* � �¹�
θi ∈ {0, 1}

*
����� - � * ��� -

∥∥∥∥
n∑

i=1

(λi − θi)xi

∥∥∥∥ 6
dim(X)

2
max

i
‖xi‖.

�öp���Sf
	�B �  1�����
V � /#" - ����"���$@����
 -+� ��$����'� � ;[��$@� - " - 
����#�n$���� / - "������ - 
 - / - �	$ - � *

�������� - �3$ - �ü
'���@� - "�$ - �<"¹���e����� - �
E
*
X � �{��$���� - 
 - /#" - ����"���$@����
 -�*

S : V → X � �	�	$@���	$	.0�
 1��	�	� - /@��"���� - "N�

T : V → X � (bo) � $@��/#"¹��"�.0
�$	.0� * C � � - �3/����@��$	.0� - /@��"���� - "N� - $@���{$ -��{-"���$ � � 4T+�-�� ��� - /@��"���� - "
R = S + T

�����	�<���'
������������ü 1��	�1� 4
C
_5Ù{Õ�æ�ã,Ø�ã�Û	Ü1Ù{×	Õ�í�Ù�å1æ�ç	ß0èeô�åFØ�ã,Ø�ç	Þ

v ∈ V
×
ε > 0 ñ WLÜ	×1ã,Ø�ç	ä'ä!åFØ�ã,ã3ó 2 à{ã,Ù�û�ç1ÙLçFÝ�è	Þ�×�Þ{Ý VÖ�Ù�Ø�ÜFÝ�Õ�ê{×1Ø�ç	×1Ø

v =
⊔n

i=1 vi
ô�åFØ�ã,Ø�ç	Þ{Ý

v
çFÝ5ì1×	Õ�ë �Sç	Ö	Þ�ç	ß�Ø5Ù�á�Ö�Ù�å1Ö	×�à�ò	Þ�Ù0ì	å1äPå �Lê�Ù{è!ÛFÝ�Ü	ß

v1i , v
2
ií�Õ�Ý�×1ã3ç1ÙöìFÙ{Û1Ù�å1ç	×	Þ�Ø�å1æ�ç	ß5õîÙ�á�Ö�Ù�å1Ö�Ù{í�ô�åFØ�ã,Ø�ç	Þ{Ý

vi
í�ß0Û1Ù�å1ç	ä	Ø�Þ�á�ä

‖T (v1i − v2i )‖ <
ε

2 �� � (T (V ))

à
ý�ìFØ

1 6 i 6 n ñ UPá�Û1Ù�å1æ�Õ�ó�äaÞ�Ø�Û1Ø�Ü	æøó�Õ�Ù�á�Þ�æøÙ{Û1Ø�ÜFÝ�Þ�Ù{ÜFÝ S àFì	å1ä�Ö'Ý�ûxìFÙ{ý�ÙøÙ�á�Ö�Ù�å1Ö'Ý vi Û1Ù�ìFê�Ø�Ü1Ø�ã



� �� 1�,���0 1�� -��{- �
C � � - �3/����@��$ -��{-e- /@��"���� - " - 
 �

ÛFÝ�Ü	óní�Õ�Ý�×1ã3ç1ÙxìFÙ{Û1Ù�å1ç	×	Þ�Ø�å1æ�ç	ß5õöÙ�á�Ö�Ù�å1Ö�Ù{í
ui, wi

Þ{Ý�Ö	ó �xà'ò	Þ�Ù
‖S(ui −wi)‖ <

ε
2i+1

à
1 6 i 6 n ñWPÙ�åFÙ�û�×1ã

xi = T (ui − wi)
à
1 6 i 6 n

à�× Û	ó�á�Þ�æ
λi =

1
2

ì	å1ä�å �Lê�Ù{ý�Ù
1 6 i 6 n ñ H�Ù{ý�å�Ý{á�ç1ÙåFØ�ã,ã,Ø

3
ã,Ù�û!Ø�ã Õ�Ý�Û	×1á�Ý�Þ�æ

∥∥∥∥
n∑

i=1

(λi − θi)xi

∥∥∥∥ =
1

2

∥∥∥∥
n∑

i=1

αixi

∥∥∥∥ 6

����� (T (V ))

2
max

i
‖xi‖ <

ε

4
⇒

∥∥∥∥
n∑

i=1

αixi

∥∥∥∥ <
ε

2
,

ý�ìFØ
αi ∈ {−1, 1}

ì	å1äeå �Lê�Ù{ý�Ù
1 6 i 6 n ñ Y¹Ù{ý�ì�Ýxá�ó xØ�á�Þ�í�ó�Ø�Þ�ÜFÝ�Õ�ê{×1Ø�ç	×1ØPã3ç1Ù�û!Ø�á�Þ�í#Ý {1, . . . , n}çFÝøì1í#Ýkì1×	Õ�ë �Sç	Ö	Þ�ç	ß5õÚÛ1Ù�ìFã3ç1Ù�û!Ø�á�Þ�í#Ý

I
×
J
Þ{Ý�Ö	×1Ø�àTò	Þ�Ù

αi = 1
à
i ∈ I,

×
αi = −1

à
i ∈ J ñWPÙ�åFÙ�û�×	í

u =
⊔

i∈I

ui t
⊔

i∈J

wi, w =
⊔

i∈J

ui t
⊔

i∈I

wi,

Û1Ù�å1ó�òFÝ{Ø�ã
∥∥R(u− w)

∥∥ =
∥∥(S + T )(u− w)

∥∥ 6
∥∥S(u− w)

∥∥+
∥∥T (u− w)

∥∥

=

∥∥∥∥
∑

i∈I

Sui +
∑

i∈J

Swi −
∑

i∈J

Sui −
∑

i∈I

Swi

∥∥∥∥+
∥∥∥∥
∑

i∈I

Tui +
∑

i∈J

Twi −
∑

i∈J

Tui −
∑

i∈I

Twi

∥∥∥∥

=

∥∥∥∥
∑

i∈I

S(ui − wi) +
∑

i∈J

S(wi − ui)

∥∥∥∥+
∥∥∥∥
∑

i∈I

T (ui −wi)−
∑

i∈J

T (ui − wi)

∥∥∥∥

6

n∑

i=1

∥∥S(ui −wi)
∥∥+

∥∥∥∥
n∑

i=1

αixi

∥∥∥∥ <
n∑

i=1

ε

2i+1
+
ε

2
< ε.

YTÝ�Ö	×1ãNÙ�ê{ÜFÝ�Õ�Ù�ã0à
u
×
w
�>×1á�Ö�Ù�ã]Ý�äüÛFÝ�ÜFÝ[í�Õ�Ý�×1ã3ç1Ù!ìFÙ{Û1Ù�å1ç	×	Þ�Ø�å1æ�ç	ß5õkÙ�á�Ö�Ù�å1Ö�Ù{í<ô�åFØ�ã,Ø�ç	Þ{Ý

v ñ BH�þsÙ{Ü1ã3ó�å1×	Ü	ó�Ø�ãNÞ�Ø�Û1Ø�Ü	ænÙ�á�ç1Ù{í�ç1Ù{èkÜ1Ø�Õ�ó�å1æ�Þ{Ý�Þ ñ
��p#h	
Tp�Sf ?FB �  1�����

V � /#" - ����"���$@����
 - � ��$����'� � ;[��$@� - " - 
����#�[$����k/ - "������ - 
 - / - �	$ - � *
�������� - �3$ - �Ú
'���@� - "�$ - �ú"¹���e����� - �

E
*
X � �{��$���� - 
 - /#" - ����"���$@����
 -�*

S : V → X � �	�	$@��� �$	.0�� 1��	�	� - /@��"���� - "î�
T : V → X � (bo) � $@��/#"¹��"�.0
�$	.0� C � � - �3/����@��$	.0� - /@��"���� - " 4�+�-�� ���- /@��"���� - "

R = S + T
�����	�<���'
������������n 1��	�1� 4

C
�0Ý�çFÝ�õ#Ù{í�Ù<Û	Ü1Ù�á�Þ�ÜFÝ�ç1á�Þ�í�Ù

X
ã3ßðã,Ù�û!Ø�ã ÜFÝ{á�á�ã]Ý�Þ�Ü	×	í#Ý�Þ�ænÖ'Ý�ÖöÕ�Ý{ã3Ö	ç	ó�Þ�Ù�ØLå1×	ç1Ø�è	ç1Ù�ØsÛ1Ù�ì VÛ	Ü1Ù�á�Þ�ÜFÝ�ç1á�Þ�í�Ù!ê�Ý�çFÝ�õ#Ù{í#ÝPÛ	Ü1Ù�á�Þ�ÜFÝ�ç1á�Þ�í#Ý

l∞(BX?)
þPó�ç	Ö�		×	è�à�Ù{ý�ÜFÝ�ç	×	ò1Ø�ç	ç	ß5õeçFÝLÖ�Ù�ã3ÛFÝ�Ö	Þ�Ø ñ 8�Þ�Ùã,Ù�û�ç1Ù<Õ�Ý�Û	×1á�Ý�Þ�æ<í<í�×'ìFØ 	1Ø�Û1Ù{ò	Ö	×kí{åFÙ�û!Ø�ç	×	è��

X ↪→ X?? ↪→ l∞(BX?),

ý�ìFØPÛ1Ù�ì�á�×1ã3í�Ù�åFÙ�ã
↪→

ã3ß Û1Ù{ç	×1ã]Ý{Ø�ãN×	Õ�Ù�ã,Ø�Þ�Ü	×	ò1Ø�á�Ö�Ù�Ø[í{åFÙ�û!Ø�ç	×1Ø�à@Ý!ò1Ø�Ü1Ø�Õ
BX?

Ù�ê�Ù{Õ�çFÝ�òFÝ{Ø�Þ�á�ä
Ø�ì1×	ç	×	ò	ç	ß0è ��Ý�Ü ê�Ý�çFÝ�õ#Ù{í#Ý Û	Ü1Ù�á�Þ�ÜFÝ�ç1á�Þ�í#Ý

X? ñ ULÕ�í�Ø�á�Þ�ç1Ù	à�ò	Þ�ÙÚØ�á�å1× H
� Û	Ü1Ø�ì1Ö�Ù�ã3ÛFÝ�Ö	Þ�ç1Ù�Ø

Û1Ù�ìFã3ç1Ù�û!Ø�á�Þ�í�Ù
l∞(D)

ì	å1äöç1Ø�Ö�Ù{Þ�Ù{Ü1Ù{ý�Ùüê�Ø�á�Ö�Ù{ç1Ø�ò	ç1Ù{ý�Ùøã3ç1Ù�û!Ø�á�Þ�í#Ý
D
×
ε > 0

àFÞ�Ùeá�ó xØ�á�Þ�í�ó�Ø�Þ
Ù{Û1Ø�ÜFÝ�Þ�Ù{Ü�Ö�Ù{ç1Ø�ò	ç1Ù{ý�ÙnÜFÝ�ç	ý�Ý

R ∈ L (l∞(D))
Þ{Ý�Ö�Ù{è�àFò	Þ�Ù

‖x −Rx‖ 6 ε
ì	å1äøå �Lê�Ù{ý�Ù

x ∈ H
� �'à

åFØ�ã,ã]Ý+��� ñ ��	�� ñ_5Ù{Õ�æ�ã,Ø�ã�Û	Ü1Ù{×	Õ�í�Ù�å1æ�ç	ß0èeô�åFØ�ã,Ø�ç	Þ
v ∈ V

×
ε > 0 ñ YTÝ�Ö<Ö'Ý�Ö T �âô�Þ�Ù

C V Ö�Ù�ã3ÛFÝ�Ö	Þ�ç	ß0ènÙ{Û1Ø�ÜFÝ VÞ�Ù{Ü�à�Þ�Ù
K = T (Fv)

�ðÛ	Ü1Ø�ì1Ö�Ù�ã3ÛFÝ�Ö	Þ�ç1Ù�Ø^ã3ç1Ù�û!Ø�á�Þ�í�Ùsí
X
×�à{á�åFØ�ìFÙ{í#Ý�Þ�Ø�å1æ�ç1Ù	à�í

l∞(BX?) ñ Y¹Ù{ý�ì�ÝçFÝ�è'ìFØ�Þ�á�änå1×	ç1Ø�è	ç	ß0èøç1Ø�Û	Ü1Ø�Ü	ß0í�ç	ß0èkÙ{Û1Ø�ÜFÝ�Þ�Ù{ÜøÖ�Ù{ç1Ø�ò	ç1Ù{ý�ÙxÜFÝ�ç	ý�Ý
R ∈ L (l∞(BX?))

Þ{Ý�Ö�Ù{è�à	ò	Þ�Ù
‖w − Rw‖ 6

ε
2

ì	å1äkå �Lê�Ù{ý�Ù
w ∈ K ñ�� á�ç1Ù	à�ò	Þ�Ù G = R ◦ T

� å1×	ç1Ø�è	ç	ß0è
(bo) V ç1Ø�Û	Ü1Ø�Ü	ß0í�ç	ß0è

C V Ö�Ù�ã3ÛFÝ�Ö	Þ�ç	ß0è°Ù{Û1Ø�ÜFÝ�Þ�Ù{Ü Ö�Ù{ç1Ø�ò	ç1Ù{ý�Ù�ÜFÝ�ç	ý�Ý ñ H�Ù{ý�å�Ý{á�ç1Ù�åFØ�ã,ã,Ø � çFÝ�è'ì1ó�Þ�á�äNí�Õ�Ý�×1ã3ç1Ù�ìFÙ{Û1Ù�å Vç	×	Þ�Ø�å1æ�ç	ß�ØüÙ�á�Ö�Ù�å1Ö	×
v1, v2

ô�åFØ�ã,Ø�ç	Þ{Ý
v
Þ{Ý�Ö	×1Ø�àTò	Þ�Ù

‖(S + G)(v1 − v2)‖ <
ε
2 ñ G^Ö�Ù{ç	òFÝ�Þ�Ø�å1æ�ç1Ù



� ���{��� - 
�� 4��î4 *	� �	�@��
 �î4 � 4
×1ã,Ø�Ø�ã

‖(S + T )(v1 − v2)‖ = ‖S(v1 − v2) + T (v1 − v2) +G(v1 − v2)−G(v1 − v2)‖

6 ‖(S +G)(v1 − v2)‖+ ‖T (v1 − v2)−G(v1 − v2)‖

<
ε

2
+ ‖T (v1 − v2)−R(T (v1 − v2))‖ 6

ε

2
+
ε

2
= ε. �

�������! "�$#$%$��� ({G^Þ�ã,Ø�Þ�×1ã0à�ò	Þ�Ù0Þ�Ø�Ù{Ü1Ø�ã]Ý��3ç1Ø,í�ß0í�Ù�ì1×	Þ�á�ä[ç1Ø�Û1Ù�á�Ü1Ø�ìFá�Þ�í�Ø�ç	ç1Ù^×	Õ,åFØ�ã,ã3ß �'à�ê�Ø�Õ
×1á�Û1Ù�å1æ�Õ�Ù{í#Ý�ç	×	ä�åFØ�ã,ã3ß � à{íPá�×'å1ó!Þ�Ù{ý�Ù	à�ò	Þ�ÙLÜFÝ�Õ�ã,Ø�Ü	ç1Ù�á�Þ�æ[Û	Ü1Ù�á�Þ�ÜFÝ�ç1á�Þ�í#ÝsÙ�ê{ÜFÝ�Õ�Ù{í[Ù{Û1Ø�ÜFÝ�Þ�Ù{ÜFÝ

TìFÙ�å1û�çFÝxê{ß0Þ�æ�Û1Ù�á�Þ�Ù�ä'ç	ç1Ù{èøí�Ø�å1×	ò	×	ç1Ù{è�à	Þ{Ý�ÖøÖ'Ý�ÖøÙ{çFÝ[Õ�Ý�ì�Ý{Ø�Þ�×1á¢õ#Ù�ì1ç	ó �âÙ1	1Ø�ç	Ö	ó�à	Ù{Þ�ç1Ù�á�×	Þ�Ø�å1æ�ç1Ù
Ö�Ù{Þ�Ù{Ü1Ù{èöÛ1Ù�ìFê{×	ÜFÝ{Ø�Þ�á�äöÞ�Ü1Ø�ê{ó�Ø�ã,Ù�Ø[á�Ø�ã,Ø�è1á�Þ�í�Ù<Û1Ù{ÛFÝ�Ü	ç1Ù�ì1×	Õ�ë �Sç	Ö	Þ�ç	ß5õkÙ�á�Ö�Ù�å1Ö�Ù{í ñ

�����	��
������
������	�����	���	�������	
����! "�	#$
�%�&�%���'�%����	(�'�������)�*+�	�	%"��#�����%�,��	%���)�%-�	%�./ "���0)1&�%�������%�'���*2%"3
,��	��)/465�7���'����	��)���80)�%�(���(9,�80)��	#:./�;,�%� "�	���� "���	�	#�)6<

�öo��'p�
Tf����
Tf
¿�¬>=6?A@�?�B:CED�CED F6=6G H IKJ!L	?0M�D�CED�N�O�P$P$QSRKTVU ��WYX!Z�� RVU [ Z]\K^9_3� Q \ [ Z]_ RV[�P$` Q \K\�^ TV[�a _ a!U ` U RbO \K^9_3� Q \ ¶�cdU \K\ ¬fe _ RVg#¬0ihj[�k ^ T _Al O:e _ R¢¬ 2�¬ ¦^¿¢Ê�Ê�À�¬ ¦�Æm[�` ¬�Â�À�Ã�¬ ¦>n'¬�¿po�É�,�¬Á�¬>=6?A@�?�BqCED F0rts"u�v�wKH s"u/s"u/xb?�s"u!H u/szytD5Ç _ TKTV[ l|{t^ QST _ RV[�T \ [ Z~}!X!Z�� RVU [ Z N ^9_3� Q \�_�Z9� ÆmQ � RV[�T�� _ RKRVU � Q \ ¬ ¦
cdQ��jT X O	RVQST¢¡{Á�À�¿¢Â�¬ ¦�0icdQ-�jT X O	RVQSTtN�R X9� ¬�U Z e _ RVg#¬�Æm[�` ¬�. ,�2�¬Â�¬$C:s"�KG ����IKJ��Vu!L	?��dD F6C$�9L	J/sV�9G ����L��+D Ff=6?A@�?�B�CED��q` _ RKRVU � Q _�^!^ TV[ _3� g�RV[ Z9_ TKTV[ l [ ^ QST _ RV[�T \ Å Å�n�[ \ U RVU �	U RbO�¬ ¦Á�À�À�Ê�¬ ¦�Æm[�` ¬'¿¢Â�¬ ¦>n'¬�. ,�Ê�o .�Ê�,�¬/c {t� ¶�¿¢À�¬ ¿¢À�À�Ä�Å \ ¿�¿�¿�¿�Ä¢©ùÀ�À�É�© Á�¿�Ê�Â�©�k�¬.�¬>=6G HY��B�CED�Ç _ TKTV[ l [ ^ QST _ RV[�T \ [ Z ` _ RKRVU � Q�© Z [�TVP$Q ��\K^9_3� Q \ Å Å {t^ Q Z e _ RVg#¬ ¦0Á�À�¿�¿�¬ ¦�Æm[�` ¬�Ê�¡3*NÃ�¬ ¦>n'¬�¿�Á�Ä�Ã�o{¿�Á�É�Ä�¬
c {t� ¶�¿¢À�¬ Á .�Ä�É�Å \ ¿�¿ ,�Â�Â�©ùÀ�¿�¿�©ùÀ�À�Ê�À�©ùÂ�¬,�¬>M-�;s"�p?�B���D F2C1�K�	s"J��Av�M�D6CED F2=6G HY��BECED6cd[�P$U Z9_ RVQ � [ ^ QST _ RV[�T \>W TV[�P�` _ RKRVU � Q�© Z [�TVP$Q ��\K^9_3� Q \ RV[ \ Q�� X Q Z�� Q
� _�Z9_3� g]` _ RKRVU � Q \ Å Å�� Z!Z9_ ` \ [ W�}!X!Z�� R¢¬�� Z9_ ` ¬ ¦0Á�À�¿¢Ã�¬ ¦�Æm[�` ¬FÄ�¡ * .�¬ ¦>n'¬'Ã3.�Ã�o�Ã�,�,�¬6c {t� ¶1¿¢À�¬ ¿�Á�¿ ,�Å�Á�À�À�É�É�Ä�,�Á¢©Â�Ã�Ã�À�Ê�Ê�À�¬Ã�¬>=6G HY��B�CED F�=6?A@�?�BdCED�Ç _ TKTV[ l [�TKRVg![���[ Z9_ ` ` O _��!� U RVU �;Q2[ ^ QST _ RV[�T \ Å Åtn�[ \ U RVU �	U RbO�¬ ¦0Á�À�¿ .�¬ ¦�Æm[�` ¬�¿¢É�¡3* .�¬ ¦>n'¬�Ã3.�¿poÃ�Ã�Ä�¬/c {t� ¶�¿¢À�¬ ¿¢À�À�Ä�Å \ ¿�¿�¿�¿�Ä¢©ùÀ�¿¢Â�©ùÀ�Á�Ã�É�©�O�¬Ä�¬$C$�9L	J/sV�9G ����L��+D F�=6G HY��B�CED F�=6?A@�?�B�CED F!s"u�v-�!?��	IKJ���L0�dD�cdU �	U � U Z ��P$Q _�\KX TVQ \m_�Z9�-Z9_ TKTV[ l [ ^ QST _ RV[�T \ Å Å�N�R X9� ¬
e _ RVg#¬ ¦0Á�À�¿ ,�¬ ¦�Æm[�` ¬#Á�Â�¿�¬ ¦>n'¬�Ê�ÄAo{¿�¿¢Ã�¬/c {t� ¶�¿¢À�¬ .�À�Ã3.�Å \ P^Ä�É�Ä�É�© Á¢© Á�À�¿¢Ã�¬É�¬>=6G HY��B�CED�cd[�P$U Z9_ RVU [ Z$^ TV[�a!` QAP W [�T Z9_ TKTV[ l [�TKRVg![���[ Z9_ ` ` O _��!� U RVU �;Q�[ ^ QST _ RV[�T \ Å Å�n�[ \ U RVU �	U RbO�¬ ¦0Á�À�¿�Ä�¬ ¦�Æm[�` ¬{Á�¿�¡*ï¿�¬ ¦>n'¬�Á�Â�o�Â�Â�¬/c {t� ¶�¿¢À�¬ ¿¢À�À�Ä�Å \ ¿�¿�¿�¿�Ä¢©ùÀ�¿¢Ã�©ùÀ3.�À�¿�©ùÊ�¬Ê�¬>�d�����V ]¡ED6¢�D Ft£�¤�¥§¦2D	T�����{�^��������®¢��������´��{�!�¢£�£{�{�����������^�� {���{���������Ú�!����·]������ª��{��©D�{�����	�{��������������¥ {���������{���{��������¥^Å Å-¨F�{��¬��F����¬�²�������¬ ¦0Á�À�¿�Ä�¬ ¦>©�¬�,�É�¡�* ¿�¬ ¦>n'¬�¿�Ä ."o{¿¢É3.�¬9c {t� ¶{¿¢À�¬ ¿�Ä�Â�Ä�Ä�Å \ P$kAg#¬ Á�À�¿�Ä�¬ ,�É�¬ ¿�¿�Ä�¬¿¢À�¬$C$�9L	J/sV�9G ����L��+D Ff=6?A@�?�B�CED {tZE\KX P \ [ W�Z9_ TKTV[ l [ ^ QST _ RV[�T \ [ ZEª$«[�RVg!Q WYX!Z�� RVU [ ZE\K^9_3� Q^Å Å�¬�¬fe _ RVg#¬�� Z9_ ` ¬
� ^!^ ` ¬ ¦0Á�À�¿¢Â�¬ ¦�Æm[�` ¬�.�À3.�¬ ¦>n'¬ ,�, ."o�,�Ã�¿�¬/c {t� ¶�¿¢À�¬ ¿¢À�¿¢Ã�ÅK�¬ ®P _�_ ¬ Á�À�¿¢Â�¬ À�Â�¬ À�À�É�¬¿�¿�¬>¯���°��Vu/IKJ���L:¯�D�±SD {tZ RVg!Q \KX P²[ W�Z9_ TKTV[ l³_�Z9�1´9Z U RVQ�©�T _�Z!µ [�TKRVg![���[ Z9_ ` ` O _��!� U RVU �;Q$[ ^ QST _ RV[�T5Å Å�¶ µ T _ U Z U _�Z
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