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,û	��������1ý�� ���Dÿ���P�& �

S∗
uu = u

ü	ú��jù	��
�
,û	������
Su

ù�ý�ý��þ�û	�ù	�þ�%+&('�û	� �
Fu.a=<�>�b"���1ý�ù	��Dÿ��1ù	�þ�ý

Z
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$A>B<�>�b����������f�����1���������?(L#1û�ù�ú���ü	ú�� �'ÿ���üDý���þ��½ù	�ÿ�þ�úDû	���1ý�� �1ýH�1ý���
,û2���Dÿ����
Fu

���
Z1

� �'ÿ���b
üDý���ý

v ∈ Z∗ C ‖v‖ = 1
�
Fu ⊂ Fv


-� ��
,û�û�

S∗
uv = v,

��üDû
Su *

ù	��
�
,û	������A#�ù�ý�ý��þ�û	�ù	�þ�%+&fb
'�ÿ��

Fu
$ ù�
J0$7:9L<)(L0
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���������������qM6��þ�û�ù	��1ý87 Q=<># ���ý����'ú�P,*�û	���ý�þ�ý����1ý�ù	��Dÿ��1ù	�þ�ý
H

�'þ�ú��	û	�ùC� >B<�>�b"���1ý�ù	��Dÿ��'b
ù	�þ�ý�
J06Y4ùC������� @�úDû�
,û	��

u ∈ H
ù)�1ý���
,ý��

‖u‖ = 1
�'þ�ú��	û	�ùC����û�ý�
,û	������1û�ù	����
 ������1ý��û	���ý�


�
Fu = {u}.

Q6�1ý�
,û6�ý���ý�#	ù	��
�
,û	������
Su,

ù�ý�ý��þ�û	�ù	�þ�%+&('�ÿ�� ���Dÿ����
Fu
#'ý����1û�üDû�ú��	û	�ùC��ù�úDû�ü�%#b

&(')��
 ý�*��Dÿ���ý�
! 

Su(λu+ x) = λu− x, λu+ x ∈ span {u} ⊕ u⊥ = H.

40ÿ��Dÿ=�#ý�þ�ý2���1ý�ù	��Dÿ��1ù	�þ�ý
A
�Dÿ�üN�1ý�úDû�
 üDû	�1ù	�þ����û�ú�P������O���1ù�û�ú

R
�Dÿ����0þ#ÿ�û	�ùC� 51���������1������5

9����1��"	������5j��� . �79�����5 $ _�`�b���� . �79�����5#(L##û�ù�ú��;þ A þ�þ�û�üDû	�Dÿ�ý��1û	�Dÿ������H%�
-�1ýF�!û	�����
x◦y (x, y ∈ A),%�üDý�þ�úDû	�þ�ý�����&('�ÿ�� %�ù�úDý�þ�����
 $ ù�
J0$7 &=<)(# 

9�(
x ◦ y = y ◦ x

ü	ú��xú�&6*����
x, y ∈ A;;4(

(x+ y) ◦ z = x ◦ z + y ◦ z
ü	ú��Þú�&6*����

x, y ∈ A;Q4(
λ(x ◦ y) = (λx) ◦ y

ü	ú��Þú�&6*����
λ ∈ R

�
x, y ∈ A;�B(

x2 ◦ (y ◦ x) = (x2 ◦ y) ◦ x
ü	ú��xú�&6*����

x, y ∈ A;�4(
‖x2‖ = ‖x‖2

ü	ú��xú�&6*����
x ∈ A;� (

‖x2‖ 6 ‖x2 + y2‖
ü	ú��Þú�&6*����

x, y ∈ A._�`�b¬ÿ�ú���û�*��Dÿ
A
�Dÿ����0þ#ÿ�û	�ùC� _�`�acb���� . �79�����53#�û�ù�ú�� ý��DÿÖý�*�ú�ÿ�ü�ÿ�û	����1û�üDù�ý��������!û	�����D
 ���1ý�b

ù	��Dÿ��1ù	�þ�ý�
J#��0'û�0'ù	%+'�û�ù	�þ�%�û	K�ÿ���ý�û6�1ý���
-���1ý�þ#ÿ����1ý�û����1ý�ù	��Dÿ��1ù	�þ�ý
A∗,

���ý
(A∗)

∗ = A.
+KúDû�b


,û	����
x, y ∈ A

�Dÿ����0þ#ÿ�&(�ùC� �������W�������'0��O�
(x ↔ y),

û�ù�ú��
x ◦ (x ◦ y) = x2 ◦ y.

H �1ýF�!û�ù	�þ�ý
Z(A) = {x ∈ A : x↔ y, ∀ y ∈ A}

�Dÿ����0þ#ÿ�û	�ùC� 8D���1�f�����
A
0	FKù�ú��

Z(A) = {λ1, λ ∈ R},
�ý

A�Dÿ����0þ#ÿ�û	�ùC�Ö_�`�acb>G�ÿ����ý��1ý�
J02�6�1ý�û	���ý����
e
�
f
���O_�`�acb¬ÿ�ú���û�*����

A
�Dÿ����0þ#ÿ�&(�ùC�������%$����1�'0�-

�O�� '�¹�6�&$������f�W���f���'3D#'û�ù�ú���ù	%+'�û�ù	�þ�%�û	H�ÿ��'ÿ���ù	��
�
,û	������
s,
���ý

ses = f._�`�acb¬ÿ�ú���û�*��Dÿ
A
��
,û�û	

9�(B����
I,
û�ù�ú��ÖþH�1û	��ù	%+'�û�ù	�þ�%�û	H�ý������J��ÿ�*�û�úDû�þH���1ý�û	���ý��('

;4(�����
II,

û�ù�ú��xý��Dÿ�ù�ý�üDû	���K��K�ý������J� 
,ý�ü�%�ú��������J� ���1ý�û	���ý��M�O�1ûIù�ý�üDû	���K��K�1û	��%�úDû�þ����
ÿ�*�û�úDû�þ���� ���1ý�û	���ý��1ý�þ�'

Q4(B����
III,

û�ù�ú���ý��Dÿ1�1ûOù�ý�üDû	���K��N�1û	��%�úDû�þ���� 
,ý�ü�%�ú���������� ���1ý�û	���ý��1ý�þ�0
�6%�ù	�P

H * þ�û	'�û�ù	�þ�û	���1ý�û ���'ú�P,*�û	���ý�þ�ý8���1ý�ù	��Dÿ��1ù	�þ�ýcù�ý ù	�'ÿ�ú��������D
 ���1ý�����þ�û�üDû	���1û�

〈x, y〉

#
x, y ∈ H.

Lqÿ�ù�ù�
,ý������
 üDû	�'ÿ����ý�þ�ý����1ý�����þ�û�üDû	���1û
A = R×H = {(α, x) : α ∈ R, x ∈ H}�Öý����1û�üDû�ú���
 þ

A
���1ý�����þ�û�üDû	���1û

(α, x) ◦ (β, y) = (αβ + 〈x, y〉, αy + βx),

��üDû
α, β ∈ R

#
x, y ∈ H.

\Oý���
-%xþ
A
ý����1û�üDû�ú���
5�1ýHGWý���
-%�úDû

‖(α, x)‖ = |α|+ ‖x‖2, α ∈ R, x ∈ H.

P @����
 ���1ý�����þ�û�üDû	���1û�
 �5�1ý���
,ý���ÿ�ú���û�*��Dÿ
A
�'þ�ú��	û	�ùC�c_�`�acb>G�ÿ����ý��1ý�
=ù�û�ü��������1û	�

1 =
(1, 0)

#���ý��ý����J� �Dÿ����0þ#ÿ�û	�ùC�^���1�1�'-¬�¯�:6���������� $ ù�
J0$7 &=<)(L0
V¯ÿ�
,û	���
J# ���ý

(R ×H, ‖ · ‖)∗ = (R ×H, ‖ · ‖∞)
# ��üDû

‖(β, y)‖∞ = max{|β|, ‖y‖2}.
��þ�ý��'b

ù	�þ�û	���1ý�ù	�PN
,û	��ü�%
A
�Öû	��ý;ù�ý��������!û	�����D


A∗ ��ÿ�ü�ÿ�û	�ùC� GWý���
-%�úDý��

〈(α, x), (β, y)〉 = αβ + 〈x, y〉.

G?,
,û	���
J# ���ýÛþN�Dÿ�*�ý��ûM7 )=<�����%+�1û	��� ��û�ý�
,û	������1û�ù	���1û�ù�þ�ý��1ù	�þ#ÿN��ý���%�ù�ÿO�1ý�úDýF�K���û�ú�P������
@�úDû�
,û	���ý�þTþTÿ�*�ù	��Dÿ�����1ý�
�ù	�����'b>G�ÿ����ý��1û�0+*Kù	�ÿ��1ý�þ�úDû	�Dÿ(�Dÿ�þ��1ý�ù	�'ú�P��1ý�ù	�P�ÿ�ú���û�*��Dÿ����1û�ù	��ý��Ûý��'b
�ý���ý��Dÿ�ú�P��1ý�ù	����Öý����ý���ý��Dÿ�ú�P��1ý�ù	����1ý;Lmý�*�û	��%,0
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A∗ 
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A.
+�- �e���

���6�¬�1 ����!�6�0 1��� - 
�������	
��	
����6��$6��$	.��

1) A∗
�'
���������� �������%�ß/#" - ����"���$6����
 - �

;

2) A = R
�	�	�

A 

��/	�	$ ���O���6� - " 3

C
�!ý��'ÿ���ÿ��û�ú�P�ù	�þ�ýN�û�ý��1û�
-�Üþ��J�û	�'ÿ�û	N���I�����!û�ù�úDû�ü�%+&(')���júDû�
�
 9���Q�0

B
��{�pTpIl >D@��f 1���	�

A 
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u ∈ A�1������� - ���	$��1!���6�¬�1 ����!�%�j
��#� - 
��
ÿ4(
u = (±1, 0);* (
u = (0, a),

�e���
‖a‖2 = 1;þB(

u =
(
±1

2 , a
)
,
�e���

‖a‖2 =
1
2 .

C
�6%�ù	�P

A * ù	�����'b>G�ÿ����ý��5�
u ∈ A,

��üDû
u = (α, a), ‖u‖ = 1.

Jmÿ��5�'ÿ��
‖u‖ = 1,

�ý
üDý�ù	�ÿ��ý����1ýO�Dÿ�ù�ù�
,ý���1û	�PÞù�úDû�ü�%+&(')�1ûOþ�ý��F
,ýF�K���½û������ù�ú�%+�Dÿ��  

PKú�%+�Dÿ��89�0�FKù�ú��
|α| = 1,

�ý
u = (±1, 0).

�6%�ù	�P
u = (1, 0)

�
〈u, (β, y)〉 = 1,

��üDû
(β, y) ∈

A∗1.
J�ý���ü�ÿ

1 = 〈(1, 0), (β, y)〉 = β.

G?�ù	&4ü�ÿxþ��J�û	�'ÿ�û	�#$���ýxþ��½ù	�ÿ�þ�úDû	���Dÿ��/�1ýM�1ý���
,û1���Dÿ���P
Fu

û�ü����������1ý���ý ��ÿ��Dÿ
A∗1,

ù�ý�ý��þ�û	�b
ù	�þ�%+&('�ÿ��

u,
��
,û�û	;þ��'ü

Fu = {(1, y) : y ∈ H, ‖y‖2 6 1}.
Jmÿ�����
 ý�*��Dÿ���ý�
J#

spanFu = A
�
F �
u = {0}.

�Oý�@��ý�
-%
〈u, F �

u 〉 = 0,
�
u
�'þ�ú��	û	�ùC�/���1ý�û	����	þ�b

�1ý��vû�ü��������1û	�$06Jmÿ����'ÿ��
spanFu = A,

�ýÞý��ý�*��Dÿ��!û	���1û
Su = I

�'þ�ú��	û	�ùC� ����ý�
,û	����1û	���Dÿ
A∗ù�ý�ý��þ�û	�ù	�þ�%+&('�û	�^þ��½ù	�ÿ�þ�úDû	���1ý�� �1ýM�1ý���
,ûK���Dÿ����

Fu.
PKúDû�üDý�þ#ÿ��û�ú�P��1ý�#

S∗
u(u) = u.

V �Dÿ������#
���1ý�û	����	þ��Dÿ��jû�ü��������Dÿ

u
�'þ�ú��	û	�ùC�M��û�ý�
,û	������1û�ù	����
8������1ý��û	���ý�
J0'�6���

u = (−1, 0)
�Dÿ�ù�ù	%+��b

üDû	������ÿ��Dÿ�úDý�����������0
PKú�%+�Dÿ���;�01FKù�ú��

‖a‖2 = 1,
�ý

u = (0, a).
�6%�ù	�P

〈u, (β, y)〉 = 1,
��üDû

(β, y) ∈ A∗1.
J�ý���ü�ÿ

1 = 〈(0, a), (β, y)〉 = 〈a, y〉.

�Oý�@��ý�
-%
y = a

��þ��½ù	�ÿ�þ�úDû	���Dÿ����1ýO�1ý���
,û2���Dÿ���P
Fu

û�ü����������1ý���ý���ÿ��Dÿ
A∗1,

ù�ý�ý��þ�û	�ù	�þ�%+&fb
'�ÿ��

u,
��
,û�û	;þ��'ü

Fu = {(β, a) : |β| 6 1}.
G?�ù	&4ü�ÿ

spanFu = span {(±1, a)}.
�6%�ù	�P

(γ, z) ∈ F �
u .
J�ý���ü�ÿ)�1ý!ý����1û�üDû�úDû	�����Öý����ý���ý��Dÿ�ú�P��1ý�b

ù	�� �1ý�ú�%+����


max{|β + γ|, ‖a+ z‖2} = max{|β − γ|, ‖a − z‖2} = 1 +max{|γ|, ‖z‖2}.

\Oû	�1ý�ù	�1û�üDù	�þ�û	�����½ûcþ��J���1ù�úDû	����� �1ý��'ÿ����0þ#ÿ�&(�#����ý
γ = 0

�
z = 0.

+ �ý�ý����Dÿ��Dÿ�û	�#����ý
F �
u = {0}.

�Oý�@��ý�
-%
〈u, F �

u 〉 = 0,
�
u
�'þ�ú��	û	�ùC�5���1ý�û	����	þ��1ý�� û�ü��������1û	�$04G?���1û�üDû�ú���
=þ

Aý��ý�*��Dÿ��!û	���1û
S∗
u

ù�úDû�ü�%+&(')��
 ý�*��Dÿ���ý�
! 

S∗
u(β, y) = (β, S∗

ay),

��üDû
S∗
a *

ù	��
�
,û	������Ûþ2���'ú�P,*�û	���ý�þ�ý�
����1ý�ù	��Dÿ��1ù	�þ�û
H,

ù�ý�ý��þ�û	�ù	�þ�%+&('�ÿ��
a
$ ù�
J0,������
,û	��9�(L0

J�ý���ü�ÿ2���fü1þ�ý��1ù	�þ�û	���1ý�ù	��jù�úDû�ü�%�û	�#+���ý
Su
##ù�ý��������!û	���1ý�û6�

S∗
u

#,�'þ�ú��	û	�ùC�O����ý�
,û	����1û	�M�Dÿ
A∗,
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ù�ý�ý��þ�û	�ù	�þ�%+&('�ÿ��Öþ��½ù	�ÿ�þ�úDû	���1ý����1ýK�1ý���
,û����Dÿ����
Fu

�ÿ���ý��$#3���ý
S2
u = I,

����� @��ý�
J#�
-�1ýF�!û�b
ù	�þ�ý�þ�ù�ûL�M�1û	�1ý�ü1þ����K����� �ý��1û	�jü	ú��

Su
ù�ý�þ��Dÿ�ü�ÿ�û	Þù

spanFu ⊕ F �
u .
Jmÿ�� �'ÿ��

S∗
u(u) = S∗

u(α, a) = (α, S∗
aa) = (α, a) = u,

�ý1���1ý�û	����	þ��Dÿ���û�ü��������Dÿ
u
�'þ�ú��	û	�ùC� ��û�ý�
,û	������1û�ù	����
 ������1ý��û	���ý�
J0

PKú�%+�Dÿ���Q�02�6%�ù	�P
|α| 6= 1, ‖a‖2 6= 1

�
〈u, (β, y)〉 = 1,

��üDû
(β, y) ∈ A∗1.

J�ý���ü�ÿ

1 = αβ + 〈a, y〉 6 |α||β| + |〈a, y〉| 6 |α||β| + ‖a‖2‖y‖2 6 |α|+ ‖a‖2 = 1.

G?�ù	&4ü�ÿ
‖y‖2 = |β| = 1.

�6%�ù	�P
β = 1.

J�ý���ü�ÿ�þ��½ù	�ÿ�þ�úDû	���Dÿ�� �1ýK�1ý���
,ûI���Dÿ���P
Fu

��
,û�û	Ûþ��'ü

Fu = {(1, y) : ‖y‖2 = 1}.

FKù�ú��
(γ, z) ∈ F �

u ,
�ý1�1ý;ý����1û�üDû�úDû	����&[ý����ý���ý��Dÿ�ú�P��1ý�ù	�����
,û�û�


max{|1 + γ|, ‖y + z‖2} = max{|1− γ|, ‖y − z‖2} = 1 +max{|γ|, ‖z‖2}.

\Oû	���%�ü��1ý�þ��'üDû	�P�#����ý
z = −γy.

+ �ý;ý����Dÿ��Dÿ�û	�#3���ý

F �
u = {(γ, z) : z = −γy}.

�Oý��'ÿ��!û�
J#3���ý
〈u, F �

u 〉 = 0
�ý���ü�ÿK� �ý�ú�P���ýH�ý���ü�ÿ�#���ý���ü�ÿ

α = 1
2 , ‖a‖2 = 1

2 .�!û	�1ù	�þ����û�ú�P��1ý�# ���O�Dÿ�þ�û	�1ù	�þ#ÿ
αγ − γ〈a, y〉 = 0

þ��J�û	�'ÿ�û	�# ���ý
α = 〈a, y〉.

�Oý�@��ý�
-%/���
α+ 〈a, y〉 = 1

��
,û�û�

α = 1

2 .PÜü���%+��ý��^ù	�ý��1ý�����#
|α| + ‖a‖2 = 1,

�/�1ý�@��ý�
-%
‖a‖2 = 1

2 .
V �Dÿ������# @�úDû�
,û	��

u =
(
1
2 , a
)
,

‖a‖2 = 1
2

#��'þ�ú��	û	�ùC� ���1ý�û	����	þ��1ý��vû�ü��������1û	�$0
M6���Dÿ�þ�û	�1ù	�þ

〈2a− y, 2a− y〉 = 4(‖a‖2)
2 − 4〈a, y〉+ (‖y‖2)

2 = 4 ·
1

4
− 4 ·

1

2
+ 1 = 0

þ��J�û	�'ÿ�û	�#3���ý
y = 2a.

�Oý�@��ý�
-%

Fu =

{
(1, 2a) : ‖a‖2 =

1

2

}
.

PKúDû�üDý�þ#ÿ��û�ú�P��1ý�#
spanFu = span{(1, 2a)}

�
F �
u =

{
(γ,−2γa) : ‖a‖2 = 1

2

}
.J�û	�1û	��P�#¯ý����1û�üDû�ú��	þ �Dÿ

A
ý��ý�*��Dÿ��!û	���1û

S∗
u,
�'ÿ����vþjù�ú�%+�Dÿ�ûK;�# �1ý�ú�%+����
J# ���ý

S∗
u(u) = u.+ �ý;ý����Dÿ��Dÿ�û	�#����ýK���1ý�û	����	þ��Dÿ���û�ü��������Dÿ

u
�'þ�ú��	û	�ùC� ��û�ý�
,û	������1û�ù	����
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R?�Dÿ�úDý��������1ý��Dÿ�ù�ù	%+��ü�ÿ�� �����
β = −1

��
,û�û�
J# ���ý
u =

(
−1

2 , a
)
, ‖a‖2 = 1
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ù
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�'þ�ú��	û	�ùC��a=<�>�b"���1ý�ù	��Dÿ��1ù	�þ�ý�
J0mQ6�1ý�
,ûK�ý���ý�#A�ÿ��/�'ÿ�� þ�ùC���'ÿ��

���1ý�û	����	þ��Dÿ��jû�ü��������Dÿ
u ∈ A
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B
��{�pTpIl��¯@��4���	�

A 


�������O���6� - " ���	/��

In (n > 3)
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III,
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���������� �
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C
FKù�ú��

A * _�`�acb>G�ÿ����ý��M����Dÿ
In (n > 3),

�ý)�1ý�ý����1û�üDû�úDû	����& ù	%+'�û�ù	�þ�%+&(1�1û	��%�úDû�þ��½û
ù�þ�����ÿ������½û��1û	�1û	��ù	��
�
,û	�������þ���ÿ���
-�1ý;ý����ý���ý��Dÿ�ú�P����½û2���1ý�û	���ý��

e1, e2, e3 ∈ A.
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�
,û	������Þþ���ÿ���
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e1, e2, e3 ∈ A.

�Oý�úDýF�K��

u = e1 + e2 − e3

�
e4 =

>
− e1 − e2 − e3.

�6%�ù	�P
A =

4⊕
i,j=1

eiAej *
�Dÿ���úDýF�!û	���1û

�6���1ù�ÿ;ÿ�ú���û�*����
A.�!ý�ù	�ÿ��ý����1ýO�Dÿ�ù�ù�
,ý���1û	�P;ü1þ#ÿ�þ�ý��F
,ýF�K������ù�ú�%+�Dÿ��  

PKú�%+�Dÿ�� 9�0��6%�ù	�P
e4 = 0.
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�
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Su
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3⊕
i,j=1

eiAej
�1ýK���Dÿ�þ��'ú�%

S∗
u :




x11 x12 x13
x21 x22 x23
x31 x32 x33


 7−→




x11 −x12 −x13
−x21 x22 −x23
−x31 −x32 x33


 .

PKú�%+�Dÿ���;�0'�6%�ù	�P
e4 6= 0.
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S∗
u
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i,j=1

eiAej
�1ýK���Dÿ�þ��'ú�%

S∗
u :




x11 x12 x13 x14
x21 x22 x23 x24
x31 x32 x33 x34
x41 x42 x43 x44


 7−→




x11 −x12 −x13 −x14
−x21 x22 −x23 −x24
−x31 −x32 x33 −x34
−x41 −x42 −x43 x44


 .

Y4ý���P,
,û�
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x =




1 1 1 0
1 1 1 0
1 1 1 0
0 0 0 0


 ∈

4⊕

i,j=1
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�����
e4 = 0,

�1ý�ù�úDû�ü����1û�ù	��1ý��'ÿK�Öù	�ý�ú3*�û	��ý��ù	%�ù	�þ�%+&(�0DJ�ý���ü�ÿ

S∗
u(x) =




1 −1 −1 0
−1 1 −1 0
−1 −1 1 0
0 0 0 0
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u(x)‖ = 2.
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