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1. Ââåäåíèå. Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Öåëü íàñòîÿùåé çàìåòêè � îáîáùåíèå è ðàçâèòèå ðåçóëüòàòîâ ñòàòüè [1℄, à òàêæå

óñòàíîâëåíèå íåêîòîðûõ ñâîéñòâ äâóìåðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, íåîáõîäèìûõ ïðè

èññëåäîâàíèè ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ñèñòåì.

Îáîçíà÷èì D = {z : |z| < 1} åäèíè÷íûé êðóã êîìïëåêñíîé z-ïëîñêîñòè E, z = x+ iy,

i2 = −1; Γ = ∂D � ãðàíèöà êðóãà D; D = D∪Γ; G � îäíîñâÿçíóþ îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü

êîìïëåêñíîé ζ-ïëîñêîñòè ñ ðåãóëÿðíîé ãðàíèöåé L , G = G ∪ L ; W � îäíîñâÿçíóþ

îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü êîìïëåêñíîé ω-ïëîñêîñòè ñ ðåãóëÿðíîé ãðàíèöåé C , W = W ∪C .

Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Ck,α(Γ) êîìïëåêñíîçíà÷íûõ �óíêöèé,
èìåþùèõ íà Γ k ïðîèçâîäíûõ, ãäå k > 1 � öåëîå ÷èñëî, ïðè÷åì k-å ïðîèçâîäíûå óäîâëå-

òâîðÿþò óñëîâèþ ��åëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì α, 0 6 α 6 1. Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ïðåäïîëàãà-

åòñÿ çàäàííîé ñòàíäàðòíàÿ íîðìà (ñì., íàïðèìåð, [2, ñ. 25℄). Êàê îáû÷íî, ïðåäïîëàãàåì,

÷òî Ck,0(Γ) = Ck(Γ), C0,α(Γ) = Cα(Γ) ïðè α < 1. Âìåñòî êîíòóðà Γ â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ

ìîæåò �èãóðèðîâàòü ëþáîé äðóãîé êîíòóð ñîîòâåòñòâóþùåé ãëàäêîñòè.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîíòóð L ∈ Ck,α
, k > 1, 0 6 α 6 1, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåî-

ìîð�íîå îòîáðàæåíèå ζ = f(z) îêðóæíîñòè Γ íà L êëàññà Ck,α(Γ), òàêîå, ÷òî f ′(z) 6= 0.
Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì îáðàòíîå îòîáðàæåíèå z = f−1(ζ) áóäåò êëàññà Ck,α(L ). Â ýòîì

ñëó÷àå îòîáðàæåíèå ζ = f(z) (êàê è îáðàòíîå) íàçûâàþò äè��åîìîð�èçìîì êëàññà Ck,α
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êîíòóðîâ Γ è L . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äè��åîìîð�èçì ëþáûõ êîíòóðîâ ñîîòâåò-

ñòâóþùåé ãëàäêîñòè.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè s � äëèíà äóãè íà Γ, à σ � äëèíà äóãè íà L , òî ïðè

äè��åîìîð�èçìå èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ: ζ ′t(t) 6= 0, ãäå ζ ′t = ζ ′s · s
′

t = ζ ′s · t
′
s, t �

à��èêñ òî÷êè êîíòóðà Γ; è, ñîîòâåòñòâåííî, z′τ (τ) 6= 0, ãäå z′τ = z′σ · σ′

τ = z′σ · τ ′σ, τ �

à��èêñ òî÷êè êîíòóðà L .

Òàêæå â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîáîëåâñêèå ïðîñòðàíñòâà W k
p (G), k > 1, p > 2,

ñî ñòàíäàðòíîé íîðìîé. Çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ãîëîìîð�íûõ �óíêöèé ïðîñòðàí-

ñòâà W k
p (G) ñ èíäóöèðîâàííîé íîðìîé áóäåì îáîçíà÷àòü Ak

p(G).

Îáîáùàÿ [3, ñ. 33℄, äëÿ �óíêöèè ϕ(ζ), îïðåäåëåííîé íà L , ââåäåì îïåðàòîð Wpϕ(ω) =
W ϕ(ω) = ϕ(p(ω)), ãäå ζ = p(ω) = ζ(ω) � äè��åîìîð�íîå êëàññà Ck,α

, k > 1, 0 6 α 6 1,
îòîáðàæåíèå êîíòóðà C ∈ Ck,α

íà êîíòóð L ∈ Ck,α
. Î÷åâèäíî, W = Wp � ëèíåéíûé,

îãðàíè÷åííûé, íåïðåðûâíî îáðàòèìûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç Ck,α(L ) â Ck,α(C ).
Òàì, ãäå ýòî íå ìîæåò âûçâàòü íåäîðàçóìåíèé, èíäåêñ ó W áóäåì îïóñêàòü.

Îáîçíà÷èì

SCϕ(t) =
1

πi

∫

C

ϕ(τ)

τ − t
dτ, t ∈ C , (1)

îäíîìåðíûé ñèíãóëÿðíûé (èíòåãðàëüíûé) îïåðàòîð. Äëÿ äðóãèõ êîíòóðîâ ñîîòâåòñòâó-

þùèé îïåðàòîð îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïðåäìåòîì íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèÿ

ΨL Cϕ(t) = (W SL W
−1 − SC )ϕ(t) =

1

πi

∫

C

k(τ, t)ϕ(τ) dτ, (2)

ãäå

k(τ, t) =
ζ ′(τ)

ζ(τ)− ζ(t)
−

1

τ − t
, (3)

à òàêæå ñóïåðïîçèöèÿ

Nw(z) =

∫∫

D

[

ζ ′(t)

ζ(t)− ζ(z)
−

1

t− z

]

∂z̄w(ζ(z)) dx dy, (4)

ãäå ζ = ζ(z) � îäíîëèñòíîå êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå D íà G.

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ýòîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Åñëè ζ(t) ∈ C1,α(C ), 0 < α 6 1, ϕ(t) ∈ C0,β(C ), 0 < β 6 1, µ = α+ β 6 2,
òî ïðè µ < 1 ΨL Cϕ(t) ∈ Cµ(C ), ïðè÷åì

‖ΨL Cϕ(t)‖Cµ(C ) 6 const‖ϕ(t)‖C0,β (C ), (5)

ãäå êîíñòàíòà çàâèñèò ëèøü îò ‖ζ‖C1,α(C ).

Åñëè µ = 1, òî ΨL Cϕ(t) ∈ Cµ−ε(C ) äëÿ ëþáîãî ε, 0 < ε < µ ñ âûïîëíåíèåì îöåíêè,

àíàëîãè÷íîé (5).

Åñëè µ > 1, òî ΨL Cϕ(t) ∈ C1,µ−1(C ), ïðè÷åì

‖ΨL Cϕ(t)‖C1,µ−1(C ) 6 const‖ϕ(t)‖C0,β (C ), (6)

ãäå êîíñòàíòà çàâèñèò ëèøü îò ‖ζ‖C1,α(C ).
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Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ζ(t) ∈ C1,α(C ), 0 < α 6 1, ϕ(t) ∈ C1,β(C ), 0 < β 6 1, òî
ΨL Cϕ(t) ∈ C1,α(C ), ïðè÷åì

‖ΨL Cϕ(t)‖C1,α(C ) 6 const‖ϕ(t)‖C0,1(C ) 6 const‖ϕ(t)‖C1,β (C ), (7)

ãäå êîíñòàíòà çàâèñèò ëèøü îò ‖ζ‖C1,α(C ).

Çàìå÷àíèå 1. Â [1℄ äîêàçàí ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû 1, êîãäà L è C � åäèíè÷íûå

îêðóæíîñòè.

Êàê ïîêàçûâàþò ïðèìåðû (ñì. [1℄), ïðè ζ(t) ∈ C1,α(C ) ïîêàçàòåëü α â ëåâîé ÷àñòè (7)

íå óëó÷øàåì â òîì ñìûñëå, ÷òî ñóùåñòâóþò �óíêöèè ζ(t) ∈ C1,α(C ), ϕ(t) ∈ C1,α(C )
òàêèå, ÷òî ΨL Cϕ(t) ∈ C1,α(C ), íî ΨL Cϕ(t) 6∈ C1,γ(C ) ïðè ëþáîì γ, 1 > γ > α.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü G ∈ C1
α, 0 < α < 1, ζ = ζ(z) � îäíîëèñòíîå êîí�îðìíîå îòîáðà-

æåíèå D íà G, w(ζ) ∈ W 1
s (G), s > 2. Òîãäà ïðè αs < 2 Nw(z) ∈ A1

q(D), ãäå q = 2s
2−αs

,

è

‖Nw(z)‖W 1
q (D) 6 const‖∂ζ̄w‖Ls(G), (8)

ïðè÷åì const îò w íå çàâèñèò.

2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

Â ðàññóæäåíèÿõ ðàáîòû [1℄ íèãäå íå èñïîëüçóåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî L � åäèíè÷-

íàÿ îêðóæíîñòü, ò. å. â [1℄ òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ îïåðàòîðà

ΨLΓϕ(t) =
1

πi

∫

Γ

[

f ′(τ)

f(τ)− f(t)
−

1

τ − t

]

ϕ(τ) dτ. (9)

Ñäåëàâ â (9) çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ τ = f−1(η), ïîëó÷èì (î çàìåíå ïå-

ðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ â ñèíãóëÿðíîì èíòåãðàëå ñì., íàïðèìåð, [4, ñ. 31℄):

ΨLΓϕ(t) = −ΨΓLϕ(f−1(ζ)) = −ΨΓL Wf−1ϕ(ζ).

Òàê êàê W � ëèíåéíûé èçîìîð�èçì ïðîñòðàíñòâ Ck,α(C ) è Ck,α(Γ), òî îòñþäà ïîëó÷àåì
ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 1 è äëÿ ΨΓL .

Ïóñòü òåïåðü ω = g(t) � C1,α
-äè��åîìîð�èçì Γ íà C , à ζ = f(t) = p(g(t)) � C1,α

-

äè��åîìîð�èçì Γ íà L . Èç (2) èìååì

WgΨL Cϕ(t) = ΨL Cϕ(g(t)) =
1

πi

∫

Γ

[

1

τ − t
−

g′(τ)

g(τ) − g(t)

]

ϕ(g(τ)) dτ

+
1

πi

∫

Γ

[

f ′(τ)

f(τ)− f(t)
−

1

τ − t

]

ϕ(g(τ)) dτ.

Òàêèì îáðàçîì,

ΨL Cϕ(t) = −Wg−1ΨCΓWgϕ(t) + Wg−1ΨLΓWgϕ(t)

è âîïðîñ ñâåäåí ê óæå ðàññìîòðåííîìó ÷àñòíîìó ñëó÷àþ.

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2

Ëåììà 1. Ïóñòü G ∈ C1
α, 0 < α < 1, L = ∂G, D � åäèíè÷íûé êðóã, ∂D = Γ,

ζ = ζ(z) � îäíîëèñòíîå êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå D íà G, w(ζ) ∈ W 1
s (G), s > 2.

Òîãäà èìååò ìåñòî �îðìóëà

Nw(z) =

∫∫

D

[

ζ ′(t)

ζ(t)− ζ(z)
−

1

t− z

]

∂z̄w(ζ(z)) dx dy

=
1

2i

∫

Γ

[

ζ ′(t)

ζ(t)− ζ(z)
−

1

t− z

]

w(ζ(t)) dt, t = x+ iy. (10)

⊳ Â ñèëó �îðìóëû Ïîìïåéþ [2, ñ. 57℄ èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

w(ζ) = −
1

π

∫∫

G

wτ̄ (τ)

τ − ζ
dξ dη +

1

2πi

∫

L

w(τ)

τ − ζ
dτ, τ = ξ + iη, (11)

w(ζ(z)) = −
1

π

∫∫

D

wt̄(ζ(t))

t− z
dx dy +

1

2πi

∫

Γ

w(ζ(t))

t− z
dt, t = x+ iy. (12)

Îòìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå Êåëëîãà [2, ãë. 1, � 2℄ ζ(z) ∈ C1
α(D).

Ïåðåéäåì â èíòåãðàëàõ �îðìóëû (11) ê ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ t, τ = ζ(t), è
çàìåíèì ζ íà ζ(z):

w(ζ(z)) = −
1

π

∫∫

D

wt̄(ζ(t)) · ζ
′(t)

ζ(t)− ζ(z)
dx dy +

1

2πi

∫

Γ

w(ζ(t)) · ζ ′(t)

ζ(t)− ζ(z)
dt.

Âû÷èòàÿ èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà (12), ïîëó÷èì (10). ⊲

Ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.

⊳ Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Èç �îðìóëû (10) î÷åâèäíî, ÷òî ∂z̄Nw(z) ≡ 0, òàê
÷òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ∂zNw(z) ∈ Lq(D).

Ïðîäè��åðåíöèðóåì (11) è (12) ñîîòâåòñòâåííî ïî ζ è z:

∂ζw(ζ) = −
1

π

∫∫

G

wτ̄ (τ)

(τ − ζ)2
dξ dη +

1

2πi

∫

L

w(τ)

(τ − ζ)2
dτ, (13)

∂zw(ζ(z)) = −
1

π

∫∫

D

wt̄(ζ(t))

(t− z)2
dx dy +

1

2πi

∫

Γ

w(ζ(t))

(t− z)2
dt. (14)

Äâîéíûå èíòåãðàëû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ �îðìóë ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà-

÷åíèÿ, è âñå ñëàãàåìûå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ïðèíàäëåæàò ñîîòâåòñòâåííî êëàññàì Ls(G)
è Ls(D) [2, ãë. 1, �� 8, 9℄.

Ïîñêîëüêó ζ = ζ(z) � êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå, �îðìóëà çàìåíû ïåðåìåííîé â äâîé-

íîì ñèíãóëÿðíîì èíòåãðàëå â (13) èìååò îáû÷íûé âèä [5, ãë. 2, � 5, ï.ï. 4,5℄. Òàê æå, êàê

è âûøå, ïåðåéäåì â (13) ê ïåðåìåííûì t, z:

∂zw(ζ(z)) = −
1

π

∫∫

D

wt̄(ζ(t))ζ
′(t)ζ ′(z)

(ζ(t)− ζ(z))2
dx dy +

1

2πi

∫

Γ

w(ζ(t))ζ ′(t)

(ζ(t)− ζ(z))2
dt. (15)
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Âû÷èòàÿ (14) èç (15), ñ ó÷åòîì (10) ïîëó÷èì

∂zNw(z) = −
1

π

∫∫

D

[

ζ ′(t)ζ ′(z)

(ζ(t)− ζ(z))2
−

1

(t− z)2

]

wt̄(ζ(t)) dx dy ∈ Ls(D).

Äàëåå èìååì [1℄

∣

∣

∣

∣

ζ ′(t)ζ ′(z)

(ζ(t)− ζ(z))2
−

1

(t− z)2

∣

∣

∣

∣

6
const

|t− z|2−α
,

ãäå const çàâèñèò ëèøü îò ‖ζ(z)‖C1
α(D).

Îòñþäà è èç ∂z̄w(ζ(z)) ∈ Ls(D) ïîëó÷àåì ∂zNw(z) ∈ Lq(D) [6, ãë. 5, ï. 1.2℄ è

‖∂zNw(z)‖Lq (D) 6 const‖∂ζ̄w‖Ls(G). (16)

Òàêæå èìååì íåðàâåíñòâî (ñì. [2, ñ. 54℄):

‖Nw(z)‖C(D) 6 const‖∂ζ̄w‖Ls(G). (17)

Ñîïîñòàâëÿÿ (16) è (17), ïîëó÷èì (8). Òåîðåìà 2 äîêàçàíà. ⊲
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