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Аннотация. Исследуются вопросы 2p-устойчивости (1 6 p < ∞) систем двух линейных дифферен-
циальных уравнений Ито с запаздываниями и с импульсными воздействиями по одной компоненте
решений на основе теории положительно обратимых матриц. Для этого применяются идеи и мето-
ды, разработанные Н. В. Азбелевым и его учениками для исследования вопросов устойчивости де-
терминированных функционально-дифференциальных уравнений. Приводятся достаточные условия
2p-устойчивости и экспоненциальной 2p-устойчивости (1 6 p < ∞) систем двух линейных дифферен-
циальных уравнений Ито с запаздываниями и с импульсными воздействиями по одной компоненте
решений в терминах положительной обратимости матриц, построенных по параметрам исходных си-
стем. Проверяется выполнимость этих условий для конкретных уравнений. Получены достаточные
условия экспоненциальной моментной устойчивости системы двух детерминированных линейных
дифференциальных уравнений с постоянными запаздываниями и коэффициентами с импульсными
воздействиями по одной компоненте решений в терминах параметров этой системы. Показано, что
в этом случае из общих утверждений можно получить новые результаты для исследуемой системы.
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1. Введение

Стохастические дифференциальные уравнения описывают многие реальные, прак-
тически важные задачи современной физики, биологии, экономики, кибернетики и т. д.
Импульсные дифференциальные уравнения Ито с последействием являются хорошей
математической моделью для финансовых процессов. Среди различных вопросов, воз-
никающих при решении таких задач, один из важнейших — вопрос об устойчивости
решений стохастических функционально-дифференциальных уравнений с импульсными
воздействиями.
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Исследования устойчивости систем со случайными параметрами приобрели широкий
размах после появления в 1960 г. работы И. Я. Каца и Н. Н. Красовского, в которой да-
ны основополагающие определения стохастической устойчивости и впервые применены
функции Ляпунова в исследованиях вопросов устойчивости для таких систем. Исследо-
ванию вопросов устойчивости для уравнений Ито с последействием методом функциона-
лов Ляпунова — Красовского — Разумихина посвящено большое количество работ как
отечественных, так и зарубежных математиков. Достаточно полный их список приве-
ден в монографиях [1–4]. Однако применение этих методов во многих случаях встреча-
ло серьезные трудности. Поэтому эффективные признаки устойчивости обычно удава-
лось доказывать лишь для сравнительно узких классов стохастических функционально-
дифференциальных уравнений. В детерминированном случае при исследовании вопро-
сов устойчивости высокую эффективность показал метод вспомогательных или «модель-
ных» уравнений — «W -метод» Н. В. Азбелева. Этот метод применительно к стохасти-
ческим функционально-дифференциальным уравнениям развит автором данной статьи.
Он является, в принципе, универсальным методом. Это не означает, конечно, что он все-
гда дает наилучшие результаты. Однако, по крайней мере, этот метод может помочь во
многих «безнадежных» ситуациях, где трудно использовать более традиционный «ин-
струментарий». Этот метод позволяет обойти некоторые трудности традиционных схем,
возникающие при изучении вопросов устойчивости для уравнений с неограниченными
запаздываниями, со случайными коэффициентами и запаздываниями, а также с им-
пульсными воздействиями. Устойчивость решений по Ляпунову относительно начальной
функции для детерминированных импульсных дифференциальных уравнений исследо-
валась в работах [5–8]. Для импульсных дифференциальных уравнений Ито с после-
действием вопросы устойчивости решений по начальной функции ранее, по-видимому,
другими авторами не рассматривались. Некоторым вопросам устойчивости решений для
систем линейных дифференциальных уравнений Ито с последействием и с импульсными
воздействиями по всем компонентам решений посвящены работы [9–12]. В этих работах
исследование проведено по аналогии с работой [8], т. е. методом вспомогательных или
«модельных» уравнений, который подробно изложен в работах [13–15].

В настоящей работе изучаются вопросы 2p-устойчивости и экспоненциальной 2p-ус-
тойчивости (1 6 p < ∞) для систем двух линейных дифференциальных уравнений Ито
с запаздываниями и с импульсными воздействиями по одной компоненте решений. При
этом применяются принципы метода вспомогательных уравнений и теория положитель-
но обратимых матриц. Отличие от классического метода вспомогательных уравнений
состоит в том, что каждое уравнение системы преобразуется независимо от остальных, а
каждая компонента решения оценивается отдельно. Такой подход, в сочетании с теорией
положительно обратимых матриц, позволяет получить новые результаты, в том числе и
в детерминированном случае, а также эффективно исследовать вопросы устойчивости
для уравнений с импульсными воздействиями.

2. Предварительные сведения и объект исследования

Пусть (Ω,F , (F )t>0 , P ) — стохастический базис; k2 — линейное пространство 2-мер-
ных F0-измеримых случайных величина; Bi, i = 2, . . . ,m, — независимые стандартные
винеровские процессы согласованные с потоком (F )t>0; 1 6 p < ∞; cp — положительное
число, зависящее от p [16, с. 65] и используемое в оценке (3); E — символ математического
ожидания; E — единичная 2×2-матрица; | · | — норма в R2; ‖ · ‖ — норма 2×2-матрицы,
согласованная с нормой в R2; ‖·‖X — норма в нормированном пространстве X; µ — мера
Лебега на [0,+∞).
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Пусть B = (bij)
2
i,j=1 — 2×2-матрица. Матрица B называется неотрицательной, если

bij > 0, i, j = 1, 2, и положительной, если bij > 0, i, j = 1, 2.
Очевидно, что матрица B = (bij)

2
i,j=1 с b12 6 0, b21 6 0 положительно обратима, ес-

ли главные диагональные миноры матрицы B положительны. В рамках этой статьи мы
будем пользоваться этим признаком положительной обратимости 2×2-матрицы с непо-
ложительными внедиаганальными элементами. Более общие признаки положительной
обратимости матриц можно найти в [17].

В данной работе исследуются вопросы устойчивости для системы двух линейных
дифференциальных уравнений Ито с запаздываниями и с импульсными воздействиями
по одной компоненте решений вида

dx(t) = −
m1∑

j=1

A1j(t)x(h1j(t)) dt +

m∑

i=2

mi∑

j=1

Aij(t)x(hij(t)) dBi(t) (t > 0),

x2(µj) = Bjx2(µj − 0), j = 1, 2, 3, . . . , почти наверно (п. н.),

(1)

относительно начальных данных

x(t) = ϕ(t) (t < 0), (1a)

x(0) = b, (1b)

где
1) x = col(x1, x2) — 2-мерный неизвестный случайный процесс;
2) Aij = (aijsk)

2
s,k=1 — 2× 2-матрица при i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . ,mi, элементами

матриц A1j , j = 1, . . . ,m1, являются прогрессивно измеримые скалярные случайные
процессы, траектории которых п. н. локально суммируемы, а элементами матриц Aij ,
i = 2, . . . ,m, j = 1, . . . ,mi, являются прогрессивно измеримые скалярные случайные
процессы, траектории которых п. н. локально суммируемы с квадратом;

3) hij , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . ,mi, — измеримые по Борелю функции, заданные
на [0,∞) такие, что hij(t) 6 t (t ∈ [0,∞)) µ-почти всюду, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . ,mi;

4) µj , j = 1, 2, 3, . . . , — действительные числа такие, что 0 = µ0 < µ1 < µ2 < . . . ,
limj→∞ µj = ∞;

5) Bj, j = 1, 2, 3, . . . , — отличные от нуля действительные числа;
6) ϕ = col(ϕ1, ϕ2) — F0-измеримый 2-мерный случайный процесс;
7) b = col(b1, b2) — F0-измеримая 2-мерная случайная величина, т. е. b ∈ k2.
Пусть в дальнейшем: D2 — линейное пространство 2-мерных прогрессивно измери-

мых случайных процессов на [0,+∞), траектории которых п. н. непрерывно справа и
имеют пределы слева; L2 — линейное пространство 2-мерных случайных процессов на
(−∞, 0), которые не зависят от винеровских процессов Bi, i = 2, . . . ,m, и имеет п. н. огра-
ниченные в существенном траектории; γ : [0,+∞) → R1 — положительная непрерывная
функция.

Решение задачи (1), (1a), (1b) это 2-мерный случайный процесс x = col(x1, x2) из
пространства D2 такой, что x2(µj) = Bjx2(µj − 0), j = 1, 2, 3, . . . , п. н. и

x(t) = x(µj)−
m1∑

j=1

t∫

µj

A1j(s)x(h1j(s))ds+

m∑

i=2

mi∑

j=1

t∫

µj

Aij(s)x(hij(s))dBi(s)

(t ∈ [µj , µj+1)), j = 0, 1, 2, 3, . . . ,

x(0) = b, x(t) = ϕ(t) (t < 0),

где интегралы понимаются в смысле Лебега и Ито соответственно.
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Отметим, что при сделанных предположениях задача (1), (1a), (1b) имеет един-
ственное решение [18]. Обозначим через x(t, b, ϕ) решение системы (1), удовлетворяю-
щее условиям (1a) и (1b), т. е. x(t, b, ϕ) = ϕ(t) при t < 0 и x(0, b, ϕ) = b. Очевидно, что
x(·, b, ϕ) ∈ D2.

Введем следующие обозначения линейных нормированных подпространств про-
странств D2, k2, L2:

Mγ
p =

{
x : x ∈ D2, ‖x‖Mγ

p

def
= sup

t>0

(
E |γ(t)x(t)|p

)1/p
< ∞

} (
M1

p = Mp

)
;

k2p =
{
α : α ∈ k2, ‖α‖k2p

def
=
(
E|α|p

)1/p
< ∞

}
;

L2
p =

{
ϕ : ϕ ∈ L2, ‖ϕ‖L2

p

def
= vrai sup

ν<0

(
E|ϕ(ν)|p

)1/p
< ∞

}
.

Определение 1. Систему (1) называют:
– p-устойчивой относительно начальных данных, если для любого ǫ > 0 найдется

такое δ(ǫ) > 0, что при любых b ∈ k2p, ϕ ∈ L2
p и ‖b‖k2p + ‖ϕ‖L2

p
< δ(ǫ) будет выполнено

неравенство (E|x(t, b, ϕ)|p)1/p 6 ǫ для любого t > 0;
– асимптотически p-устойчивой относительно начальных данных, если оно p-ус-

тойчиво, и, кроме того, для любых b ∈ k2p , ϕ ∈ L2
p и ‖b‖k2p + ‖ϕ‖L2

p
< δ(ǫ) будет

limt→+∞(E|x(t, b, ϕ)|p)1/p = 0;
– экспоненциально p-устойчивой относительно начальных данных, если существу-

ют положительные числа K, λ такие, что для решений x(t, b, ϕ) задачи (1), (1a), (1b)
выполнено неравенство (E|x(t, b, ϕ)|p)1/p 6 K exp{−λt}(‖b‖k2p + ‖ϕ‖L2

p
) (t > 0).

Заметим, что в предыдущих определениях величина b — случайная величина, ϕ —
случайный процесс. В известных определениях их считают детерминированными.

Определение 2. Систему (1) назовем M
γ
p -устойчивым, если для любых b ∈ k2p ,

ϕ ∈ L2
p для решения задача (1), (1a), (1b) x(·, b, ϕ) имеем x(·, b, ϕ) ∈ M

γ
p и выполнено

неравенство ∥∥x(·, b, ϕ)
∥∥
Mγ

p
6 c
(
‖b‖k2p + ‖ϕ‖L2

p

)
(2)

для некоторого положительного числа c.
Очевидно, что
– из Mp-устойчивости системы (1) следует p-устойчивость этой же системы относи-

тельно начальных данных;
– из M

γ
p -устойчивости сиситемы (1) (где γ(t) > δ > 0 (t > 0) и limt→+∞ γ(t) =

+∞) следует асимптотическая p-устойчивость этой же системы относительно начальных
данных;

– из M
γ
p -устойчивости ситемы (1) (где γ(t) = exp{λ}, λ — некоторое положительное

число) следует экспоненциальная p-устойчивость этой же системы относительно началь-
ных данных.

Лемма 1. Пусть f(s) — скалярный случайный процесс, интегрируемый по винеров-

скому процессу B(s) на отрезке [0, t]. Тогда справедливо неравенство

(
E

∣∣∣∣∣

t∫

0

f(s) dB(s)

∣∣∣∣∣

2p)1/2p

6 cp

(
E

( t∫

0

|f(s)|2 d(s)
)p)1/2p

, (3)

где cp — некоторое число, зависящее от p.

Справедливость неравенства (3) следует из неравенства 4 работы [16, с. 65], где при-
ведено и конкретное выражение для cp.
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Лемма 2. Пусть g(s) — скалярная функция на [0,∞), квадрат которой локально

суммируем, f(s) — скалярный случайный процесс такой, что sups>0(E|f(s)|2p)1/2p < ∞.

Тогда справедливы следующие неравенства

sup
t>0

(
E

∣∣∣∣∣

t∫

0

g(s)f(s) ds

∣∣∣∣∣

2p)1/2p

6 sup
t>0

( t∫

0

|g(s)| ds
)
sup
s>0

(
E |f(s)|2p

)1/2p
, (4)

sup
t>0

(
E

∣∣∣∣∣

t∫

0

(g(s))2(f(s))2 ds

∣∣∣∣∣

p)1/2p

6 sup
t>0

( t∫

0

(g(s))2 ds

)1/2

sup
s>0

(
E |f(s)|2p

)1/2p
. (5)

Справедливость леммы доказана в работе [19].

3. Метод исследования

Как было отмечено во введении, устойчивость системы (1) будем проверять преобра-
зованием системы (1), с помощью вспомогательного (модельного) уравнения, в другое,
более простое, уравнение, для которого непосредственно можно проверить условия, обес-
печивающие устойчивость систем (1).

Наряду с системой (1) рассмотрим систему двух линейных обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений с импульсными воздействиями по одной компоненте решений
вида

dx(t) =
[
B(t)x(t) + f(t)

]
dt (t > 0),

x2(µj) = Bjx2(µj − 0), j = 1, 2, 3, . . . ,
(6)

где B(t) — 2×2-матрица, элементы которой измеримые по Лебегу функция и f(t) —
2-мерная измеримая по Лебегу функция, Bj , µj , j = 1, 2, 3, . . . , — те же самые величины,
что и для системы (1).

Для системы (6) рассмотрим соответствующую линейную однородную систему вида

dx(t) = B(t)x(t) (t > 0)

x2(µj) = Bjx2(µj − 0), j = 1, 2, 3, . . .
(7)

Определение 3. 2×2-матрица X(t) (t > 0), столбцы которой являются решениями
системы (7) и X(0) = E, назовем фундаментальной матрицей для системы (6).

В силу того, что через любое x0 ∈ R
n проходит единственное решение системы (7),

имеем detX(t) 6= 0 при t > 0.
Непосредственно, методом вариации постоянных, можно убедится в справедливости

следующей леммы.

Лемма 3. Для решения системы (6), проходящего через x0, имеет место представ-

ление

x(t) = X(t)x0 +

t∫

0

X(t)X(s)−1f(s) ds (t > 0).

Используя систему (6) и лемму 3, задачу (1), (1a), (1b) можно записать в следующем
эквивалентном виде:

x(t) = X(t)b + (Θx)(t) + (Cϕ)(t) (t > 0), (8)
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где

(Θx)(t) =

t∫

0

X(t)X(s)−1

[
B(s)−

m1∑

j=1

A1j(s) x̄(h1j(s))

]
ds

+

t∫

0

X(t)X(s)−1
m∑

i=2

mi∑

j=1

Aij(s) x̄(hij(s)) dBi(s),

(Cϕ)(t) =

t∫

0

X(t)X(s)−1

[
−

m1∑

j=1

A1j(s) ϕ̄(h1j(s))

]
ds

+

t∫

0

X(t)X(s)−1
m∑

i=2

mi∑

j=1

Aij(s) ϕ̄(hij(s)) dBi(s),

где x̄(t) — неизвестный 2-мерный случайный процесс на (−∞,∞) такой, что x̄(t) = 0 при
t < 0, и ϕ̄(t) — известный 2-мерный случайный процесс на (−∞,∞) такой, что ϕ̄(t) = ϕ(t)
при t ∈ (−∞, 0) и ϕ̄(t) = 0 при t ∈ [0,+∞).

Приведем следующую теорему, которая следует из результатов работы [9], а также в
справедливости которой можно убедиться и непосредственно.

Теорема 1. Пусть при любых b ∈ k2p, ϕ ∈ L2
p для системы (8) имеем

‖Xb‖Mγ
p
6 c1‖b‖knp , ‖Θx‖Mγ

p
6 c2‖x‖Mγ

p
, ‖Cϕ‖Mγ

p
6 c3‖ϕ‖L2

p
,

где c1, c2, c3 — некоторые положительнее числа и c2 < 1. Тогда система (1)Mγ
p -устойчиво.

На основе этой теоремы в работе [9] получены достаточные условия p-устойчивости
относительно начальных данных систем вида (1) в терминах параметров этих систем.

Для x(t) = col(x1(t), x2(t)) (t > 0) обозначим x̄
γ
i = supt>0(E|γ(t)xi(t)|p)1/p, i = 1, 2,

x̄γ = col(x̄γ1 , x̄
γ
2).

Пусть для некоторого γ(t), t ∈ [0,∞), переходя к оценкам в каждом уравнении си-
стемы (8), нам удалось получить матричное неравенство следующего вида:

E x̄γ 6 Cx̄γ + c̄ ‖b‖knp Ê + ĉ ‖ϕ‖L2
p
Ê, (9)

где C — некоторая 2×2-матрица, c̄, ĉ — некоторые положительные числа, Ê — 2-мерный
вектор, все элементы которой равны единице. Тогда справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Если матрица E −C положительно обратима, то система (1) Mγ
p -устой-

чива.

⊳ В предположениях теоремы мы имеем: матрица E − C положительно обратима.
Следовательно, неравенство (9) можно переписать в следующем виде:

E x̄γ 6
(
E − C

)−1(
c̄ ‖b‖knp Ê + ĉ ‖ϕ‖L2

p
Ê
)
.

Тогда из предыдущего неравенства получаем
∣∣x̄γ
∣∣ 6 K

(
‖b‖knp + ‖ϕ‖L2

p

)
, (10)

где K = ‖(Ē − C)−1‖ |Ê|max{c̄, ĉ}. Поскольку x(t, b, ϕ) = x(t) и ‖x(·, b, ϕ)‖Mγ
p
6 |x̄γ |, то

из неравенства (10) следует, что для любых b ∈ k2p, ϕ ∈ L2
p имеем

∥∥x(·, b, ϕ)
∥∥
Mγ

p
6 c
(
‖b‖knp + ‖ϕ‖L2

p

)
,

где c — некоторое положительное число. Следовательно, система (1) M
γ
p -устойчиво. ⊲
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В следующем параграфе на основе теоремы 2 будут получены достаточные условия
M

γ
2p-устойчивости системы (1) в терминах параметров этой системы.

4. Экспоненциальная устойчивость

В дальнейшем предположим, что γ(t) = exp{λt} (t ∈ [0,∞)), где λ — некоторое
положительное число, 0 6 t − hij(t) 6 τij (t ∈ [0,∞)) µ-почти всюду при i = 1, . . . ,m,
j = 1, . . . ,mi, для некоторых положительных чисел τij , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . ,mi,
существуют индексы Is ∈ {1, . . . ,m1}, s = 1, 2, и положительные числа ρ, σ, B, ās, ā

ij
sk,

i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . ,mi, s, k = 1, 2, такие, что для системы (1) имеют место следующие
неравенства:

|Bj | 6 B, j = 1, 2, . . . , ρ 6 µj+1 − µj 6 σ при j = 1, 2, . . . ,
∣∣aijsk(t)

∣∣ 6 ā
ij
sk, t ∈ [0,+∞), i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . ,mi, s, k = 1, 2, P×µ-почти всюду,
∑

k∈Is

a1kss (t) > ās, t ∈ [0,+∞), s = 1, 2, P×µ-почти всюду,

и для некоторого положительного числа D выполнено неравенство

exp{−ā2t}
∏

0<µj6t

|Bj| < D при t ∈ [0,+∞).

Пусть C — 2×2-матрица, элементы которой определены следующим образом:

c11 = 1− 1

ā1

[
∑

k∈I1

m1∑

j=1

ā1k11τ1k ā
1j
11 +

m1∑

j=1, j /∈I1

ā
1j
11

]

− cp

(
1

2ā1

)1/2
[
∑

k∈I1

m∑

i=2

mi∑

j=1

ā1k11
√
τ1k ā

ij
11 +

m∑

i=2

mi∑

j=1

ā
ij
11

]
,

c12 = − 1

ā1

[
∑

k∈I1

m1∑

ν=1

ā1k11τ1k ā
1ν
12 +

m1∑

ν=1

ā1ν12

]

− cp

(
1

2ā1

)1/2
[
∑

k∈I1

m∑

i=2

mi∑

ν=1

ā1k11
√
τ1k ā

iν
12 +

m∑

i=2

mi∑

ν=1

āiν12

]
,

c22 = 1− max{1, B}(1 − exp{−ā2σ})
ā2(1− exp{−ā2ρ}B)

[
∑

k∈I2

m1∑

j=1

ā1k22τ1k ā
1j
22 +

m1∑

j=1, j /∈I2

ā
1j
22

]

− cp

(
max{1, B2}(1 − exp{−2ā2σ})

2ā2(1− exp{−2ā2ρ}B2)

)1/2
[
∑

k∈I2

m∑

i=2

mi∑

j=1

ā1k22
√
τ1k ā

ij
22 +

m∑

i=2

mi∑

j=1

ā
ij
22

]
,

c21 = −max{1, B}(1 − exp{−ā2σ})
ā2(1− exp{−ā2ρ}B)

[
∑

k∈I2

m1∑

ν=1

ā1k22τ1k ā
1ν
21 +

m1∑

ν=1

ā1ν21

]

− cp

(
max{1, B2}(1 − exp{−2ā2σ})

2ā2(1− exp{−2ā2ρ}B2)

)1/2
[
∑

k∈I2

m∑

i=2

mi∑

ν=1

ā1k22
√
τ1k ā

iν
21 +

m∑

i=2

mi∑

ν=1

āiν21

]
.
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Теорема 3. Если c11 > 0, c11c22 − c12c21 > 0, то система (1) M
γ
2p-устойчива для

некоторого положительного числа λ.

⊳ Систему (1) с условиями (1a) запишем в следующем виде:

dx̄s(t) = −
m1∑

j=1

2∑

k=1

a
1j
sk(t)

[
x̄k(h1j(t)) + ϕ̄k(h1j(t))

]
dt

−
m∑

i=2

mi∑

j=1

2∑

k=1

a
ij
sk(t)

[
x̄k(hij(t)) + ϕ̄k(hij(t))

]
dBi(t) (t > 0), s = 1, 2,

x̄2(µj) = Bj x̄2(µj − 0), j = 1, 2, 3, . . . , п. н.,

(11)

где x̄s(t) — неизвестный скалярный случайный процесс на (−∞,∞) такой, что x̄s(t) = 0
при t < 0, и ϕ̄s(t) — известный скалярный случайный процесс на (−∞,∞) такой, что
ϕ̄s(t) = ϕs(t) при t ∈ [−σ̂, 0) и ϕ̄s(t) = 0 при t ∈ (−∞,−σ̂) ∪ [0,+∞) для s = 1, 2
и σ̂ = max{τij , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . ,mi}. Обозначим через x̄(t, b, ϕ̄) решение систе-
мы (11), удовлетворяющее условию (1b). Очевидно, что решение задачи (11), (1b) при
t > 0 совпадает с решением задачи (1), (1a), (1b), т. е. x(t, b, ϕ) = x̄(t, b, ϕ̄) при t > 0.

Если в системе (11) сделать замену x̄s(t) = exp{−λt}ys(t), где ys(t) — неизвестный
скалярный случайный процесс на (−∞,∞) такой, что ys(t) = 0 при t < 0, 0 < λ <

min{ās, s = 1, 2} для s = 1, 2, то получим систему

dys(t)=

[
λys(t)−

m1∑

j=1

2∑

k=1

a
1j
sk(t)

[
exp{λ(t− h1j(t))} yk(h1j(t)) + exp{λt}ϕ̄k(h1j(t))

]]
dt

+

m∑

i=2

mi∑

j=1

2∑

k=1

a
ij
sk(t)

[
exp{λ(t− hij(t))} yk(hij(t)) + exp{λt}ϕ̄k(hij(t))

]
dBi(t)

(t > 0), s = 1, 2,

y2(µj) = Bjy2(µj − 0), j = 1, 2, 3, . . . , п. н.

(12)

Положив ηs(t) =
∑

k∈Is
a1kss (t) exp{λ(t − h1k(t))} − λ при s = 1, 2 и учитывая, что∫ t

h1k(t)
dys(τ) = ys(t) − ys(h1k(t)), k ∈ Is, систему (12) можно переписать в следующем

виде:

dys(t) =

[
− ηs(t)ys(t) +

∑

k∈Is

a1kss (t) exp{λ(t− h1k(t))}

×
t∫

h1k(t)

dys(τ) +
∑

k∈Is

a1kss (t) exp{λt}ϕ̄s(h1k(t))

+

m1∑

j=1

2∑

k=1, k 6=s при j∈Is

a
1j
sk(t)

[
exp{λ(t− h1j(t))} yk(h1j(t)) + exp{λt}ϕ̄k(h1j(t))

]]
dt

+
m∑

i=2

mi∑

j=1

2∑

k=1

a
ij
sk(t)

[
exp{λ(t− hij(t))} yk(hij(t)) + exp{λt}ϕ̄k(hij(t))

]
dBi(t)

(t > 0), s = 1, 2,

y2(µj) = Bjy2(µj − 0), j = 1, 2, 3, . . . , п. н.

(13)
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Подставляя выражение для dys(t) из правой части s-го уравнения системы (12) в s-е
уравнение системы (13) при s = 1, 2, получим

dys(t) =

[
− ηs(t)ys(t) +

∑

k∈Is

a1kss (t) exp{λ(t− h1k(t))}

×
t∫

h1k(t)

{[
λys(τ) +

m1∑

j=1

2∑

k=1

a
1j
sk(τ)

[
exp{λ(τ − h1j(τ))} yk(h1j(τ))

+ exp{λτ}ϕ̄k(h1j(τ))
]]
dτ +

m∑

i=2

mi∑

j=1

2∑

k=1

a
ij
sk(τ)

[
exp{λ(τ − hij(τ))} yk(hij(τ))

+ exp{λτ}ϕ̄k(hij(τ))
]
dBi(τ)

}
+
∑

k∈Is

a1kss (t) exp{λt}ϕ̄s(h1k(t))

+

m1∑

j=1

2∑

k=1,
k 6=s при j∈Is

a
1j
sk(t)

[
exp{λ(t− h1j(t))} yk(h1j(t)) + exp{λt}ϕ̄k(h1j(t))

]]
dt

+
m∑

i=2

mi∑

j=1

2∑

k=1

a
ij
sk(t)

[
exp{λ(t− hij(t))} yk(hij(t)) + exp{λt}ϕ̄k(hij(t))

]
dBi(t)

(t > 0), s = 1, 2, y2(µj) = Bjy2(µj − 0), j = 1, 2, 3, . . . ,п. н.

(14)

Из системы (14) с учетом условия (1b), обозначая

m1(t, ς) = exp

{
−

t∫

ς

µ1(ζ)dζ

}
, m2(t, ς) = exp

{
−

t∫

ς

µ1(ζ)dζ

}
⊓

ς<µj6t
Bj ,

представлением для решений скалярных линейных дифференциальных уравнений Ито
с импульсными воздействиями [9] получим систему

ys(t) = ms(t, 0)bs +
∑

k∈Is

t∫

0

ms(t, ς)a
1k
ss (ς) exp{λ(ς − h1k(ς))}

ς∫

h1k(ς)

λys(τ) dτdς

+
∑

k∈Is

m1∑

j=1

2∑

ν=1

t∫

0

ms(t, ς)a
1k
ss (ς) exp{λ(ς−h1k(ς))}

ς∫

h1k(ς)

a1jsν(τ)
[
exp{λ(τ−h1j(τ))}yν(h1j(τ))

+ exp{λτ}ϕ̄ν(h1j(τ))
]
dτdς =

∑

k∈Is

m∑

i=2

mi∑

j=1

2∑

ν=1

t∫

0

ms(t, ς)a
1k
ss (ς) exp{λ(ς − h1k(ς))}

×
ς∫

h1k(ς)

aijsν(τ) [exp{λ(τ − hij(τ))}yν(hij(τ)) + exp{λτ}ϕ̄ν(hij(τ))] dBi(τ)dς

+
∑

k∈Is

t∫

0

ms(t, ς)a
1k
ss (ς) exp{λς}ϕ̄s(h1k(ς)) dς +

m1∑

j=1

2∑

k=1, k 6=s при j∈Is

t∫

0

ms(t, ς)a
1j
sk(ς)
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×
[
exp{λ(ς − h1j(ς))} yk(h1j(ς)) + exp{λς}ϕ̄k(h1j(ς))

]
dς

+

m∑

i=2

mi∑

j=1

2∑

k=1

t∫

0

ms(t, ς)a
ij
sk(ς)

[
exp{λ(ς−hij(ς))}yk(hij(ς))+exp{λς}ϕ̄k(hij(ς))

]
dBi(ς)

(t > 0), s = 1, 2.

(15)

В дальнейшем будем пользоваться обозначениями

ŷs = sup
t>0

(
E|ys(t)|2p

)1/2p
, ϕ̂s = vrai sup

t<0

(
E|ϕs(t)|2p

)1/2p
, s = 1, 2,

и следующими очевидными неравенствами:

vrai sup
t>0

(
E | exp{λt}ϕ̄s(hij(t))|2p

)1/2p
6 exp{λτij}ϕ̂s,

s = 1, 2, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . ,mi;

|m1(t, ς)| 6 exp{−(ā1 − λ)(t− ς)}, t ∈ [0,+∞), ς ∈ [0, t] , P×µ-почти всюду,

|m2(t, ς)| 6 exp{−(ā2 − λ)(t− ς)}
∏

ς<µj6t

|Bj|, t ∈ [0,+∞), ς ∈ [0, t], P×µ-почти всюду,

а также неравенством

t∫

0

exp{−(ā2 − λ)(t− ς)}
∏

ς<µj6t

|Bj | dς 6
max{1, B}(1 − exp{−(ā2 − λ)σ})
(ā2 − λ)(1− exp{−(ā2 − λ)ρ}B)

,

доказанными в [8], и неравенством

( t∫

0

exp{−2(ā2 − λ)(t− ς)}
∏

ς<µj6t

(Bj)
2dς

)1/2

6

(
max{1, B2}(1 − exp{−2(ā2 − λ)σ})
2(ā2 − λ)(1− exp{−2(ā2 − λ)ρ}B2)

)1/2

,

справедливость которого следует из предыдущего неравенства.
Из уравнения (15) с учетом предыдущих обозначений и неравенств, а также нера-

венств (3)–(5) получаем оценки

ŷs 6 D̂‖bs‖k1
2p

+ λL1s

[
∑

k∈Is

ā1kss exp{λτ1k}τ1k
]
ŷs

+L1s

[
∑

k∈Is

m1∑

j=1

2∑

ν=1

ā1kss exp{λτ1k}τ1kā1jsν exp{λτ1j}(ŷν + ϕ̂ν)

]

+ cpL2s

[
∑

k∈Is

m∑

i=2

mi∑

j=1

2∑

ν=1

ā1kss exp{λτ1k}
√
τ1k ā

ij
sν exp{λτij}(ŷν + ϕ̂ν)

]

+L1s

[
∑

k∈Is

ā1kss exp{λτ1k}ϕ̂s

]
+ L1s

[
m1∑

j=1

2∑

k=1, k 6=s при j∈Is

ā
1j
sk exp{λτ1j}(ŷk + ϕ̂k)

]

+ cpL2s

[
m∑

i=2

mi∑

j=1

2∑

k=1

ā
ij
sk exp{λτij}(ŷk + ϕ̂k)

]
, s = 1, 2,

(16)
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где D̂ = max{1,D},

L11 :=
1

(ā1 − λ)
, L21 =

(
1

2(ā1 − λ)

)1/2

,

L12 :=
max{1, B}(1 − exp{−(ā2 − λ)σ})
(ā2 − λ)(1− exp{−(ā2 − λ)ρ}B)

,

L22 :=

(
max{1, B2}(1 − exp{−2(ā2 − λ)σ})
2(ā2 − λ)(1 − exp{−2(ā2 − λ)ρ}B2)

)1/2

.

Из оценок (16) и с учетом того, что норма в R2 выбрана так, чтобы ϕ̂j 6 ‖ϕ‖L2

2p
при

j = 1, 2, получаем

ŷs 6 D̂ ‖bs‖k1
2p

+
2∑

j=1

Nsj(λ)ŷj +Ms(λ)‖ϕ‖L2

2p
, s = 1, 2, (17)

где

Nss(λ) := λL1s

[
∑

k∈Is

ā1kss exp{λτ1k}τ1k
]

+L1s

[
∑

k∈Is

m1∑

j=1

ā1kss exp{λτ1k}τ1kā1jss exp{λτ1j}+
m1∑

j=0, j /∈Is

ā1jss exp{λτ1j}
]

+ cpL2s

[
∑

k∈Is

m∑

i=2

mi∑

j=1

ā1kss exp{λτ1k}
√
τ1k ā

ij
ss exp{λτij}+

m∑

i=2

mi∑

j=1

āijss exp{λτij}
]
,

s = 1, 2,

Nsj(λ) := L1s

[
∑

k∈Is

m1∑

ν=0

ā1kss exp{λτ1k}τ1kā1νsj exp{λτ1ν}+
m1∑

ν=1

ā1νsj exp{λτ1ν}
]

+ cpL2s

[
∑

k∈Is

m∑

i=2

mi∑

ν=1

ā1kss exp{λτ1k}
√
τ1k ā

iν
sj exp{λτiν}+

m∑

i=2

mi∑

ν=1

āiνsj exp{λτiν}
]
,

s, j = 1, 2, s 6= j,

Ms(λ) := L1s

[
∑

k∈Is

m1∑

j=1

2∑

ν=1

ā1kss exp{λτ1k}τ1kā1jsν exp{λτ1j}

+
∑

k∈Is

ā1kss exp{λτ1k}+
m1∑

j=1

2∑

k=1, k 6=s при j∈Is

ā
1j
sk exp{λτ1j}

]

+ cpL2s

[
∑

k∈Is

m∑

i=2

mi∑

j=1

2∑

ν=1

ā1kss exp{λτ1k}
√
τ1k ā

ij
sν exp{λτij}+

m∑

i=2

mi∑

j=1

2∑

ν=1

āijsν exp{λτij}
]
.

Обозначим теперь y(t) = col(y1(t), y2(t)), ȳ = col(ȳ1, ȳ2), M(λ) = col(M1(λ),M2(λ))
и пусть C(λ) = (cij(λ))

2
i,j=1 — 2×2-матрица, элементы которой определены следующим

образом:

css(λ) = 1−Nss(λ), s = 1, 2, csj(λ) = −Nsj(λ), s, j = 1, 2, s 6= j.
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Тогда из оценок (17) получаем

C(λ)ȳ 6 D̂ ‖b‖k2
2p
Ê +M(λ)‖ϕ‖L2

2p
, (18)

где Ê — 2-мерный вектор, элементы которой равны единице. Очевидно также, что
C(0) = C. В силу условий теоремы матрица C положительно обратима, а тогда при
достаточно малых λ матрица C(λ) также является положительно обратимой, т. е. су-
ществует λ = λ0 такое, что C(λ0) положительно обратима. Тогда из неравенства (18)
получаем

|ȳ| 6 K
(
‖b‖k2

2p
+ ‖ϕ‖L2

2p

)
, (19)

где K = ‖(C(λ0)
−1‖|Ê|max{D̂, |M(λ0)|}.

Поскольку x(t, b, ϕ) = exp{−λt}y(t) и supt>0(E|y(t)|2p)1/2p 6 |ȳ|, то из нера-
венства (19) следует, что существуют положительные числа λ = λ0, K =
‖(C(λ0)

−1‖|Ê|max{D̂, |M(λ0)|} такие, что для решения x(t, b, ϕ) задачи (1), (1a), (1b)
выполнено неравенство

(
E|x(t, b, ϕ)|2p

)1/2p
6 K exp{−λt}

(
‖b‖kn

2p
+ ‖ϕ‖L2

2p

)
(t > 0).

Следовательно, система (1) M
γ
2p-устойчива при некотором положительном λ. ⊲

5. Примеры

Рассмотрим систему двух детерминированных линейных дифференциальных уравне-
ний с постоянными запаздываниями и коэффициентами с импульсными воздействиями
по одной компоненте решений вида

dx(t) = −
m∑

j=1

Ajx(t− hj)dt (t > 0),

x2(µj) = Bjx2(µj − 0), j = 1, 2, 3, . . . ,

(20)

где Aj = (ajsk)
2
s,k=1, j = 1, . . . ,m, — 2× 2-матрицы, элементами которых являются

действительные числа, hj , j = 1, . . . ,m, — неотрицательные действительные числа,
µj , j = 1, 2, 3, . . . , — действительные числа такие, что 0 = µ0 < µ1 < µ2 < . . . ,
limj→∞ µj = ∞, Bj, j = 1, 2, 3, . . . , — действительные числа.

Утверждение 1. Пусть для системы (20)
∑m

j=1 a
j
ss = as > 0, s = 1, 2, существуют

положительные числа B, ρ, σ такие, что имеют место следующие неравенства: |Bj | 6 B,

j = 1, 2, . . . , ρ 6 µj+1 − µj 6 σ при j = 1, 2, . . . , для некоторого положительного числа D

выполнено неравенство exp{−a2t}
∏

0<µj6t |Bj | < D при t ∈ [0,+∞), c11 > 0, c11c22 −
c12c21 > 0, где

c11 = 1− 1

a1

m∑

k=1

m∑

j=1

∣∣ak11
∣∣hk
∣∣aj11

∣∣,

c12 = − 1

a1

[
m∑

k=1

m∑

ν=1

∣∣ak11
∣∣hk
∣∣aν12

∣∣+
m∑

ν=1

∣∣aν12
∣∣
]
,

c22 = 1− max{1, B}(1 − exp{−a2σ})
a2(1− exp{−a2ρ}B)

m∑

k=1

m∑

j=1

∣∣ak22
∣∣hk
∣∣aj22

∣∣,
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c21 = −max{1, B}(1 − exp{−a2σ})
a2(1− exp{−a2ρ}B)

[
m∑

k=1

m∑

ν=1

∣∣ak22
∣∣hk
∣∣aν21

∣∣+
m∑

ν=1

|aν21

]
.

Тогда система (20) экспоненциально устойчива относительно начальных данных.

Справедливость утверждения вытекает непосредственно из теоремы 3.
Пусть для системы (20) h1 = 0, a1ss > 0, s = 1, 2. В этом случае из теоремы 3 вытекает

справедливость следующего утверждения.

Утверждение 2. Пусть для системы (20) существуют положительные числа B, ρ, σ

такие, что имеют место следующие неравенства: |Bj | 6 B, j = 1, 2, . . . , ρ 6 µj+1 − µj 6 σ

при j = 1, 2, . . . , для некоторого положительного числа D выполнено неравенство

exp{−a122t}
∏

0<µj6t |Bj| < D при t ∈ [0,+∞), c11 > 0, c11c22 − c12c21 > 0, где

c11 = 1− 1

a111

m∑

j=2

∣∣aj11
∣∣, c12 = − 1

a111

m∑

ν=1

∣∣aνsj
∣∣,

c22 = 1− max{1, B}
(
1− exp

{
− a122σ

})

a122
(
1− exp

{
− a122ρ

}
B
)

m∑

j=2

∣∣aj22
∣∣,

c21 = −max{1, B}
(
1− exp

{
− a122σ

})

a122
(
1− exp

{
− a122ρ

}
B
)

m∑

ν=1

∣∣aν21
∣∣.

(21)

Тогда система (20) экспоненциально устойчива относительно начальных данных.

Рассмотрим систему двух линейных дифференциальных уравнений Ито с постоян-
ными запаздываниями и коэффициентами с импульсными воздействиями по одной ком-
поненте решений вида

dx(t) = −
m1∑

j=1

A1jx(t− h1j) dt+
m∑

i=2

mi∑

j=1

Aijx(t− hij) dBi(t) (t > 0),

x2(µj) = Bjx2(µj − 0), j = 1, 2, 3, . . . , п. н.,

(22)

где Aij = (aijsk)
2
s,k=1, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . ,mi, — 2×2-матрицы, элементы которых

являются действительными числами, hij , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . ,mi, — неотрицательные
действительные числа, µj, j = 1, 2, 3, . . . , — действительные числа такие, что 0 = µ0 <

µ1 < µ2 < . . . , limj→∞ µj = ∞, Bj, j = 1, 2, 3, . . . , — действительные числа.

Утверждение 3. Пусть для системы (22)
∑m1

j=1 a
1j
ss = as > 0, s = 1, 2, существуют

положительные числа B, ρ, σ такие, что имеют место следующие неравенства: |Bj | 6
B, j = 1, 2, . . . , ρ 6 µj+1 − µj 6 σ при j = 1, 2, . . . , для некоторого положительного

числа D выполнено неравенство exp{−a2t}
∏

0<µj6t |Bj | < D при t ∈ [0,+∞), c11 > 0,
c11c22 − c12c21 > 0, где

c11 = 1− 1

a1

m1∑

k=1

m1∑

j=1

∣∣a1k11
∣∣h1k

∣∣a1j11
∣∣

− cp

(
1

2a1

)1/2
[

m1∑

k=1

m∑

i=2

mi∑

j=1

∣∣a1k11
∣∣√h1k

∣∣aij11
∣∣+

m∑

i=2

mi∑

j=1

∣∣aij11
∣∣
]
,
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c12 = − 1

a1

[
m1∑

k=1

m1∑

ν=1

∣∣a1k11
∣∣h1k

∣∣a1ν12
∣∣+

m1∑

ν=1

∣∣a1ν12
∣∣
]

− cp

(
1

2a1

)1/2
[

m1∑

k=1

m∑

i=2

mi∑

ν=1

∣∣a1k11
∣∣√h1k

∣∣aiν12
∣∣+

m∑

i=2

mi∑

ν=1

∣∣aiν12
∣∣
]
,

c22 = 1− max{1, B}(1 − exp{−a2σ})
a2(1 − exp{−a2ρ}B)

m1∑

k=1

m1∑

j=1

∣∣a1k22
∣∣h1k

∣∣a1j22
∣∣

− cp

(
max{1, B2}(1− exp{−2a2σ})

2a2(1− exp{−2asρ}B2)

)1/2
[

m1∑

k=1

m∑

i=2

mi∑

j=1

∣∣a1k22
∣∣√h1k

∣∣aij22
∣∣+

m∑

i=2

mi∑

j=1

∣∣aij22
∣∣
]
,

c21 = −max{1, B}(1 − exp{−a2σ})
a2(1− exp{−a2ρ}B)

[
m1∑

k=1

m1∑

ν=1

∣∣a1k22
∣∣h1k

∣∣a1ν21
∣∣+

m1∑

ν=1

∣∣a1ν21
∣∣
]

−cp

(
max{1, B2}(1− exp{−2a2σ})

2a2(1− exp{−2asρ}B2)

)1/2
[

m1∑

k=1

m∑

i=2

mi∑

ν=1

∣∣a1k22
∣∣√h1k

∣∣aiν21
∣∣+

m∑

i=2

mi∑

ν=1

∣∣aiν21
∣∣
]
.

Тогда система (22) экспоненциально 2p-устойчива относительно начальных данных.

Справедливость утверждения следует из теоремы 3.
Пусть в дальнейшем для системы (22) m1 = 1, h11 = 0, a11ss > 0, s = 1, . . . , n. Из тео-

ремы 3 вытекает справедливость следующего утверждения.

Утверждение 4. Пусть для системы (22) существуют положительные числа B, ρ, σ

такие, что имеют место следующие неравенства: |Bj | 6 B, j = 1, 2, . . . , ρ 6 µj+1 − µj 6

σ при j = 1, 2, . . . , для некоторого положительного числа D выполнено неравенство

exp{−a1122)t}
∏

0<µj6t |Bj | < D при t ∈ [0,+∞), c11 > 0, c11c22 − c12c21 > 0, где

c11 = 1− cp

(
1

2a1111

)1/2 m∑

i=2

mi∑

j=1

∣∣aij11
∣∣,

c12 = −
∣∣a1112

∣∣ 1

a1111
− cp

(
1

2a1111

)1/2 m∑

i=2

mi∑

ν=1

∣∣aiν12
∣∣,

c22 = 1− cp

(
max

{
1, B2

}(
1− exp

{
− 2a1122σ

})

2a1122
(
1− exp

{
− 2a1122ρ

}
B2
)

)1/2 m∑

i=2

mi∑

j=1

∣∣aij22
∣∣,

c21 = −
∣∣a1121

∣∣max
{
1, B

}(
1− exp

{
− a1122σ

})

a1122
(
1− exp

{
− a1122ρ

}
B
)

−cp

(
max

{
1, B2

}(
1− exp

{
− 2a1122σ

})

2a1122
(
1− exp

{
− 2a1122ρ

}
B2
)

)1/2 m∑

i=2

mi∑

ν=1

∣∣aiν21
∣∣.

Тогда система (22) экспоненциально 2p-устойчива относительно начальных данных.
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Abstract. The problems 2p-stability (1 6 p < ∞) of systems of two linear Ito differential equations
with delay and impulse impacts on one component of solutions are studied on the base of the theory of
positively reversible matrices. Ideas and methods developed by N. V. Azbelev and his followers to study the
stability problems of deterministic functional-differential equations are applied for this purpose. Sufficient
conditions for the 2p-stability and exponential 2p-stability of systems of two linear Ito differential equations
with delay and impulse impacts on one component of solutions are given in terms of positive reversibility of the
matrices constructed from the parameters of the original systems. The validity of these conditions is checked
for specific equations. Sufficient conditions for exponential moment stability of a system of two deterministic
linear differential equations with constant delay and coefficients with pulse influences on one component of
solutions are received in terms of parameters of this system. It is shown that in this case from the general
statements it is possible to receive new results for the studied system.
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