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Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [−1, 1] �óíêöèè f(x)
â ñëó÷àå öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ α è β ïîñòðîåíû äèñêðåòíûå ñóììû Ôóðüå S

α,β
n,N (f, x) ïî ñèñòå-

ìå ìíîãî÷ëåíîâ {p̂α,β
k,N (x)}N−1

k=0 , îáðàçóþùèõ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó íà íåðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ

ΩN = {xj}
N−1
j=0 , ñîñòîÿùèõ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà N òî÷åê îòðåçêà [−1, 1] ñ âåñîì òèïà ßêîáè. Èñ-

ñëåäóþòñÿ àïïðîêñèìàòèâíûå ñâîéñòâà ïîñòðîåííûõ ÷àñòíûõ ñóìì S
α,β
n,N (f, x) ïîðÿäêà n 6 N − 1

â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ �óíêöèèéC[−1, 1]. À èìåííî, ïîëó÷åíà äâóñòîðîííÿÿ ïîòî÷å÷íàÿ îöåí-

êà äëÿ �óíêöèè Ëåáåãà L
α,β
n,N (x) ðàññìàòðèâàåìûõ äèñêðåòíûõ ñóìì Ôóðüå ïðè n = O

(

δ
−1/(λ+3)
N

)

,

λ = max{α, β}, δN = max06j6N−1 ∆tj . Ñîîòâåòñòâåííî, èññëåäîâàí òàêæå âîïðîñ ñõîäèìîñòè

S
α,β
n,N (f, x) ê f(x). Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíà îöåíêà îòêëîíåíèÿ ÷àñòè÷íîé ñóììû S

α,β
n,N (f, x) îò f(x)

ïðè n = O
(

δ
−1/(λ+3)
N

)

, êîòîðàÿ òàêæå çàâèñèò îò n è ïîëîæåíèÿ òî÷êè x ∈ [−1, 1].

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãî÷ëåí, îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà, ñåòêà, âåñ, àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìóëà, ñóììû

Ôóðüå, �óíêöèÿ Ëåáåãà.
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1. Ââåäåíèå

Â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ è òåîðåòè÷åñêèõ çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ îáðàáîòêîé, ñæà-

òèåì è ïåðåäà÷åé äèñêðåòíîé èí�îðìàöèè, âîïðîñû ïðèáëèæåíèÿ �óíêöèé, çàäàííûõ

íà äèñêðåòíûõ ñèñòåìàõ òî÷åê (ñåòêàõ), ÷àñòî ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ Ôóðüå ïî

ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå îðòîíîðìèðîâàííûõ íà ýòèõ ñåòêàõ ìíîãî÷ëåíîâ. Êàê èçâåñò-

íî, ðåøåíèå ýòîé æå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê îöåíêå �óíêöèè Ëåáåãà ðàññìàòðèâàåìûõ ñóìì

Ôóðüå. È çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòè çàäà÷è áûëè ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ â ðà-

áîòàõ ìíîãèõ àâòîðîâ, ñðåäè êîòîðûõ ìû óêàæåì ëèøü òå ðàáîòû, êîòîðûå ïîñâÿùåíû

èçó÷åíèþ �óíêöèè Ëåáåãà ñóìì Ôóðüå � ßêîáè, ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå ßêîáè è èõ

äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ [1�16℄.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü îòìåòèì, èç ðàññóæäåíèé, ñîäåðæàùèõñÿ â [1, 9.3℄, ëåãêî ñëåäóåò,

÷òî íà îòðåçêå [−1+ε, 1−ε], ãäå ε > 0, �óíêöèÿ Ëåáåãà ñóìì Ôóðüå � ßêîáè åñòü O(lnn).

© 2020 Íóðìàãîìåäîâ À. À.
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Äàëåå, �. �àó óñòàíîâèë [2℄, ÷òî â òî÷êàõ x = −1 è x = 1 �óíêöèÿ Ëåáåãà ñóìì Ôóðüå �

ßêîáè èìååò ïîðÿäîê nβ+ 1
2
è nα+ 1

2
ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà Ò. �ðîíó-

îëëîì áûëî ïîêàçàíî [3℄, ÷òî �óíêöèÿ Ëåáåãà ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå íà êîíöàõ

îòðåçêà îðòîãîíàëüíîñòè. Òàêîå æå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è ïðè öåëûõ, ïîëóöåëûõ

è ðàâíûõ äðóã äðóãó α è β. Äàëåå, â ðàáîòå [5℄ ïðè α, β > −1
2 ïîëó÷åí òî÷íûé ïîðÿäîê

ðîñòà �óíêöèè Ëåáåãà ñóìì Ôóðüå � ßêîáè, ÷òî óòî÷íÿåò áîëåå ðàííþþ îöåíêó òåõ æå

àâòîðîâ [4℄:

Lα,β
n (x) 6 c(α, β)

{
ln(n+ 1) +

nα+ 1
2

(n
√
1− x)α+

1
2 + 1

+
nβ+ 1

2

(n
√
1 + x)β+

1
2 + 1

}
,

x ∈ [−1, 1], n = 1, 2, . . .
Â ðàáîòå [6℄ È. È. Øàðàïóäèíîâûì èññëåäîâàí âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ÷àñòíûõ ñóìì

Ôóðüå � ×åáûøåâà Sn,N(f) = Sn,N(f, x) ïîðÿäêà n 6 N − 1 ïî ìíîãî÷ëåíàì ×åáûøåâà

{τn,N (x)}N−1
n=0 , îáðàçóþùèì îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ñ âåñîì µN (x) = 2/N íà ìíî-

æåñòâå Ω = {−1 + 2j/(N − 1)}N−1
j=0 ê �óíêöèè f ∈ C[−1, 1]. À èìåííî, äîêàçàíî, ÷òî ïðè

n = O(N
1
2 ) íîðìà îïåðàòîðà Sn,N = Sn,N(f) â C[−1, 1] èìååò ïîðÿäîê ‖ Sn,N ‖= O(n

1
2 ).

È ïî àíàëîãèè ñ ýòèìè ðàáîòàìè ìû òàêæå èññëåäîâàëè àïïðîêñèìàòèâíûå ñâîéñòâà

÷àñòíûõ ñóìì Ôóðüå ïî ìíîãî÷ëåíàì, îðòîãîíàëüíûì íà ïðîèçâîëüíûõ ñåòêàõ îòðåçêà

[−1, 1] (ñì. [7�10℄).
Ïóñòü α, β � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, Ω = {tj}Nj=0 � äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî

(ñåòêà), ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ðàçëè÷íûõ òî÷åê îòðåçêà [−1, 1], −1 = t0 < t1 <
. . . < tN−1 < tN = 1. �àññìîòðèì òàêæå åùå îäíó ñåòêó ΩN = {x0, x1, . . . , xN−1}, ñîñòîÿ-
ùóþ èç N òî÷åê xj , ãäå

xj =
tj + tj+1

2
, j = 0, 1, . . . , N − 1.

×åðåç

p̂α,βk,N(x) = p̂α,βk (x; ΩN ) (k = 0, 1, . . . , N − 1) (1.1)

îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ, îáðàçóþùèõ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó

íà ñåòêå ΩN â ñëåäóþùåì ñìûñëå (0 6 n,m 6 N − 1):

(
p̂α,βn,N , p̂α,βm,N

)
=

N−1∑

j=0

(1− xj)
α(1 + xj)

β p̂α,βn,N(xj)p̂
α,β
m,N (xj)∆tj = δnm, (1.2)

ãäå ∆tj = tj+1 − tj, j = 0, 1, . . . , N − 1.
Äàëåå, ïóñòü

δN = max
06j6N−1

∆tj, (1.3)

æ2 � íàèìåíüøàÿ êîíñòàíòà â íåðàâåíñòâå òèïà Â. À. Ìàðêîâà äëÿ îöåíêè ïðîèçâîäíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà L1[−1, 1] (ñì. [17, 18℄):

1∫

−1

|q′′n(x)| dx 6 æ2n
4

1∫

−1

|qn(x)| dx,

P̂α,β
n (x) � îðòîíîðìèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí ßêîáè, C[−1, 1] � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâ-

íûõ íà îòðåçêå [−1, 1] �óíêöèé f(x) ñ íîðìîé ‖f‖ = ‖f‖C[−1,1] = max−16x61 |f(x)|,
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Pn � ïðîñòðàíñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n, En(f) =
min ln∈Pn ‖f − ln‖C[−1,1] � íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå �óíêöèè f àëãåáðàè÷åñêèìè ìíî-

ãî÷ëåíàìè ñòåïåíè íå âûøå n.
Çäåñü è äàëåå ÷åðåç c, c(a, b), c(α, β, a, b) îáîçíà÷àþòñÿ ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå,

çàâèñÿùèå ëèøü îò óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ è, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçíûå â ðàçíûõ ìåñòàõ.

×åðåç Sα,β
n,N(f) = Sα,β

n,N(f, x) îáîçíà÷èì ÷àñòíóþ ñóììó n-ãî ïîðÿäêà ðÿäà Ôóðüå �óíê-

öèè f(x) ïî ñèñòåìå {p̂α,βk,N (x)}N−1
k=0 , ò. å.

Sα,β
n,N (f) =

n∑

k=0

f̂α,β
k,N p̂

α,β
k,N(x),

ãäå f̂α,β
k,N =

∑N−1
j=0 (1− xj)

α(1 + xj)
βf(xj)p̂

α,β
k,N (xj)∆tj .

Êàê èçâåñòíî, çàäà÷à îá îöåíêå îòêëîíåíèÿ ÷àñòíîé ñóììû Sα,β
n,N(f) ðÿäà Ôóðüå �óíê-

öèè f ∈ C[−1, 1] ïî ñèñòåìå {p̂α,βk,N (x)}N−1
k=0 îò ñàìîé �óíêöèè f ïðè x ∈ [−1, 1] ïîñðåä-

ñòâîì íåðàâåíñòâà Ëåáåãà

∣∣∣f(x)− Sα,β
n,N (f, x)

∣∣∣ 6 (1 + Lα,β
n,N (x))En(f) (1.4)

ñâîäèòñÿ ê îöåíêå �óíêöèè Ëåáåãà

Lα,β
n,N(x) =

N−1∑

j=0

(1− xj)
α(1 + xj)

β
∣∣∣Kα,β

n,N (x, xj)
∣∣∣∆tj, (1.5)

ãäå

Kα,β
n,N (x, xj) =

n∑

k=0

p̂α,βk,N(x)p̂α,βk,N (xj). (1.6)

Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå íàìè â äàííîé ðàáîòå îöåíêè �óíêöèè (1.5) è ðàçíîñòè

|f(x)− Sα,β
n,N(f, x)| òàêæå ó÷èòûâàþò âåëè÷èíó íîìåðà n è ïîëîæåíèå òî÷êè x ∈ [−1, 1].

2. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Çäåñü ìû, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ïðèâåäåì ðàíåå ïîëó÷åííûå íàìè ðåçóëüòàòû [11℄, êî-

òîðûå íåîáõîäèìû äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü α, β � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, 0 < b < 1, 0 < a 6
{
1−b
2æ2

} 1
4

è 1 6 n 6 aδ
− 1

2
N . Òîãäà èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìóëà

p̂α,βn,N(x) = P̂α,β
n (x) + vα,βn,N (x), (2.1)

äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà vα,βn,N(x) êîòîðîé ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∣∣∣vα,βn,N(x)
∣∣∣ 6 c(α, β, a, b)δNn

5
2

[√
1− x+

1

n

]−α− 1
2
[√

1 + x+
1

n

]−β− 1
2

. (2.2)

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü α, β � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, 0 < b < 1, 0 < a 6
{
1−b
2æ2

} 1
4 ,

1 6 n 6 aδ
− 1

2
N , −1 6 x 6 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c(α, β, a, b) > 0 òàêàÿ, ÷òî

∣∣∣p̂α,βn,N (x)
∣∣∣ 6 c(α, β, a, b)

(
δNn

5
2 + 1

) [√
1− x+

1

n

]−α− 1
2
[√

1 + x+
1

n

]−β− 1
2

. (2.3)
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Äàëåå, â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé âûøå ïðèâåäåííûõ òåîðåì îòìåòèì ñëåäóþùèå óòâåð-

æäåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü α, β � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, 0 < b < 1, 0 < a 6
{
1−b
2æ2

} 1
4
è n = O

(
δ
− 1

(λ+3)

N

)
, λ = max{α, β}. Òîãäà èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìóëà

p̂α,βn,N(x) = P̂α,β
n (x) + vα,βn,N (x), (2.4)

äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà vα,βn,N (t) êîòîðîé ïðàâåäëèâà îöåíêà

∣∣∣vα,βn,N (x)
∣∣∣ = O(1). (2.5)

Ñëåäñòâèå 2.2. Ïóñòü α, β � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, 0 < b < 1, 0 < a 6
{
1−b
2æ2

} 1
4
è n = O

(
δ
− 1

(λ+3)

N

)
, λ = max{α, β}. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè:

∣∣∣p̂α,βn,N(x)
∣∣∣ 6 c(α, β, a, b)nβ+ 1

2 , −1 6 x 6 −1 + cn−2, (2.6)

∣∣∣p̂α,βn,N (x)
∣∣∣ 6 c(α, β, a, b)nα+ 1

2 , 1− cn−2
6 x 6 1, (2.7)

∣∣∣p̂α,βn,N (x)
∣∣∣ 6 c(α, β, a, b)(1 − x)−

α
2
− 1

4 , 0 6 x 6 1− cn−2, (2.8)
∣∣∣p̂α,βn,N (x)

∣∣∣ 6 c(α, β, a, b)(1 + x)−
β
2
− 1

4 , −1 + cn−2
6 x 6 0. (2.9)

Ïîëüçóÿñü àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè [11, ï. 2, ëåììà 2.2℄, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü α, β > −1, δN 6 cn−2
, tp = min{−1 + cn−2 6 tj 6 1− cn−2},

tq+1 = max{−1 + cn−2 6 tj 6 1− cn−2}, x∗1 = (tp + tp+1)/2, x
∗
2 = (tq + tq+1)/2. Òîãäà äëÿ

îðòîíîðìèðîâàííîãî ìíîãî÷ëåíà ßêîáè P̂α,β
n (x) èìååò ìåñòî �îðìóëà

∑

x∗

16xj6x∗

2

(1− xj)
α(1 + xj)

β
(
P̂α,β
n (xj)

)2
∆tj = 1− rn,N ,

â êîòîðîé

|rn,N | 6 c(α, β)
[
δ2Nn3 + n−1 +

(
δN + n−2

) 1
2
]
.

Äàëåå, ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [12, � 2, ëåììà 1℄.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü �óíêöèÿ f(t) íåïðåðûâíà è íåîòðèöàòåëüíà íà ïðîìåæóòêå [a1, b1]
è {tj}mj=0 � ñåòêà òàêàÿ, ÷òî a1 < t0 < t1 < . . . < tm < b1. Ïóñòü ∆tj = tj+1 − tj è

[a2, b2] ⊂ [a1, b1]. Òîãäà, åñëè
1) f(t) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà [a2, b2], òî

∑

a26tj6b2

f(tj)∆tj 6

b2∫

a2

f(x) dx+ f(b2)∆
∗, (2.10)

2) f(t) ìîíîòîííî óáûâàåò íà [a2, b2], òî

∑

a26tj6b2

f(tj)∆tj 6

b2∫

a2

f(x) dx+ f(a2)∆
∗, (2.11)

ãäå ∆∗ = maxj ∆tj.
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3. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ßêîáè

Ìû çäåñü ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î ìíîãî÷ëåíàõ ßêîáè [1, 13℄. Îïðåäåëèì

ìíîãî÷ëåíû ßêîáè Pα,β
n (x) (n = 0, 1, 2, . . . ) ñ ïîìîùüþ �îðìóëû �îäðèãà:

Pα,β
n (x) =

(−1)n

2nn!

1

k(x)

dn

dxn
{
k(x)σn(x)

}
,

ãäå α, β � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, σ(x) = 1 − x2, k(x) = k(x;α, β) =
(1−x)α(1+x)β . Åñëè α, β > −1, òî ìíîãî÷ëåíû ßêîáè îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó

ñ âåñîì k(x), ò. å.
1∫

−1

k(x)Pα,β
n (x)Pα,β

m (x) dx = hα,βn δnm,

ãäå hα,βn = 2α+β+1Γ(n+α+1)Γ(n+β+1)
n!(2n+α+β+1)Γ(n+α+β+1) , è, ñëåäîâàòåëüíî, h

α,β
n ≍ n−1

, n = 1, 2, . . .

Íèæå íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ßêîáè:

1) âåñîâàÿ îöåíêà (−1 6 x 6 1)

√
n
∣∣Pα,β

n (x)
∣∣ 6 c(α, β)

(√
1− x+

1

n

)−α− 1
2
(√

1 + x+
1

n

)−β− 1
2

; (3.1)

â ÷àñòíîñòè,

√
n
∣∣Pα,β

n (x)
∣∣ 6 c(α, β) (1− x)−

α
2
− 1

4
(
0 6 x 6 1− n−2

)
; (3.2)

√
n
∣∣Pα,β

n (x)
∣∣ 6 c(α, β)nα+ 1

2

(
1− n−2

6 x 6 1
)
; (3.3)

√
n
∣∣Pα,β

n (x)
∣∣ 6 c(α, β) (1 + x)−

β
2
− 1

4
(
−1 + n−2

6 x 6 0
)
; (3.4)

√
n
∣∣Pα,β

n (x)
∣∣ 6 c(α, β)nβ+ 1

2
(
−1 6 x 6 −1 + n−2

)
; (3.5)

2) ðàâåíñòâî

Pα,β
n+1(x) =

n+ α+ 1

n+ 1
Pα,β
n (x)− 2n + α+ β + 2

2(n+ 1)
(1− x)Pα+1,β

n (x). (3.6)

4. Ñõîäèìîñòü ñóìì Ôóðüå ïî ìíîãî÷ëåíàì p̂α,βn,N(x)

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü f ∈ C[−1, 1], α, β � öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, λ = max{α, β},
n = O

(
δ
−1/(λ+3)
N

)
, 0 < b < 1, 0 < a 6

{
1−b
2æ2

} 1
4 . Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(−1 6 x 6 1)

Lα,β
n,N (x) 6 c(α, β, a, b)

[
ln(n+ 1) +

∣∣∣p̂α,βn,N(x)
∣∣∣+
∣∣∣p̂α,βn+1,N(x)

∣∣∣
]
.

⊳ ×òîáû îöåíèòü �óíêöèþ Lα,β
n,N(x), ìû ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ [13, 14℄:

1) 0 6 x 6 1− 4n−2;
2) 1− 4n−2 6 x 6 1.
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Ïóñòü 0 6 x 6 1− 4n−2. Ñóììó â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1.5) ïðåäñòàâèì ïî ñëåäó-

þùåé ñõåìå:

Lα,β
n,N (x) 6

∑

−1<xj6− 1
2

(1− xj)
α(1 + xj)

β
∣∣∣Kα,β

n,N (x, xj)
∣∣∣∆tj

+
∑

− 1
2
6xj6τ1

(1− xj)
α(1 + xj)

β
∣∣∣Kα,β

n,N (x, xj)
∣∣∣∆tj

+
∑

τ16xj6τ2

(1− xj)
α(1 + xj)

β
∣∣∣Kα,β

n,N (x, xj)
∣∣∣∆tj

+
∑

τ26xj<1

(1− xj)
α(1 + xj)

β
∣∣∣Kα,β

n,N (x, xj)
∣∣∣∆tj = σ1 + σ2 + σ3 + σ4, (4.1)

ãäå τ1 = x−
√
1−x2

n , τ2 = x+
√
1−x2

n .

Â ïåðâóþ î÷åðåäü ïîêàæåì, åñëè kα,βn,N � ñòàðøèé êîý��èöèåíò ìíîãî÷ëåíà p̂α,βn,N(x),

òî ìíîæèòåëü

kα,β
n,N

kα,β
n+1,N

â �îðìóëå Êðèñòî��åëÿ � Äàðáó (n 6 N − 2)

n∑

k=0

p̂α,βk,N(x)p̂α,βk,N (xj) =
kn,N
kn+1,N

p̂α,βn+1,N(x)p̂α,βn,N (xj)− p̂α,βn,N(x)p̂α,βn+1,N (xj)

x− xj
(4.2)

åñòü âåëè÷èíà îãðàíè÷åííàÿ.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ñ îäíîé ñòîðîíû, â ñèëó [11, ëåììà 3.4℄ ìû íàõîäèì

kα,βn,N

kα,βn+1,N

>
1

4(1 + c(α, β, a, b)δ2Nn3)
.

À ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñðåäñòâîì àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé, ñîäåðæàùèõñÿ â [15, � 3,

1.3.6℄, èìååì

N−1∑

j=0

(1− xj)
α(1 + xj)

β p̂α,βn+1,N(xj)xj p̂
α,β
n,N (xj)∆tj

=
kα,βn,N

kα,βn+1,N

N−1∑

j=0

(1− xj)
α(1 + xj)

β
(
p̂α,βn+1,N (xj)

)2
∆tj

+

N−1∑

j=0

(1− xj)
α(1 + xj)

β p̂α,βn+1,N (xj)q̂n,N(xj)∆tj ,

ãäå q̂n,N(xj) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå n. Â ñèëó (1.2) âòîðàÿ ñóììà â ïîñëåäíåì

ðàâåíñòâå ðàâíà íóëþ. Ïîñëå, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷àåì

kα,βn,N

kα,βn+1,N

6

N−1∑

j=0

(1− xj)
α(1 + xj)

β |p̂n+1,N(xj)| |xj p̂n,N(xj)|∆tj

6 max {|x0|, |xN−1|}
(

N−1∑

j=0

(1− xj)
α(1 + xj)

β
(
p̂α,βn+1,N(xj)

)2
∆tj

) 1
2

×
(

N−1∑

j=0

(1− xj)
α(1 + xj)

β
(
p̂α,βn,N (xj)

)2
∆tj

) 1
2

6 1.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî

1

4(1 + c(α, β, a, b)δ2Nn3)
6

kα,βn,N

kα,βn+1,N

6 1. (4.3)

Îöåíèì σ1. Â ñèëó (4.2), (4.3), (2.6), (2.9) è (2.10) íàõîäèì

σ1 =
∑

−1<xj6−1+4n−2

(1− xj)
α(1 + xj)

β
∣∣∣Kα,β

n,N (x, xj)
∣∣∣∆tj

+
∑

−1+4n−2<xj6− 1
2

(1− xj)
α(1 + xj)

β
∣∣∣Kα,β

n,N (x, xj)
∣∣∣∆tj

6 c(α, β, a, b)
(∣∣∣p̂α,βn+1,N (x)

∣∣∣+
∣∣∣p̂α,βn,N(x)

∣∣∣
)

×
[
n−β+ 1

2

∑

−1<xj6−1+4n−2

∆tj +
∑

−1+4n−2<xj6− 1
2

(1 + xj)
β
2
− 1

4∆tj

]

6 c(α, β, a, b)
(∣∣∣p̂α,βn+1,N(x)

∣∣∣+
∣∣∣p̂α,βn,N(x)

∣∣∣
) [

n−β− 3
2 +

− 1
2∫

−1+4n−2

(1 + ξ)
β
2
− 1

4 dξ + 2−
β
2
+ 1

4 δN

]

6 c(α, β, a, b)
(∣∣∣p̂α,βn,N(x)

∣∣∣+
∣∣∣p̂α,βn+1,N(x)

∣∣∣
)
.

(4.4)
Òåïåðü îöåíèì σ2. Â ñèëó (2.1), (4.2) è (4.3) ïîëó÷àåì

σ2 6





∑

− 1
2
6xj6τ1

(1− xj)
α(1 + xj)

β

∣∣∣∣∣
P̂α,β
n+1(x)P̂

α,β
n (xj)− P̂α,β

n (x)P̂α,β
n+1(xj)

x− xj

∣∣∣∣∣∆tj

+
∑

− 1
2
6xj6τ1

(1− xj)
α(1 + xj)

β

∣∣∣∣∣
P̂α,β
n+1(x)υ

α,β
n,N (xj)

x− xj

∣∣∣∣∣∆tj

+
∑

− 1
2
6xj6τ1

(1− xj)
α(1 + xj)

β

∣∣∣∣∣
P̂α,β
n (xj)υ

α,β
n+1,N (x)

x− xj

∣∣∣∣∣∆tj

+
∑

− 1
2
6xj6τ1

(1− xj)
α(1 + xj)

β

∣∣∣∣∣
υα,βn+1,N(x)υα,βn,N (xj)

x− xj

∣∣∣∣∣∆tj

+
∑

− 1
2
6xj6τ1

(1− xj)
α(1 + xj)

β

∣∣∣∣∣
P̂α,β
n (x)υα,βn+1,N (xj)

x− xj

∣∣∣∣∣∆tj

+
∑

− 1
2
6xj6τ1

(1− xj)
α(1 + xj)

β

∣∣∣∣∣
P̂α,β
n+1(xj)υ

α,β
n,N (x)

x− xj

∣∣∣∣∣∆tj

+
∑

− 1
2
6xj6τ1

(1− xj)
α(1 + xj)

β

∣∣∣∣∣
υα,βn,N (x)υα,βn+1,N (xj)

x− xj

∣∣∣∣∣∆tj





= σ21 + σ22 + σ23 + σ24 + σ25 + σ26 + σ27.

(4.5)
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Çàéìåìñÿ σ21. Ïîëüçóÿñü òîæäåñòâîì (3.6)

Pα,β
n+1(x)P

α,β
n (xj)− Pα,β

n (x)Pα,β
n+1(xj)

=

(
1 +

α+ β

2n+ 2

)[
(1− xj)P

α+1,β
n (xj)P

α,β
n (x)− (1− x)Pα+1,β

n (x)Pα,β
n (xj)

]
,

èìåÿ â âèäó, ÷òî

P̂α,β
n (x) = {hα,βn }− 1

2Pα,β
n (x),

è â ñèëó (2.8), (2.9) íàõîäèì

σ21 6 c(α, β, a, b)

(
1 +

α+ β

2n+ 2

) ∑

− 1
2
6xj6τ1

(1− xj)
α(1 + xj)

β

×
∣∣∣∣∣
(1− xj)P̂

α+1,β
n (xj)P̂

α,β
n (x)− (1− x)P̂α+1,β

n (x)P̂α,β
n (xj)

x− xj

∣∣∣∣∣∆tj

6 c(α, β, a, b)
∣∣∣P̂α,β

n (x)
∣∣∣

∑

− 1
2
6xj6τ1

(1− xj)
α
2
+ 1

4

x− xj
∆tj

+ c(α, β, a, b)
∣∣∣(1− x)P̂α+1,β

n (x)
∣∣∣

∑

− 1
2
6xj6τ1

(1− xj)
α
2
− 1

4

x− xj
∆tj = σ

(1)
21 + σ

(2)
21 .

(4.6)

Äàëåå, ó÷èòûâàÿ èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî

|µ+ ν|γ 6 c(γ)
[
|µ|γ + |ν|γ

]
, γ > 0, (4.7)

è (2.10), (2.11), ïîëó÷àåì

(
n = O

(
δ
− 1

(α+3)

N

))
:

(1− xj)
α
2
+ 1

4 6 c(α)
[
(1− x)

α
2
+ 1

4 + (x− xj)
α
2
+ 1

4

]
,

σ
(1)
21 6 c(α, β, a, b)




∑

− 1
2
6xj6τ1

∆tj
x− xj

+
∣∣∣P̂α,β

n (x)
∣∣∣

∑

− 1
2
6xj6τ1

(x− xj)
α
2
− 3

4∆tj




6 c(α, β, a, b)




τ1∫

− 1
2

dζ

x− ζ
+ δNn2 +

∣∣∣P̂α,β
n (x)

∣∣∣
( τ1∫

− 1
2

(x− ξ)
α
2
− 3

4 dξ + δNnα+ 5
2

)


6 c(α, β, a, b)
[
ln(n+ 1) +

∣∣∣P̂α,β
n (x)

∣∣∣
]
.

Îòñþäà, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.1, èìååì

σ
(1)
21 6 c(α, β, a, b)

[
ln(n+ 1) +

∣∣∣p̂α,βn,N (x)
∣∣∣
]
. (4.8)

Äàëåå, íàõîäèì

σ
(2)
21 6 c(α, β, a, b)δNn2(1− x)−

α
2
+ 1

4 6 c(α, β, a, b)δNnα+ 5
2 6 c(α, β, a, b)n− 1

2 .
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Îòñþäà è èç (4.6), (4.8) íàõîäèì

σ21 6 c(α, β, a, b)
[
ln(n+ 1) +

∣∣p̂α,βn,N(x)
∣∣
]
. (4.9)

Â ñèëó (2.2), (2.10), (2.11), (3.2) è (4.7) ïðè n = O
(
δ
− 1

(α+3)

N

)
ïîëó÷àåì

σ22 6 c(α, β, a, b)δNn
5
2 (1− x)−

α
2
− 1

4

∑

− 1
2
6xj6τ1

(1− xj)
α
2
− 1

4

x− xj
∆tj

6 c(α, β, a, b)δNn
5
2

[
(1− x)−

1
2

∑

− 1
2
6xj6τ1

∆tj
x− xj

+ (1− x)−
α
2
− 1

4

∑

− 1
2
6xj6τ1

(x− xj)
α
2
− 5

4∆tj

]

6 c(α, β, a, b)δNn
5
2

[
(1− x)−

1
2

( τ1∫

− 1
2

dζ

x− ζ
+ δNn2

)

+(1− x)−
α
2
− 1

4

( τ1∫

− 1
2

(x− ξ)
α
2
− 5

4 dξ + δNnα+ 5
2

)]

6 c(α, β, a, b)δNn
5
2

[
n ln(n+ 1) + nα+ 1

2

]
6 c(α, β, a, b)δNnα+3

6 c(α, β, a, b),

(4.10)

σ2i 6 c(α, β, a, b) (i = 3, 5, 6). (4.11)

Êðîìå òîãî, ïîñðåäñòâîì àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé òàêæå óñòàíàâëèâàåì, ÷òî

σ24 6 c(α, β, a, b)δ2Nn5(1− x)−
α
2
− 1

4

∑

− 1
2
6xj6τ1

(1− xj)
α
2
− 1

4

x− xj
∆tj 6 c(α, β, a, b)δ2Nn5

×
[
n ln(n+ 1) + nα+ 1

2
]
6 c(α, β, a, b)δ2Nnα+ 11

2 6 c(α, β, a, b)n−α− 1
2 .

(4.12)

Òàêóþ æå îöåíêó äîïóñêàåò è σ27. Îòñþäà è èç (4.5), (4.9)�(4.12) ïîëó÷àåì

σ2 6 c(α, β, a, b)
[
ln(n+ 1) +

∣∣∣p̂α,βn,N(x)
∣∣∣
]
. (4.13)

Òî÷íî òàêæå ïîëó÷èì è îöåíêó

σ4 6 c(α, β, a, b)
[
ln(n+ 1) +

∣∣∣p̂α,βn,N(x)
∣∣∣
]
. (4.14)

Ïåðåéäåì ê îöåíêå σ3. Â ñèëó (1.6), (2.8) ìû èìååì

σ3 =
∑

τ16xj6τ2

(1− xj)
α(1 + xj)

β
∣∣∣Kα,β

n,N (x, xj)
∣∣∣∆tj

6

n∑

k=0

∣∣p̂α,βk,N(x)
∣∣ ∑

τ16xj6τ2

(1− xj)
α(1 + xj)

β
∣∣∣p̂α,βk,N(xj)

∣∣∣∆tj

6 c(α, β, a, b)

n∑

k=0

∣∣∣p̂α,βk,N(x)
∣∣∣
∑

τ16xj6τ2

(1− xj)
α
2
− 1

4∆tj

6 c(α, β, a, b)

n∑

k=0

∣∣p̂α,βk,N(x)
∣∣(1− τ1)

α
2
− 1

4 (τ2 − τ1) < c(α, β, a, b).

(4.15)
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Ñîáèðàåì îöåíêè (4.4), (4.13), (4.14), (4.15) è, ñîïîñòàâëÿÿ èõ ñ (4.1), íàõîäèì

Lα,β
n,N (x) 6 c(α, β, a, b)

[
ln(n+ 1) +

∣∣∣p̂α,βn,N(x)
∣∣∣+
∣∣∣p̂α,βn+1,N (x)

∣∣∣
]
, (4.16)

ãäå 0 6 x 6 1− 4n−2, n = O
(
δ
− 1

(α+3)

N

)
.

Ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ, êîãäà 1− 4n−2 6 x 6 1. ×òîáû îöåíèòü Lα,β
n,N (x) ïðè 1 − 4n−2 6

x 6 1, ðàçîáüåì ñóììó â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1.5) ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

Lα,β
n,N (x) =

∑

−1<xj6− 1
2

(1− xj)
α(1 + xj)

β
∣∣∣Kα,β

n,N (x, xj)
∣∣∣∆tj

+
∑

− 1
2
<xj61−n−2

(1− xj)
α(1 + xj)

β
∣∣∣Kα,β

n,N(x, xj)
∣∣∣∆tj

+
∑

1−n−2<xj<1

(1− xj)
α(1 + xj)

β
∣∣∣Kα,β

n,N (x, xj)
∣∣∣∆tj = ω1 + ω2 + ω3.

(4.17)

Ïîâòîðÿÿ âûøåïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ îöåíêè ñóìì σ1, σ2 è σ3, ìîæíî ïîêà-

çàòü, ÷òî ïðè n = O
(
δ
− 1

(α+3)

N

)

ω1 6 c(α, β, a, b)
[∣∣p̂α,βn,N(x)

∣∣ +
∣∣p̂α,βn+1,N(x)

∣∣
]
, (4.18)

ω2 6 c(α, β, a, b)
[
ln(n+ 1) +

∣∣p̂α,βn,N (x)
∣∣
]
. (4.19)

×òî êàñàåòñÿ ω3, òî âîñïîëüçîâàâøèñü îöåíêîé (2.7), èìååì

ω3 =
∑

1−n−2<xj<1

(1− xj)
α(1 + xj)

β

∣∣∣∣∣

n∑

k=0

p̂α,βk,N(x)p̂α,βk,N (xj)

∣∣∣∣∣∆tj 6 c(α, β, a, b)n−2α

×
∑

1−n−2<xj<1

∣∣∣∣∣

n∑

k=0

k2α+1

∣∣∣∣∣∆tj 6 c(α, β, a, b)n2
∑

1−n−2<xj<1

∆tj 6 c(α, β, a, b).

(4.20)

Èç (4.17)�(4.20) ïîëó÷àåì

Lα,β
n,N (x) 6 c(α, β, a, b)

[
ln(n + 1) +

∣∣∣p̂α,βn,N(x)
∣∣∣+
∣∣∣p̂α,βn+1,N(x)

∣∣∣
]
, 1− 4n−2

6 x 6 1.

Îòñþäà è èç (4.16) íàõîäèì

Lα,β
n,N(x) 6 c(α, β, a, b)

[
ln(n+ 1) +

∣∣p̂α,βn,N (x)
∣∣+
∣∣p̂α,βn+1,N (x)

∣∣
]
, 0 6 x 6 1. (4.21)

Äàëåå, ïîñðåäñòâîì àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé, ýòó æå îöåíêó ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ

ñëó÷àÿ, êîãäà −1 6 x 6 0. Ïîñëå, îáîçíà÷èâ ÷åðåç λ = max {α, β}, óáåæäàåìñÿ â ñïðà-

âåäëèâîñòè òåîðåìû 4.1. ⊲

Òåïåðü îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü âîïðîñ î òî÷íîñòè ïîëó÷åííîé îöåíêè äëÿ Lα,β
n,N(x). Äëÿ

ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè [16℄.

Î÷åâèäíî, ÷òî

Lα,β
n,N(x) > Sα,β

n,N (1;x) = 1. (4.22)
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Äàëåå, ïîëîæèâ n+ 2 6 N − 1, ðàññìîòðèì ÷àñòíóþ ñóììó (n+ 2)-ãî ïîðÿäêà îðòî-

íîðìèðîâàííîãî ìíîãî÷ëåíà ßêîáè P̂α,β
n+2(x) ïî ñèñòåìå (1.1). Ïðè ýòîì

Sα,β
n−1,N(P̂α,β

n+2;x) = Sα,β
n+2,N (P̂α,β

n+2;x)

−
N−1∑

j=0

(1− xj)
α(1 + xj)

βP̂α,β
n+2(xj)p̂

α,β
n+2,N (xj)p̂

α,β
n+2,N (x)∆tj

−
N−1∑

j=0

(1− xj)
α(1 + xj)

βP̂α,β
n+2(xj)p̂

α,β
n+1,N (xj)p̂

α,β
n+1,N (x)∆tj

−
N−1∑

j=0

(1− xj)
α(1 + xj)

βP̂α,β
n+2(xj)p̂

α,β
n,N (xj)p̂

α,β
n,N (x)∆tj . (4.23)

Çàòåì, â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî è ëåììû 2.1 (i = n, n + 1, n + 2)
ïîëó÷àåì

N−1∑

j=0

(1− xj)
α(1 + xj)

βP̂α,β
n+2(xj)p̂

α,β
i,N (xj)∆tj

6

(
N−1∑

j=0

(1 − xj)
α(1 + xj)

β
(
P̂α,β
n+2(xj)

)2
∆tj

) 1
2

×
(

N−1∑

j=0

(1− xj)
α(1 + xj)

β p̂2i,N (xj)∆tj

) 1
2

6 1.

Äàëåå, ïîñêîëüêó Sα,β
n+2,N(P̂α,β

n+2;x) = P̂α,β
n+2(x), òî èç (4.23) ïîëó÷àåì

Lα,β
n,N (x) >

∣∣∣Sα,β
n−1,N(P̂α,β

n+2;x)
∣∣∣ >

∣∣∣P̂α,β
n+2(x)

∣∣∣ −
∣∣p̂α,βn+2,N(x)

∣∣ −
∣∣p̂α,βn+1,N(x)

∣∣−
∣∣p̂α,βn,N(x)

∣∣. (4.24)

Êðîìå òîãî, â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

σ21 = c(α, β)

(
1 +

α+ β

2n+ 2

) ∑

− 1
2
6xj6τ1

(1− xj)
α(1 + xj)

β

×
∣∣∣∣
(1− xj)P̂

α+1,β
n (xj)P̂

α,β
n (x)− (1− x)P̂α+1,β

n (x)P̂α,β
n (xj)

x− xj

∣∣∣∣∆tj

> c(α, β)
∑

− 1
2
6xj6τ1

∆tj
x− xj

= c(α, β)
∑

− 1
2
6xj6y1

∆tj
x− xj+1

x− xj+1

x− xj

> c(α, β)

(
1− δN

2

)[
ln(n+ 1)− ln 2

]
. (4.25)

Ñîïîñòàâëÿÿ (4.22)�(4.25) è âîñïîëüçîâàâøèñü ñëåäñòâèåì 2.1, ïîäáåðåì òàêóþ êîí-

ñòàíòó c > 0, ÷òî ïðè âñåõ x ∈ [−1, 1]

Lα,β
n,N (x) > c

[
ln(n+ 1) +

∣∣p̂α,βn,N(x)
∣∣ +
∣∣p̂α,βn+1,N(x)

∣∣
]
,

èç êîòîðîãî è ñëåäóåò íåóëó÷øàåìîñòü ïî ïîðÿäêó ïîëó÷åííîé îöåíêè ñâåðõó äëÿ êîí-

ñòàíòû Ëåáåãà. ⊲
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Êðîìå òîãî îòìåòèì, ÷òî ïðè óñëîâèè n = O
(
δ
− 1

(α+3)

N

)
äëÿ p̂α,βn,N(x), 0 6 x 6 1, äîïó-

ñòèìà îöåíêà

|p̂α,βn,N (x)| 6 c(α, β, a, b)
nα+ 1

2

(n
√
1− x)α+

1
2 + 1

.

Î÷åâèäíî, ÷òî òàêàÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà è äëÿ p̂α,βn+1,N(x). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ 0 6 x 6 1
èìååò ìåñòî îöåíêà

Lα,β
n,N (x) 6 c(α, β, a, b)

[
ln(n + 1) +

nα+ 1
2

(n
√
1− x)α+

1
2 + 1

]

6 c(α, β, a, b)

[
ln(n+ 1) +

nα+ 1
2

(n
√
1− x)α+

1
2 + 1

+
nβ+ 1

2

(n
√
1 + x)β+

1
2 + 1

]
.

Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ è äëÿ −1 6 x 6 0, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó

óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü f ∈ C[−1, 1], α, β � öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, λ = max {α, β},
n = O

(
δ
− 1

(λ+3)

N

)
, 0 < b < 1, 0 < a 6

{
1−b
2æ2

} 1
4
. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (−1 6 x 6 1)

Lα,β
n,N(x) 6 c(α, β, a, b)

[
ln(n+ 1) +

nα+ 1
2

(n
√
1− x)α+

1
2 + 1

+
nβ+ 1

2

(n
√
1 + x)β+

1
2 + 1

]
.

Äàëåå, èç (1.4) è òåîðåìû 4.2 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü f ∈ C[−1, 1], α, β � öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, λ = max {α, β},
n = O

(
δ
− 1

(λ+3)

N

)
, 0 < b < 1, 0 < a 6 {(1 − b)/(2æ2)}

1
4 . Òîãäà ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî

−1 6 x 6 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∣∣f(x)− Sα,β
n,N(f, x)

∣∣ 6 c(α, β, a, b)En(f)

×
[
ln(n+ 1) +

nα+ 1
2

(n
√
1− x)α+

1
2 + 1

+
nβ+ 1

2

(n
√
1 + x)β+

1
2 + 1

]
.
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Abstrat. Given two positive integers α and β, for arbitrary ontinuous funtion f(x) on the segment

[−1, 1] we onstrut disrete Fourier sums S
α,β
n,N (f, x) on system polynomials

{

p̂
α,β
k,N (x)

}N−1

k=0
forming an

orthonormals system on any �nite non-uniform set ΩN = {xj}
N−1
j=0 of N points from segment [−1, 1] with

Jaobi type weight. The approximation properties of the orresponding partial sums S
α,β
n,N (f, x) of order

n 6 N − 1 in the spae of ontinuous funtions C[−1, 1] are investigated. Namely, for a Lebesgue funtion

in L
α,β
n,N (x), a two-sided pointwise estimate of disrete Fourier sums with n = O

(

δ
−

1
(λ+3)

N

)

, λ = max{α, β},

δN = max06j6N−1 ∆tj is obtained. The problem of onvergene of S
α,β
n,N (f, x) to f(x) is also investigated. In

partiular, an estimate is obtained of the deviation of the partial sum S
α,β
n,N (f, x) from f(x) for n = O

(

δ
−

1
(λ+3)

N

)

,

depending on n and the position of a point x in [−1, 1].
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