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Юрия Фёдоровича Коробейника

Аннотация. В конце девятнадцатого века Э. Борель естественным образом ввел понятие порядка
целой функции, а затем была получена соответствующая формула для вычисления этой величины
через коэффициенты тейлоровского разложения данной функции. Позже Дж. Риттом это понятие
было распространено и на целые функции, представленные рядами Дирихле с положительными
показателями. Им же получена аналогичная формула для этой характеристики (R-порядка), явно
зависящая от коэффициентов и показателей ряда Дирихле. В работах А. М. Гайсина этот результат
был полностью перенесен на случай полуплоскости, а также для ограниченной выпуклой области.
В последнем случае речь идет о рядах Дирихле с комплексными показателями — рядах экспонент.
В настоящей статье в терминах порядка по Ритту (R-порядка) изучается связь между ростом ряда
Дирихле и коэффициентами разложения. Отдельно рассмотрены случаи, когда ряд сходится рав-
номерно во всей плоскости или лишь в некоторой полуплоскости. В обоих случаях получены необ-
ходимые и достаточные условия на показатели, при выполнении которых верны соответствующие
формулы, позволяющие вычислить эту величину через коэффициенты ряда. Все ранее известные
результаты такого типа носили только достаточный характер. В случае плоскости нами показана
точность оценок С. Танаки для R-порядка.
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1. Введение

Пусть Λ = {λn}, 0 < λn ↑ ∞,

F (s) =

∞
∑

n=1

ane
−λns, s = σ + it, (1)

— ряд Дирихле, сходящийся абсолютно (или просто равномерно) в некоторой полуплос-
кости Πb = {s = σ + it : σ > b}, −∞ 6 b < ∞.

В статье обсуждается задача о порядке по Ритту функции F , заданной в Πb рядом (1),
и его связи с коэффициентами разложения этой функции в ряд Дирихле (1).

#Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований,
проект № 18-01-00095_а.
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Следуя работе Х. Бора [1], через σc, σa, σu будем обозначать абсциссы простой, аб-
солютной и равномерной сходимости ряда (1) соответственно. Как показал Г. Валирон
(см. [2, 3]),

lim
n→∞

ln |an|

λn
6 σc 6 σu 6 σa 6 lim

n→∞

ln |an|

λn
+ L, (2)

где

L = lim
n→∞

lnn

λn
. (3)

Вообще говоря (в отличие от степенных рядов), величины σc, σa, σu могут быть различ-
ными. Как видно из соотношений (2), при L = 0 они все совпадут: σc = σa = σu. В общем
случае может оказаться, что σa 6= σu. Тогда ряд (1) сходится в соответствующей полу-
плоскости (или во всей плоскости) только равномерно, но не абсолютно. В этом случае
актуальна формула М. Кунияды [4]:

σu = lim
x→+∞

lnT (x)

x
, T (x) = sup

|t|<∞

∣

∣

∣

∣

∣

∑

[x]6λn<x

ane
−iλnt

∣

∣

∣

∣

∣

,

где [x] — целая часть числа x.

Если σu = −∞, то сумма ряда Дирихле (1) представляет собой целую функцию F .
В этой ситуации наиболее подходящей и удобной характеристикой роста функции F
оказалось так называемое понятие R-порядка ρR, введенное Дж. Риттом (1928) [5].

По определению

ρR = lim
σ→−∞

ln lnMF (σ)

−σ
,

где MF (σ) = sup|t|<∞ |F (σ + it)|, σ ∈ R (функция lnMF (σ) является выпуклой по пере-
менной σ [6]). В предположении, что σa = −∞, т. е. когда ряд Дирихле (1) сходится во
всей плоскости абсолютно, Дж. Риттом была доказана следующая формула для вычис-
ления порядка ρR через коэффициенты разложения:

−
1

ρR
= lim

n→∞

ln |an|

λn lnλn
. (4)

В работе [7] этот результат был перенесен на случай полуплоскости Π0, а в [8] — на огра-
ниченную выпуклую область G ⊂ C. В последнем случае речь идет о рядах с комплекс-
ными показателями — рядах экспонент, — область абсолютной сходимости которых, как
известно, всегда выпукла [9]. В обоих случаях были указаны достаточные условия, при
выполнении которых имеют место соответствующие аналоги формулы Ритта (6), но за-
висящие и от опорной функции области сходимости ряда.

Цель статьи — указать необходимые и достаточные условия, при выполнении которых
верна формула для вычисления порядка по Ритту или его аналога в случае полуплоско-
сти Π0.
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2. Случай плоскости: уточнение теоремы С. Танаки∗

Пусть Λ = {λn}, 0 < λn ↑ ∞, и ряд Дирихле (1) сходится во всей плоскости. При
L < ∞ этот ряд сходится там и абсолютно.

Дж. Риттом было показано, что если L < ∞, то [5]

−
1

ρR
= lim

n→∞

ln |an|

λn lnλn

def
= −R, R > 0, (5)

где

ρR = lim
σ→−∞

ln lnMF (σ)

−σ

— порядок по Ритту, введенный в [5] (R — характеристика Ритта). При L < ∞ доказа-
тельство формулы (5) приводится также в [6, 10]. Оно основано на неравенствах типа
Коши

|an| 6 MF (σ) e
λnσ, n > 1, (6)

непосредственно вытекающих из формул для коэффициентов

ane
−λnσ = lim

y→∞

1

y

y
∫

y0

F (σ + it) eiλnt dt, n > 1, (7)

где y0 — любое фиксированное число из R.
Из доказательства усматривается, что формулы (7) на самом деле верны и в том

случае, когда ряд (1) сходится в плоскости (или в какой-то полуплоскости) равномер-
но (см. [10]). Но даже при абсолютной сходимости ряда условие L < ∞ слишком сильное.
Действительно, при доказательстве оценки ρR 6 R−1 все сводится к сходимости при лю-
бом ε > 0 ряда (см. [6, 10])

∞
∑

n=1

e−ελn lnλn , (8)

которая при L < ∞ выводится из сходимости ряда

∞
∑

n=1

e−c(lnn) lnλn , c > L.

На самом деле можно только предположить, что σu = −∞ и воспользоваться следующим
простым утверждением.

Лемма 1. Ряд (8) сходится при любом ε > 0 тогда и только тогда, когда

C
def
= lim

x→∞

lnn(x)

x lnx
= 0, n(x) =

∑

λn6x

1

(C — характеристика Сугимуры [11]).

⊳ Действительно, если C = 0, то для любого δ > 0 при n > n0(δ) имеем

1

δ
lnn < λn lnλn.

∗Результаты этого пункта получены Г. А. Гайсиной.
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Если взять δ = ε/2, то ряд (8), очевидно, сходится. Обратно, если при любом ε > 0
ряд (8) сходится, то из монотонности членов ряда будем иметь, что

ne−ελn lnλn → 0 при n → ∞.

Отсюда при n > n1(ε)
ne−ελn lnλn 6 1,

или
lnn

λn lnλn
6 ε.

Из-за произвольности ε > 0 отсюда получаем, что C = 0. ⊲

К. Сугимура в [11] доказал следующее утверждение: если ряд (1) сходится во всей
плоскости и 0 < R 6 ∞, то при C = 0 верна формула (5) Ритта.

Как показано в [12], в предположениях, сделанных в [11], ряд Дирихле (1) сходится во
всей плоскости равномерно (σu = −∞). Поэтому результат К. Сугимуры есть следствие
следующей более общей теоремы С. Танаки из [12].

Теорема 1. Пусть ряд Дирихле (1) сходится равномерно во всей плоскости. Тогда

для порядка ρR по Ритту верны оценки

−R 6 −
1

ρR
6 −R+ T, (9)

где R — характеристика Ритта,

T = lim
x→∞

lnN(x)

x lnx
, N(x) =

∑

[x]6λn<x

1,

[x] — целая часть числа x (T — характеристика Танаки).

Следствие 1. Если T = 0, то верна формула ρR = 1/R.

Отметим, что нижняя оценка в (9) получается так же, как и в [6, 10], если учесть, что
неравенства типа Коши (6) справедливы и в случае равномерной сходимости ряда (1).

Далее, так как N(x) 6 n(x), то при C = 0 и T = 0. Обратно, пусть T = 0. Тогда для
любого ε > 0 при x > x0(ε) > λ1

N(x) < eεx lnx.

Следовательно, учитывая монотонность мажоранты ϕε(x) = εx lnx, отсюда получаем

n(x) 6 n(x0) + ([x] + 1)eεx lnx, x > x0(ε).

Но
ln+(a+ b) 6 ln+ a+ ln+ b+ ln 2, a > 0, b > 0, c+ = max(c, 0).

Поэтому при x > x0(ε)

lnn(x)

x lnx
6

ln 2 + lnn(x0)

x lnx
+

ln([x] + 1)

x lnx
+ ε.

Отсюда из произвольности ε > 0 заключаем, что C = 0.
Таким образом, C = 0 тогда и только тогда, когда T = 0.
Отметим, что теорема 1 содержательна лишь в случае, когда T < ∞. При этом она

охватывает и случай R = 0 (при R = 0 порядок ρR = ∞).
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Наша цель — доказать точность правой оценки в (9).
Имеет место следующая теорема.

Теорема 2. Для любой последовательности Λ = {λn}, λn > 0, существует ряд Ди-

рихле вида (1), равномерно сходящийся во всей плоскости, для которого

−
1

ρR
= −R+ T.

Следствие 2. Для того чтобы порядок ρR любого ряда Дирихле, равномерно сходя-

щегося во всей плоскости, вычислялся по формуле (5), необходимо и достаточно, чтобы

T = 0.

⊳ Доказательство теоремы 2. Пусть T > 0. Тогда существует последователь-
ность {xn}, 1 < xn ↑ ∞, такая, что при x → ∞

lnN(xn)

xn lnxn
= (1 + o(1))T. (10)

Обозначая

ω =
∞
⋃

n=1

ωn, ωn =
[

[xn], xn
)

,

(при подходящем выборе последовательности {xn} из (10) следует, что ωn∩Λ 6= ∅, n > 1),
рассмотрим ряд Дирихле вида (1), коэффициенты которого определим следующим об-
разом: для любого A > T положим

ak =

{

0, λk /∈ ω;

e−Axn lnxn , λk ∈ ωn.

Можем считать, что xn > n (n > 1). Тогда ряд (1) будет сходиться во всей плоскости
абсолютно. Действительно,

∞
∑

k=1

∣

∣ake
−λks

∣

∣ =
∑

n>1

∑

λk∈ωn

ake
−λkσ, s = σ + it.

Но
An =

∑

λk∈ωn

ake
−λkσ = e−Axn lnxn

∑

λk∈ωn

e−λkσ 6 e−Axn lnxnN(xn)e
[xn]|σ|.

Поскольку A > T , то при некотором ε0 > 0 и n > n0

An 6 e−(xn lnxn)[A−(1+o(1))T ]e[xn]|σ| 6 e−ε0[xn] ln[xn]+[xn]|σ|.

Так как xn > n, то отсюда видно, что действительно для любого s ∈ C

∞
∑

k=1

∣

∣ake
−λks

∣

∣ < ∞.

Далее, так как λk ∼ λn при λk ∈ ωn и n → ∞, то R = A, а поскольку ak > 0, то имеет
место равенство

MF (σ) =
∑

λk∈ω

ake
−λkσ.
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Отсюда для любого n > 1

MF (σ) >
∑

[xn]6λk<xn

ake
−λkσ = e−Axn lnxn

∑

[xn]6λk<xn

e−λkσ.

Следовательно, при σ < 0

MF (σ) > e−Axn lnxnN(xn) e
−(xn−1)σ.

Отсюда, если учесть (10), при σ < 0 и n → ∞ имеем

lnMF (σ) > xn
[

−
(

A− (1 + o(1))T lnxn + (1 + o(1))
)

|σ|
]

. (11)

Возьмем
σ = σn = −(A− T + ε) ln xn, ε > 0. (12)

Тогда из (11) будем иметь: при n → ∞

lnMF (σn) > ε(1 + o(1))xn lnxn.

Отсюда, если учесть (12), получим: при n → ∞

lnMF (σn) > ε(1 + o(1))
|σn|

A− T + ε
e(A−T+ε)−1|σn|.

Следовательно, при n > n0(ε)

ln lnMF (σn) >
|σn|

A− T + 2ε
.

Значит,

ρR >
1

A− T + 2ε
,

а поскольку ε > 0 — любое, то

ρR >
1

A− T
.

Таким образом,

−
1

ρR
> −A+ T = −R+ T.

Тогда с учетом правой оценки из (9) отсюда окончательно заключаем, что

−
1

ρR
= −R+ T.

Теорема 2 доказана полностью. ⊲

2. Случай полуплоскости∗∗

Пусть ряд Дирихле (1) сходится абсолютно в полуплоскости Π0. В [7] введено понятие
R-порядка ρR (или порядка по Ритту) для суммы F этого ряда следующим образом:

ρR = lim
σ↓0

ln+ lnMF (σ)

σ−1
.

∗∗Результаты этого пункта получены А. М. Гайсиным.



Теоремы типа Ритта — Сугимуры 53

В [7] доказано, что если

lim
n→∞

lnλn

λn
lnn = 0, (13)

то R-порядок ρR любой функции F ∈ D0(Λ) равен

ρR = lim
n→∞

lnλn

λn
ln+ |an|. (14)

Здесь и далее через D0(Λ) обозначен класс всех функций F , представимых в полуплос-
кости Π0 рядами Дирихле, сходящимися лишь в этой полуплоскости.

Покажем, что в действительности верна следующая теорема.

Теорема 3. Для того чтобы для R-порядка ρR любой функции F ∈ D0(Λ) была

верна формула (14), необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие (13).

⊳ Достаточность, как было отмечено, установлена в [7].
Необходимость. Покажем теперь, что условие (13) является и необходимым для то-

го, чтобы для R-порядка любой функции F ∈ D0(Λ) была справедлива формула (14).
Действительно, пусть условие (13) не выполнено, т. е.

lim
n→∞

lnλn

λn
lnn > 0.

Тогда найдется подпоследовательность nm такая, что для любого m > 1

lnnm lnλnm

λnm

> ν > 0. (15)

Теперь положим an = e (n > 1) и оценим R-порядок функции F , определенной рядом

F (s) = e

∞
∑

n=1

e−λns, s = σ + it. (16)

Мы предполагаем, что выполнено условие

lim
n→∞

lnn

λn
= 0.

Тогда ряд (16) сходится абсолютно в полуплоскости Π0. Значит, F ∈ D0(Λ). Вычисляя
R-порядок по формуле (14), имеем ρR = 0. Убедимся, что на самом деле ρR > 0. Дей-
ствительно, поскольку коэффициенты an > 0, то MF (σ) = F (σ) (σ > 0). Следовательно,
для любого натурального N имеем

MF (σ) > e

N
∑

k=
[

N

2

]

e−λkσ > e
N

2
e−λNσ

> Ne−λNσ = exp(lnN − λNσ). (17)

Запишем условие (15) в виде

λnm
6

1

ν
lnnm lnλnm

, ν > 0 (18)

и положим в (17) N = nm. Тогда для любого m > 1 имеем

MF (σ) > exp(lnnm − λnm
σ) > exp

(

lnnm −
σ

ν
lnnm lnλnm

)

. (19)
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Далее, из (18) видно, что lnλnm
6 2 ln lnnm при m > m0. Учитывая это, из (19) получаем

оценку

MF (σ) > exp

(

lnnm −
2σ

ν
lnnm ln lnnm

)

, m > m0. (20)

В оценках (17) σ > 0 — любое. Имея это в виду, положим σ = σm, где σm — решение
уравнения

ln lnnm =
ν

4σ
, m > m0.

Тогда из (20) получаем

lnMF (σ) >
1

2
exp

ν

4σ
, σ = σm, m > m0.

Отсюда

ln lnMF (σ) > ln

(

1

2
exp

ν

4σ

)

>
ν

8σ
, σ = σm, m > m1 > m0.

Это означает, что ρR > ν/8. Необходимость доказана. ⊲

Для полноты изложения приведем соответствующий результат и для класса анали-
тических функций, представимых рядами экспонент в ограниченной выпуклой области
с некоторой фиксированной последовательностью показателей.

3. Случай ограниченной выпуклой области

Здесь мы ограничимся лишь формулировкой результата, поскольку он опубликован
в статье [8]. Пусть Λ = {λn}, 0 < |λ1| 6 |λ2| 6 . . . 6 |λn| 6 |λn+1| → ∞, — после-
довательность комплексных чисел, G — ограниченная выпуклая область, 0 ∈ G. Для
любой функции f , аналитической в области G, в [8] введено понятие R-порядка ρG. По
определению

ρG = lim
z→∂G

d(z) ln+ ln+ |f(z)|,

где d(z) = infξ∈∂G |z − ξ|.
Через HR(G,Λ) обозначим класс всех аналитических в области G функций f , имею-

щих конечный порядок ρG и представимых в G рядом экспонент

f(z) =

∞
∑

n=1

ane
λnz.

Всегда существует последовательность Λ, имеющая нулевую плотность и нулевой
индекс конденсации, такая, что HR(G,Λ) 6= ∅ (см. в [8]).

В [8] доказана следующая теорема.

Теорема 4. Пусть G — ограниченная выпуклая область с гладкой границей, 0 ∈ G.

Если q = 0 и выполняется условие

lim
n→∞

n ln |λn|

|λn|
= 0,

то порядок ρG любой функции f ∈ HR(G,Λ) вычисляется по формуле

ρG = lim
n→∞

ln |λn|

|λn|
ln+

[

|an|e
K(−ϕn)|λn|

]

, (21)
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где λk = |λk|e
iϕk , K(ϕ) — опорная функция области G, а

q = lim
n→∞

ln |λn|

|λn|
ln

∣

∣

∣

∣

1

Q′(λn)

∣

∣

∣

∣

, Q(λ) =
∞
∏

n=1

(

1−
λ2

λ2
n

)

, λ2
n 6= λ2

m, n 6= m.

В [8] приводится пример функции f ∈ HR(G,Λ), порядок ρG которой не равен правой
части (21), если q 6= 0.

Рядам Дирихле посвящена и целая серия работ Юрия Фёдоровича Коробейника, ко-
торыми он занимается с начала 1990-х годов (см. в [13]), а за последние 20 лет — и
теорией дзета-функции Римана (правда, как сам утверждает, «упорно, но не слишком
успешно» [14]). Однако он надеется, что его работы привлекут «внимание уфимских ма-
тематиков к этой, по-видимому, свежей для них тематике» (см. [14]). В работе [13] им
было высказано также пожелание о том, чтобы эта его «небольшая книга послужила
бы отправной точкой для создания подобной [но более подробной] монографии по ря-
дам Дирихле». Настоящая заметка подготовлена в какой-то степени под влиянием этого
пожелания.

В заключение считаю своим долгом выразить профессору Ю. Ф. Коробейнику глубо-
кую признательность за то, что он выступал в качестве моего официального оппонента
по кандидатской и докторской диссертациям, причем в первом случае — в Ростове-на-
Дону в 1983 году. Его глубокие по содержанию замечания и рекомендации, высказан-
ные в отзывах, во многом отразились в моих дальнейших исследованиях (примечание
А. М. Гайсина).
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Abstract. At the end of the nineteenth century, E. Borel introduced the concept of the order of an entire
function, and then a corresponding formula was obtained for calculating this quantity in terms of the coefficients
of the Taylor expansion of this function. Later, J. Ritt extended this notion to entire functions represented by
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10. Mandelbrojt, S. Séries Adhérentes. Régularisation des Suites. Applications, Gauthier-Villars, Paris,
1952, xiv+277 p.
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