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Аннотация. Рассматривается гильбертово пространство целых функций H , удовлетворяющее усло-
виям: 1) пространство H — функциональное в том смысле, что точечные функционалы δz : f → f(z)
являются непрерывными при каждом z ∈ C; 2) пространство H устойчиво относительно деления, т. е.
если F ∈ H , F (z0) = 0, то F (z)(z−z0)

−1 ∈ H ; 3) пространство H радиальное, т. е. если F ∈ H и ϕ ∈ R,
то функция F (zeiϕ) лежит в H , причем ‖F (zeiϕ)‖ = ‖F‖; 4) полиномы полны в H и ‖zn‖ ≍ eu(n),

n ∈ N ∪ {0}, где последовательность u(n) удовлетворяет условию u(n + 1) + u(n − 1) − 2u(n) ≻ nδ,

n ∈ N, для некоторого δ > 0. Из условия 1) следует, что каждый функционал δz порождается элемен-
том kz(λ) ∈ H в смысле δz(f) = (f(λ), kz(λ)). Функция k(λ, z) = kz(λ) называется воспроизводящим
ядром пространства H . Базис {ek, k = 1, 2, . . .} в гильбертовом пространстве называется безуслов-
ным базисом, если найдутся числа c, C > 0, такие, что для любого элемента x =

∑
∞

k=1 xkek ∈ H

выполняется соотношение

c

∞∑

k=1

|ck|
2‖ek‖

2
6 ‖x‖2 6 C

∞∑

k=1

|ck|
2‖ek‖

2
.

В статье излагается метод конструирования безусловных базисов из значений воспроизводящего
ядра в таких пространствах. Эта задача восходит к двум тесно связанным между собой классическим
задачам: представление функций посредством рядов экспонент и интерполяция целыми функциями.
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Введение

Пусть H — гильбертово пространство целых функций, удовлетворяющее условиям:
1. Пространство H — функциональное в том смысле, что точечные функционалы

δz : f → f(z) являются непрерывными при каждом z ∈ C.

# Работа первого автора выполнена в рамках реализации программы развития научно-образо-
вательного математического центра Приволжского федерального округа, дополнительное соглашение
№ 075-02-2020-1421/1 к соглашению № 075-02-2020-1421; работа второго автора выполнена при поддерж-
ке программы фундаментальных научных исследований, проект № 18-01-00095 А.

c© 2020 Исаев К. П., Юлмухаметов Р. С.



86 Исаев К. П., Юлмухаметов Р. С.

2. Пространство H устойчиво относительно деления, т. е. если F ∈ H, F (z0) = 0, то
F (z)(z − z0)

−1 ∈ H. Из этого условия следует, в частности, что точечные функционалы
отличны от нуля.

Из условия 1 следует, что каждый функционал δz порождается элементом kz(λ) ∈ H

в смысле δz(f) = (f(λ), kz(λ)). Функция k(λ, z) = kz(λ) называется воспроизводящим

ядром пространства H. Через K(z) обозначим k(z, z). Тогда функция Бергмана про-
странства H — это ‖δz‖H = (K(z))

1
2 (cм. [1]).

Базис {ek, k = 1, 2, . . .} в гильбертовом пространстве называется безусловным бази-

сом [2], если найдутся числа c, C > 0 такие, что для любого элемента x =
∑∞

k=1 xkek ∈ H

выполняется соотношение

c
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|ck|
2‖ek‖

2
6

∥∥∥∥∥
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2

6 C
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2.

В данной статье мы намерены изложить метод конструирования безусловных базисов
в некоторых гильбертовых пространствах целых функций.

Эта задача восходит к двум тесно связанным между собой классическим задачам:
представление функций посредством рядов экспонент и интерполяция целыми функци-
ями. Представление функций посредством рядов экспонент активно развивалось А. Ф.
Леонтьевым и его учениками, основные результаты и аналитические методы изложены
в монографии [3]. Ю. Ф. Коробейником и его учениками развивались функционально
аналитические методы, им создана теория абсолютно представляющих систем в локаль-
но выпуклых пространствах голоморфных функций, основные результаты этой теории
изложены в работе [4]. В теории абсолютно представляющих систем естественным обра-
зом важное значение имеет степень тонкости топологии пространства. В работах [5, 6]
доказаны теоремы о существовании представляющих систем экспонент в проективных и
индуктивных пределах весовых пространств, в которых оператор дифференцирования
действует непрерывно.

Дальнейшее продвижение в этой задаче в смысле тонкости топологии предполагает
уже изучение нормированных пространств, т. е. конструирование (безусловных) базисов.
Как оказалось, базисы из экспонент — явление редкое. Насколько известно авторам —
это базисы в классическом пространстве L2 и в пространствах Соболева Ls

2 [7], базисы
в пространствах Смирнова [8] и Бергмана [9] на выпуклых многоугольниках. Соответ-
ственно, имеется ряд работ об отсутствии базисов из экспонент. Так на пространствах
Смирнова и Бергмана на областях с гладкой границей базисов из экспонент не может
быть (см. [10, 11]). Базисов из экспонент не бывает также и в весовых пространствах,
когда весовая функция растет быстрее степенной функции [12] или сравнима со степен-
ной [13].

В работах [14–16] показано отсутствие безусловных базисов из значений воспроизво-
дящего ядра в классическом пространстве Бергмана и в пространствах Фока

Fϕ =



f ∈ H(C) : ‖f‖2 :=

∫

C

|f(λ)|2e−2ϕ(λ)dm(λ) < ∞





с радиальными весами ϕ, растущими быстрее |λ|2. В работе [17] доказано отсутствие
безусловных базисов из значений воспроизводящего ядра уже в пространствах с весами,
удовлетворяющими условию (ln+ r)2 = o(ϕ(r)), r → ∞, и с некоторой регулярностью
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роста. В этой же работе получен неожиданный результат о существовании безуслов-
ных базисов из значений воспроизводящего ядра в пространствах Фока Fϕα с весами
ϕα(λ) = (ln+ |λ|)α при α ∈ (1; 2]. В дальнейшем в статье [18] доказано существование
безусловных базисов из значений воспроизводящего ядра в пространствах Фока с веса-
ми существенно более общего вида.

Далее будем использовать следующие обозначения. Запись A(x) ≍ B(x), x ∈ X,
для положительных функций A, B означает, что для некоторых констант C, c > 0 для
всех x ∈ X выполняются оценки cB(x) 6 A(x) 6 CB(x), символ A(x) ≺ B(x), x ∈ X,
(A(x) ≻ B(x), x ∈ X); означает существование константы C > 0 такой, что A(x) 6 CB(x)
(B(x) 6 CA(x)).

Функциональное гильбертово пространство H будем называть радиальным, если для
любого F ∈ H и ϕ ∈ R функция F (zeiϕ) лежит в H, причем ‖F (zeiϕ) = ‖F‖. Очевидно,
что в радиальном гильбертовом пространстве K(zeiϕ) ≡ K(z), z ∈ C, ϕ ∈ R.

В данной работе мы рассматриваем абстрактные радиальные функциональные гиль-
бертовы пространства, устойчивые относительно деления, и докажем два основных
утверждения.

1. Если H — радиальное функциональное гильбертово пространство, устойчивое от-
носительно деления и допускающее безусловный базис из значений воспроизводящего
ядра, то

‖zn‖ ≍ eu(n), n ∈ N ∪ {0},

где последовательность u(n) выпуклая, т. е.

u(n+ 1) + u(n− 1)− 2u(n) > 0, n ∈ N

(cм. теорему 1).
2. Если H — радиальное функциональное гильбертово пространство, устойчивое от-

носительно деления, в котором полиномы полны и

‖zn‖ ≍ eu(n), n ∈ N ∪ {0},

где последовательность u(n) удовлетворяет условию

u(n+ 1) + u(n− 1)− 2u(n) ≻ nδ, n ∈ N,

для некоторого δ > 0, то в пространстве H существует безусловный базис из значений
воспроизводящего ядра (cм. теорему 5).

Второе утверждение доказывается по схеме работы [17] — на основе теоремы Бари.
Результаты этой работы относительно пространств Fϕα для α ∈ (1; 2) довольно просто
следуют из второго утверждения.

1. Геометрия радиальных гильбертовых пространств, допускающих

безусловный базис из значений воспроизводящего ядра

Теорема 1. Если в радиальном функциональном гильбертовом пространстве H,

устойчивом относительно деления и содержащем все мономы, существует безусловный

базис из значений воспроизводящего ядра, то существует гладкая выпуклая функция

u(x) на R такая, что

‖zn‖ ≍ eu(n), n ∈ N ∪ {0}.
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При этом

lim
x→+∞

u′(x) = lim
x→+∞

u(x)

x
= +∞.

⊳ Пусть система {k(λ, zn)}
∞
n=1 является безусловным базисом в функциональном

гильбертовом пространстве H и Ln — биортогональный базис. Поскольку мы предпо-
лагаем устойчивость относительно деления, то

Ln(λ) =
L(λ)

L′(λn)(λ− λn)
, n ∈ N, λ ∈ C,

где L — порождающая целая функция. Как известно,

‖Lk‖
2 ≍

1

K(zk)
, k ∈ N,

и разложение функции F ∈ H по этому базису имеет вид

F (z) =

∞∑

k=1

F (zk)Lk(z).

По определению безусловного базиса

‖F‖2 ≍

∞∑

k=1

|F (zk)|
2

K(zk)
.

Значит,

‖zn‖2 ≍
∞∑

k=1

|zk|
2n 1

K(|zk|)
=

∞∫

0

r2n

K(r)
dµ(r), n ∈ N ∪ {0},

где µ(r) =
∑

|zk|<r 1 — считающая функция последовательности rk = |zk|, k ∈ N, нуме-
рованной по возрастанию. Гладкая выпуклая функция

u(x) := ln

∞∫

−∞

e2xy
dµ(ey)

K(ey)
, x ∈ R,

удовлетворяет условиям теоремы 1.
Если предположить, что производная u′(x) ограничена числом a, то при больших n

имеем u(n) 6 2an, т. е. ‖zn‖ ≺ e2an. Тогда для любого ряда Тейлора, сходящегося в круге
B(0; b) с b > e3a по неравенству Коши для коэффициентов и неравенству треугольника
для норм ∥∥∥∥

∞∑

n=k

cnz
n

∥∥∥∥ 6

∞∑

n=k

|cn|‖z
n‖ ≺

∞∑

n=k

e−na → 0, k → ∞.

Тем самым, ряд сходится в норме пространства H и в силу полноты пространство H

содержит все функции, аналитические в круге B(0; b). ⊲

Не уменьшая общности, далее будем считать, что последовательность ln ‖zn‖,
n = 0, 1, . . ., — возрастающая, выпуклая и ln ‖z0‖ = 0. Соответственно, будем считать,
что u(t) (u(0) = 0) — кусочно-линейная неубывающая функция с изломами в целых
неотрицательных точках такая, что

‖zn‖ ≍ eu(n), n ∈ N ∪ {0}.
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Таким образом,

u(t) = u(n) + (u(n + 1)− u(n))(t − n), t ∈ [n;n+ 1], n ∈ N ∪ {0},

при этом
u′+(n) = u′−(n+ 1) = u(n+ 1)− u(n), n ∈ N ∪ {0}.

Поскольку

ũ(x) = sup
t>0

(xt− u(t)) = sup
n∈N∪{0}

sup
τ∈[0;1]

(x(n+ τ)− (u(n) + (u(n + 1)− u(n))τ)

= sup
n∈N∪{0}

(xn − u(n) + sup
τ∈[0;1]

(x− (u(n+ 1)− u(n))τ))

и внутренний супремум достигается на концах отрезка [0; 1], то

ũ(x) = sup
n∈N∪{0}

(xn− u(n)), x ∈ R. (1)

Таким образом, сопряженная по Юнгу ũ(x) как верхняя огибающая последовательности
линейных функций также будет кусочно линейной с изломами в точках xn = u(n) −
u(n− 1) = u′+(n− 1), n ∈ N, или более подробно

ũ(x) =





0, x 6 x1 = u(1) − u(0),

1 · x− u(1), x1 6 x 6 x2 = u(2)− u(1),

. . .

nx− u(n), xn 6 x 6 xn+1 = u(n+ 1)− u(n),

. . .

Производная функция ũ′(x) будет функцией скачков с единичными скачками в этих
точках xn, n ∈ N, в частности,

ũ(xn) = xnn− u(n), ũ′+(xn) = n, n ∈ N. (2)

Соответственно, ũ′(ln r) — функция скачков с единичными скачками в точках Rn = exn .
Выпуклость последовательности u(n) означает выполнение условия

u(n+ 1) + u(n− 1)− 2u(n) > 0, n ∈ N.

Мы будем рассматривать более сильное условие: для некоторого σ > 0

u(n+ 1) + u(n− 1)− 2u(n) > σ, n ∈ N,

или
u′+(n + 1)− u′+(n) > σ, n ∈ N ∪ {0}. (A)

Теорема 2. Пусть K(λ) — функция Бергмана радиального функционального гиль-

бертова пространства H, устойчивого относительно деления, в котором полиномы полны,

и u(t) — кусочно линейная функция такая, что

∥∥zk
∥∥ ≍ eu(k), k ∈ N ∪ {0},
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для которой выполняется условие (A). Тогда

K(λ) ≍ e2ũ(ln |λ|), λ ∈ C.

⊳ В условиях теоремы
{

zn

‖zn‖ , n = 0, 1, . . .
}

образует ортонормированный базис. Сле-
довательно,

k(λ, z) =
∞∑

k=0

λkzk

‖zk‖2
,

K(z) =
∞∑

k=0

|zk|2

‖zk‖2
, z ∈ C.

Докажем требуемое соотношение на критических окружностях |λ| = Rn. Из формулы
для K(z) имеем

K(Rn)R
−2n
n ‖zn‖2 ≍

∞∑

k=0

R2(k−n)
n e−2u(k)+2u(n), n ∈ N.

Поскольку lnRn = xn = u′+(n− 1), то

R2(k−n)
n e−2u(k)+2u(n) = e2(u(n)−u(k)−u′

+(n−1)(n−k)).

Пусть k > n. Для кусочно линейной функции

u′+(n) = u(n+ 1)− u(n)

и

u(k)− u(n) =
k−n−1∑

j=0

(u(n + j + 1)− u(n+ j)) =
k−n−1∑

j=0

u′+(n + j). (3)

По условию (A)

u′+(n+ p) > u′+(n− 1) + (p+ 1)σ, n− 1, p = 0, 1, 2, . . . ,

и, значит,

u(k)− u(n) > (k − n)u′+(n− 1) +
1

2
(k − n)(k − n+ 1)σ,

тем самым,

u(n)− u(k)− u′+(n− 1)(n − k) 6 −
1

2
(k − n)(k − n+ 1)σ, k > n.

Таким образом,

∞∑

k=n

R2(k−n)
n e−2u(k)+2u(n)

6

∞∑

j=0

e−j(j+1)σ := C(σ), n ∈ N,

и
∞∑

k=n

R2k
n

‖zk‖2
6 C(σ)

|Rn|
2n

‖zn‖2
, n ∈ N. (4)

Пусть k < n. Тогда
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u(n)− u(k)− u′+(n− 1)(n − k)

=

n−k∑

j=1

(
u(n− j + 1)− u(n− j)− u′+(n− 1)

)
=

n−k∑

j=1

(
u′+(n− j)− u′+(n− 1)

)
.

Поскольку
u′+(n− j)− u′+(n− 1) 6 −(j − 1)σ,

то

u(n)− u(k) − u′+(n− 1)(n − k) 6 −
1

2
(n− k)(n − k − 1)σ, k < n.

Таким образом,

n−1∑

k=0

R2(k−n)
n e−2u(k)+2u(n)

6

∞∑

j=1

e−j(j−1)σ < C(σ), n ∈ N,

и
n−1∑

k=0

|Rn|
2k

‖zk‖2
6 C(σ)

|Rn|
2n

‖zn‖2
, n ∈ N.

Отсюда и из (4) следует соотношение

K(Rn) ≍
R2n

n

‖zn‖2
, n ∈ N.

В силу соотношения (2)

e2ũ(lnRn) ≍
R2n

n

‖zn‖2
, n ∈ N,

тем самым,
K(Rn) ≍ e2ũ(lnRn), n ∈ N.

Функция lnK(ex) — выпуклая и по доказанному

lnK(exn) 6 Const + 2ũ(xn), n ∈ N.

Поскольку функция ũ(x) линейна между точками xn, то это соотношение верно для
всех x:

K(λ) ≺ e2ũ(ln |λ|)), λ ∈ C. (5)

С другой стороны, по определению функции Бергмана и по формуле (1)

K(λ) = sup
F∈H

|F (λ)|2

‖F‖2
> sup

n∈N∪{0}

|λn|2

‖λn‖2
= exp

(
2 sup
n∈N∪{0}

(n ln |λ| − u(n))

)
= e2ũ(ln |λ|).

Отсюда и из (5) следует утверждение теоремы 2. ⊲

2. Конструкция безусловного базиса из значений воспроизводящего ядра

Введем обозначение

K(λ, z) :=
k(λ, z)

‖k(λ, z)‖
=

k(λ, z)√
K(z)

.
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Рассмотрим еще более сильное условие выпуклости: для некоторых δ ∈ (0; 1), σ > 0

u(n+ 1) + u(n− 1)− 2u(n) > σ(n+ 1)δ , n ∈ N, (B)

или
u′+(n+ 1)− u′+(n) > σ(n+ 1)δ , n ∈ N ∪ {0}.

Выберем число q ∈ (0; 1) таким образом, чтобы последовательности xn и x′n = xn + ln q
n

чередовались:
0 < x′1 < x1 < x′2 < x2 < . . . (6)

Это возможно, поскольку

xn+1 − xn = u′+(n)− u′+(n− 1) > σnδ, n ∈ N.

Теорема 3. Пусть H — радиальное функциональное гильбертово пространство,

устойчивое относительно деления, в котором многочлены полны, и u(t) — кусочно-

линейная функция такая, что

‖zk‖ ≍ eu(k), k ∈ N ∪ {0},

для которой выполняется условие (B). Тогда, если ϕn ∈ [0; 2π], n ∈ N ∪ {0}, qn = q
n
, где

q ∈ (0; 1) выбрано так, что выполняется условие (6), и λn = qne
u′

+(n−1)eiϕn , n ∈ N, то

∞∑

n=0

∥∥∥∥
λne−iϕn

‖λn‖
−K(λ, λn+1)

∥∥∥∥
2

< ∞.

⊳ В условиях теоремы система ek = λk

‖zk‖
, k = 0, 1, 2, . . ., образует ортонормированный

базис и

λne−iϕn

‖λn‖
−K(λ, λn+1) =

(
e−iϕn −

λ
n

n+1√
K(λn+1)‖zn‖

)
en −

1√
K(λn+1)

∑

k 6=n

λ
k

n+1

‖zk‖
ek.

Отсюда по равенству Парсеваля

∥∥∥∥
λne−iϕn

‖λn‖
−K(λ, λn+1)

∥∥∥∥
2

=

∣∣∣∣∣1−
|λn+1|

n

√
K(λn+1)‖zn‖

∣∣∣∣∣

2

+
1

K(λn+1)

∑

k 6=n

|λn+1|
2k

‖zk‖2
. (7)

Лемма 1. Пусть N = N(σ, δ) такое, что при n > N выполняется неравенство

− ln qn+1 6
σ
2n

δ. Тогда для n > N имеет место оценка

1

K(λn+1)

∑

k 6=n

|λn+1|
2k

‖zk‖2
6 C(σ, δ)

(
q2

(n+ 1)2
+ e−2σnδ

)
.

⊳ По теореме 2

1

K(λn+1)

|λn+1|
2k

‖zk‖2
≍ q2kn+1e

2(ku′

+(n)−u(k)−ũ(ln qn+1+xn+1)), n ∈ N ∪ {0}.
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Поскольку функция ũ кусочно линейна, то по формулам (2)

ũ(ln qn+1 + xn+1) = ũ(xn+1) + ũ′−(xn+1) ln qn+1

= xn+1(n+ 1)− u(n+ 1) + ũ′+(xn) ln qn+1 = u′+(n)(n+ 1)− u(n+ 1) + n ln qn+1,

поэтому
1

K(λn+1)

|λn+1|
2k

‖zk‖2
≍ q

2(k−n)
n+1 e2(u(n+1)−u(k)−u′

+(n)(n+1−k)), n > N. (8)

Пусть k > n+ 1. По соотношению (3) при условии (B) имеем

u(k)−u(n+1) =

k−n−1∑

j=1

u′+(n+j) >

k−n−1∑

j=1

(u′+(n)+σ(n+1)δ) = (u′+(n)+σ(n+1)δ)(k−n−1),

следовательно,

1

K(λn+1)

|λn+1|
2k

‖zk‖2
≺ q

2(k−n)
n+1 e−2σ(n+1)δ(k−n−1), n > N,

и
∞∑

k=n+1

1

K(λn+1)

|λn+1|
2k

‖zk‖2
≺

q2

(n+ 1)2

∞∑

k=n+1

e−2σ(n+1)δ(k−n−1)
6 C1(σ)

q2

(n + 1)2
. (9)

Рассмотрим k 6 n− 1. Заметим, что

u(n+ 1)− u(k)− u′+(n)(n+ 1− k) =
n−k∑

j=0

(u(n− j + 1)− u(n− j)− u′+(n))

=

n−k∑

j=1

(u′+(n− j)− u′+(n)) = −

n−1∑

s=k

(u′+(n)− u+(s)),

(10)

и по условию (B)

u′+(n)− u′+(s) =
n∑

p=s+1

(u′+(p)− u′+(p− 1)) > σ

n∑

p=s+1

pδ > σ(s + 1)δ(n− s).

Функция (s+1)δ(n−s) — вогнутая, значит минимальное значение на интервале [0;n−1]
достигается в концевых точках, поэтому

u′+(n)− u′+(s) > σnδ, s = 0, 1, . . . , n− 1.

Отсюда и из (10) получим

u(n+ 1)− u(k)− u′+(n)(n+ 1− k) 6 −σnδ(n− k).

Таким образом, для n > N в силу (8) выполняется оценка

1

K(λn+1)

|λn+1|
2k

‖zk‖2
≺ e−2(n−k)σnδ

, n > N,

значит,

1

K(λn+1)

n−1∑

k=0

|λn+1|
2k

‖zk‖2
≺

n−1∑

k=0

e−2(n−k)σnδ

6 C2(σ, δ)e
−2σnδ

.

Отсюда и из (9) следует утверждение леммы 1. ⊲
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Закончим доказательство теоремы 3.
По определению функции Бергмана

|λn+1|
n

√
K(λn+1)‖zn‖

< 1,

поэтому

∣∣∣∣∣1−
|λn+1|

n

√
K(λn+1)‖zn‖

∣∣∣∣∣

2

< 1−
|λn+1|

2n

K(λn+1)‖zn‖2
=

1

K(λn+1)

∑

k 6=n

|λn+1|
2k

‖zk‖2
,

и по утверждению леммы 1 для достаточно больших n

∣∣∣∣∣1−
|λn+1|

n

√
K(λn+1)‖zn‖

∣∣∣∣∣

2

6 C(σ, δ)

(
q

(n+ 1)2
+ e−2σnδ

)
.

По соотношению (7) и из утверждения леммы 1 следует утверждение теоремы 3. ⊲

Теорема 4. Пусть H — радиальное функциональное гильбертово пространство,

устойчивое относительно деления, в котором многочлены полны, и u(t) — кусочно-

линейная функция такая, что

‖zk‖ ≍ eu(k), k ∈ N ∪ {0},

для которой выполняется условие (B), тогда, если ϕn ∈ [0; 2π], qn = q
n
, где q ∈ (0; 1)

выбрано так, что выполняется условие (6), и λn = qne
u′

+(n−1)eiϕn , n ∈ N, то система

K(λ, λn), n ∈ N, полна и минимальна в пространстве H.

⊳ Функция u0(λ) = u0(|λ|) := ũ(ln |λ|) — радиальная субгармоническая функция.
Ассоциированная по Риссу мера µ этой функции просто считается в полярных коорди-
натах:

dµ(reiϕ) =
1

2π
∆u0(re

iϕ) dm(reiϕ) =
1

2πr2

(
u′′0(r) +

1

r
u′0(ln r)

)
rdrdϕ =

1

2π
dũ′(ln r)dϕ,

где dm(z) — мера Лебега. Через µ(t) обозначим µ-меру круга B(0, t). Тогда

µ(t) = ũ′(ln t) =
∑

Rn<t

1, t > 0.

Формула Йенсена для радиальной функции ũ становится очень простой:

ũ(ln |λ|) =

|λ|∫

0

µ(t) dt

t
.

Пусть R′
n = ex

′

n = |λn| и ν(t) =
∑

R′
n<t 1, t > 0. Рассмотрим субгармоническую функ-

цию

v(ln |λ|) =

|λ|∫

0

ν(t) dt

t
.
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Лемма 2. Имеет место соотношение

v(lnRn)− ũ(lnRn) → ∞, n → ∞,

причем для любого α ∈
(

1
1+δ

; 1
)

и некоторой константы b > 0

v(lnRn)− ũ(lnRn) 6 b(lnRn)
α, n ∈ N.

⊳ Поскольку последовательности R′
n и Rn чередуются, то

ν(t)− µ(t) = 1, R′
n 6 t < Rn, n ∈ N,

и ν(t)− µ(t) = 0 для остальных t > 0. Значит,

v(lnRn)− ũ(lnRn) =

n∑

k=1

Rk∫

R′

k

dt

t
=

n∑

k=1

ln
Rk

R′
k

= ln
n!

qn
.

Отсюда вытекает первое соотношение леммы. Применив формулу Стирлинга, получим,
что для некоторой постоянной a > 0

v(lnRn)− ũ(lnRn) 6 an lnn, n ∈ N. (11)

По условию (В)

xn − x1 =

n∑

k=2

(xk − xk−1) =

n∑

k=2

(
u′+(k − 1)− u′+(k − 2)

)
>σ

n∑

k=2

(k − 1)δ > 2δ−2σ(n− 1)δ+1.

Тем самым, для некоторой константы a0 > 0

n 6 a0x
1

1+δ
n = a0(lnRn)

1
1+δ .

Отсюда и из (11) следует второе утверждение леммы 2. ⊲

Продолжим доказательство теоремы 4. Рассмотрим целую функцию

L(λ) =
∞∏

n=1

(
1−

λ

λn

)
, λ ∈ C.

По теореме 2 и лемме 2 в работе [19] функция L удовлетворяет соотношению

|L(λ)| ≍
dist(λ)
1 + |λ|

ev(ln |λ|), λ ∈ C, (12)

где dist(λ) = infn∈N |λ−λn|. Если система K(λ, λn), n ∈ N, не полна в пространстве H, то
найдется целая функция F = gL ∈ H. По теореме 2 должно выполняться соотношение

|F (λ)| ≺ eũ(ln |λ|), λ ∈ C,

значит, в силу оценки (12)

dist(λ)
1 + |λ|

ev(ln |λ|) ≺ eũ(ln |λ|), λ ∈ C.
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На окружностях |λ| = Rn имеем dist(λ) ≍ 1 + |λ|, поэтому должно быть

ev(ln |Rn|) ≺ eũ(lnRn), n ∈ N,

что противоречит первому соотношению леммы 2.
Докажем минимальность. Возьмем некоторое n, и пусть

L(λ)

λ− λn
=

∞∑

k=0

lkλ
k, λ ∈ C.

По неравенству Коши для k, таких что Rk > 2|λn| и по теореме 2

|lk| ≺
1

Rk+1
k

max
ϕ∈[0;2π]

|L(Rke
iϕ)| ≺

1

Rk+1
k

ev(xk).

По второму утверждению леммы 2

|lk| ≺
1

Rk+1
k

eũ(xk)+b(lnRk)
α

,

значит, по соотношению (2)

|lk| ≺ ekxk−u(k)−(k+1)xk+bxα
k .

Следовательно, ∣∣lk
∣∣2∥∥zk

∥∥2 ≺ e−2xk+2bxα
k = e−2xk(1−bxα−1

k
).

Поскольку α < 1, то
∞∑

k=0

|lk|
2‖zk‖2 < ∞,

и функция L(λ)(λ− λn)
−1 принадлежит пространству H. ⊲

Теорема 5. Пусть H — радиальное функциональное гильбертово пространство,

устойчивое относительно деления, в котором мономы zk, k ∈ N ∪ {0}, полны, и u(t) —

кусочно-линейная функция такая, что

‖zk‖ ≍ eu(k), k ∈ N ∪ {0},

для которой выполняется условие (B). Положим R′
n = q

n
eu

′

+(n−1), n ∈ N, где q ∈ (0; 1) вы-

брано так, что выполняется условие (6). Тогда для любого множества {ϕn}n∈N ⊂ [0; 2π],
значения воспроизводящего ядра K(λ,R′

ne
iϕn), n ∈ N, образуют безусловный базис в

пространстве H.

⊳ Утверждение теоремы следует из теоремы Бари (см. [20], [21, теорема 14, с. 81]) и
теорем 3, 4. ⊲
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Abstract. We consider a Hilbert space of entire functions H that satisfies the conditions: 1) H

is functional, that is the evaluation functionals δz : f → f(z) are continuous for every z ∈ C; 2) H has
the division property, that is, if F ∈ H , F (z0) = 0, then F (z)(z− z0)

−1 ∈ H ; 3) H is radial, that is, if F ∈ H

and ϕ ∈ R, then the function F (zeiϕ) lies in H , and ‖F (zeiϕ)‖ = ‖F‖; 4) polynomials are complete in H and
‖zn‖ ≍ eu(n), n ∈ N ∪ {0}, where the sequence u(n) satisfies the condition u(n+ 1) + u(n− 1) − 2u(n) ≻ nδ,

n ∈ N, for some δ > 0. It follows from condition 1) that every functional δz is generated by an element
kz(λ) ∈ H in the sense of δz(f) = (f(λ), kz(λ)). The function k(λ, z) = kz(λ) is called the reproducing kernel
of the space H . A basis {ek, k = 1, 2, . . .} in Hilbert space H is called a unconditional basis if there exist
numbers c, C > 0 such that for any element x =

∑
∞

k=1 xkek ∈ H the relation

c

∞∑

k=1

|ck|
2‖ek‖

2
6 ‖x‖2 6 C

∞∑

k=1

|ck|
2‖ek‖

2

holds true. The article describes a method for constructing unconditional bases of reproducing kernels in such
spaces. This problem goes back to two closely related classical problems: representation of functions by series
of exponentials and interpolation by entire functions.

Key words: Hilbert spaces, entire functions, unconditional bases, reproducing kernels.
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