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Девяностолетию Юрия Фёдоровича Коробейника посвящается

Аннотация. В работе рассматривается локально выпуклое пространство функций, голоморфных
в ограниченной выпуклой области многомерного комплексного пространства и гладких вплоть до
границы, с топологией, определяемой счетным семейством норм, образованных при помощи семей-
ства M логарифмически выпуклых последовательностей положительных чисел специального ви-
да. Благодаря условиям на указанные последовательности данное пространство является простран-
ством Фреше — Шварца. Изучается задача описания сильного сопряженного для этого простран-
ства в терминах преобразования Лапласа функционалов. Интерес к ней связан с исследованиями
Б. А. Державца классических проблем теории линейных дифференциальных операторов с постоян-
ными коэффициентами, А. В. Абанина, С. В. Петрова и К. П. Исаева современных проблем теории
абсолютно представляющих систем в различных пространствах функций, голоморфных в выпуклых
областях комплексного пространства, с заданной граничной гладкостью, при решении которых важ-
ную роль сыграли полученные ими теоремы типа Пейли — Винера — Шварца. Основной результат
работы, полученный в теореме 1, утверждает, что преобразование Лапласа линейных непрерывных
функционалов устанавливает изоморфизм между сильным сопряженным к рассматриваемому функ-
циональному пространству и некоторым пространством целых функций экспоненциального типа в
C

n, представляющим собой внутренний индуктивный предел весовых банаховых пространств целых
функций. Отметим, что в рассматриваемом случае удалось получить аналитическую реализацию
сопряженного пространства при меньших ограничениях на семейство M по сравнению с работой ав-
тора 2002 г. Основу доказательства теоремы 1 в настоящей работе составляют схема, предложенная
М. Наймарком и Б. А. Тейлором, и ряд предыдущих результатов автора.

Ключевые слова: преобразование Лапласа, целые функции, логарифмически выпуклая последо-
вательность.
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1. Введение

1.1. О задаче. Пусть Ω — ограниченная выпуклая область в C
n, Ac(Ω) — простран-

ство функций, голоморфных в Ω и непрерывных на Ω — замыкании области Ω. Для
каждого m ∈ Z+ через A(m)

c (Ω) обозначим пространство голоморфных в Ω функций f ,
все частные

c© 2020 Мусин И. Х.
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производные которых (Dαf)(z) := ∂|α|f(z)

∂z
α1
1 ···∂zαn

n
(если α = (0, 0, . . . , 0), то (Dαf)(z) := f(z))

до порядка m включительно допускают непрерывное продолжение на Ω. Таким образом,
A

(0)
c (Ω) = Ac(Ω). Пространство A(m)

c (Ω) наделим нормой

qm(f) = sup
z∈Ω, |α|6m

|(Dαf)(z)|, f ∈ A(m)
c (Ω).

Пусть A∞(Ω) — проективный предел пространств A(m)
c (Ω).

Обозначим через V множество возрастающих числовых последовательностей (mk)
∞
k=0

с m0 = 1, удовлетворяющих условиям:
δ1) (m2

k 6 mk−1mk+1) (∀ k ∈ N) (логарифмическая выпуклость);
δ2) (∃Q1, Q2 > 0) (∀ k ∈ Z+) (mk > Q1Q

k
2k!).

В работах [1–4] (в [3, 4] при n = 1) рассматривалась задача описания сопряженно-
го в терминах преобразования Лапласа функционалов для пространства Фреше AM(Ω)
функций, голоморфных в выпуклой ограниченной области Ω ⊂ C

n и гладких вплоть
до ее границы, представляющего собой проективный предел построенных по семейству
M = {M (m)}∞m=0 определенных последовательностей M (m) = (M

(m)
k )∞k=0 ∈ V нормиро-

ванных пространств

Am(Ω) =

{
f ∈ A∞(Ω) : pm(f) = sup

z∈Ω, α∈Zn
+

|(Dαf)(z)|
M

(m)
|α|

<∞
}
, m ∈ Z+.

Решение этой задачи имеет важное значение при исследовании проблем теории диф-
ференциальных операторов [1], теории абсолютно представляющих систем [3–5] в про-
странстве AM(Ω). При условии, что граница области Ω является C2-гладкой, семейство
{(
L
(m)
k

)∞
k=0

}∞
m=0

последовательностей
(
L
(m)
k

)∞
k=0

чисел L
(m)
k =

M
(m)
k

k! при любом m ∈ Z+

удовлетворяет условиям:
β1) последовательность

(
L
(m)
k

)∞
k=0

является возрастающей и логарифмически выпук-
лой;

β2) sup
k∈N

(
M

(m)
k+1

M
(m)
k

) 1
k
< +∞;

β3) lim
k→∞

(
M

(m)
k

k!

) 1
k

= +∞;

β4) lim
k→∞

QkM
(m+1)
k

M
(m)
k

= 0 (∀Q > 0);

и функции

hm(x) = inf
k∈Z+

L
(m)
k

k!
xk−1, x > 0, m ∈ Z+,

удовлетворяют условию

sup
x>0

hm+1(x)

x2hm(x)
<∞, m ∈ Z+.

Описание сопряженного было получено Б. А. Державцом [1] с помощью метода псевдо-
аналитического продолжения [6]. Условие C2-гладкости границы области Ω было снято
в [2], при этом не требовалось выполнение условия β1). В [3, 4] эта задача изучалась
с точки зрения возможных применений в теории рядов экспонент, развитой А. Ф. Леон-
тьевым [7], и теории абсолютно представляющих систем Ю. Ф. Коробейника [8]. В част-
ности, К. П. Исаев в [4] рассматривал последовательность M = (Mk)

∞
k=0 из V такую,
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что
∑∞

k=1
Mk

Mk+1
<∞, доопределял ее для отрицательных индексов, полагая M−k = 1 для

k ∈ N, и решил указанную задачу при n = 1 для случая, когда семейство M состоит из
последовательностей M (m) =

(
M

(m)
k

)∞
k=0

(m ∈ Z+), где M (m)
k = Mk−m. Отметим, что в

этом случае от последовательностей семейства M не требуется выполнение условия β1)
и они не обязаны удовлетворять тем или иным из условий β2)–β4).

В данной заметке по последовательности M = (Mk)
∞
k=0 из V , удовлетворяющей усло-

вию
δ3) последовательность

(
Mk+1

Mk

)∞

k=0
возрастает и неограниченна,

строится семейство M = {M (m)}∞m=0 последовательностей M (m), определяемых так же,
как и в работе [4], и для пространства AM(Ω) в разделе 3 описывается сопряженное в тер-
минах преобразования Лапласа функционалов. В разделе 2 приводятся вспомогательные
сведения и результаты, используемые при доказательстве теоремы 1.

1.2. Обозначения и определения. Для α = (α1, . . . , αn) ∈ Z
n
+, z = (z1, . . . , zn) ∈ C

n

полагаем

|α| = α1 + . . .+ αn, α! = α1! · · ·αn!, Dα =
∂|α|

∂zα1
1 · · · ∂zαn

n
.

Для u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn) ∈ C
n

〈u, v〉 = u1v1 + . . .+ unvn, ‖u‖ =

√
|u1|2 + · · · + |un|2, |u|n = max16j6n |uj |.

Пространство голоморфных в области O ⊆ C
n функций с топологией равномерной

сходимости на компактных подмножествах O обозначаем H(O).
Для локально выпуклого пространства X через X ′ обозначаем пространство линей-

ных непрерывных функционалов на X, через X∗ — сильное сопряженное пространство.
Преобразование Лапласа T̂ функционала T ∈ (A∞(Ω))∗(A∗

M
(Ω)) определим по фор-

муле T̂ (z) = T
(
e〈λ,z〉

)
, z ∈ C

n. Пусть HΩ(z) = supλ∈ΩRe〈λ, z〉, z ∈ C
n.

Всюду далее семейство M состоит из последовательностей M (m) = (M
(m)
k )∞k=0,

m ∈ Z+, определяемых по последовательности M = (Mk)
∞
k=0 ∈ V , удовлетворяющей

условию δ3), по правилу: M (m)
k =Mk−m для k > m, M (m)

k = 1 для k < m.
С каждой последовательностью M (m) ассоциируем корректно определенную в си-

лу δ2) функцию wm по правилу:

wm(r) = sup
k∈Z+

ln
rk

M
(m)
k

, r > 0; wm(0) = 0.

.
1.3. Основной результат. Пусть

Pm =

{
F ∈ H(Cn) : ‖F‖m = sup

z∈Cn

|F (z)|
exp(HΩ(z) + wm(|z|n))

<∞
}
, m ∈ Z+.

Ясно, что банахово пространство Pm непрерывно вложено в Pm+1 для каждого m ∈ Z+.
Через PM обозначим индуктивный предел пространств Pm.

Теорема 1. Отображение L : T ∈ A∗
M
(Ω) → T̂ устанавливает топологический изо-

морфизм между пространствами A∗
M
(Ω) и PM.

Доказательство теоремы основано на идеях М. Наймарка [9] и Б. А. Тейлора [10] и
использует ряд результатов из [2] и [11], приведенных в разделе 2.
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2. Вспомогательные сведения

Пусть

Em =

{
F ∈ H(Cn) : Nm(F ) = sup

z∈Cn

|F (z)|
(1 + ‖z‖)m exp(HΩ(z))

<∞
}
, m ∈ Z+.

Через E обозначим индуктивный предел пространств Em.

Теорема 2. Отображение L : T ∈ (A∞(Ω))∗ → T̂ устанавливает топологический

изоморфизм между пространствами (A∞(Ω))∗ и E.

Теорема 2 получена в [2] (см. теорема 1). В предположении C2-гладкости границы
области Ω теорема 2 доказана Б. А. Державцом [1].

Теорема 3. Пусть O — область голоморфности в C
n, h — плюрисубгармоническая

функция в O и ϕ — плюрисубгармоническая функция в C
n такая, что при некоторых

cϕ > 0 и ν > 0

|ϕ(z) − ϕ(t)| 6 cϕ, если ‖z − t‖ 6
1

(1 + ‖t‖)ν .

Пусть функция S ∈ H(Cn × O) удовлетворяет неравенству

|S(z, ζ)| 6 eϕ(z)+h(ζ), z ∈ C
n, ζ ∈ O,

и S(ζ, ζ) = 0 для ζ ∈ O. Тогда существуют функции S1, . . . , Sn ∈ H(Cn ×O) такие, что:

a) S(z, ζ) =
∑n

j=1 Sj(z, ζ)(zj − ζj), (z, ζ) ∈ C
n × O;

b) при некотором m > 0, не зависящем от S,

∫

Cn×O

|Sj(z, ζ)|2
e2(ϕ(z)+h(ζ)+m ln(1+‖(z,ζ)‖)) dλ2n(z, ζ) <∞, j = 1, . . . , n.

Теорема 3 доказана в [11] (см. лемма 11).
Напомним, что пространство, представимое в виде проективного предела последова-

тельности нормированных пространств Sn, n ∈ N, относительно линейных непрерывных
отображений gmn : Sn → Sm, m < n, таких, что gn,n+1 вполне непрерывно для каждого n,
называется пространством (M∗) [12].

Лемма 1. Пространство AM(Ω) — пространство (M∗).

Доказательство леммы 1 почти дословно совпадает с доказательством леммы 6 в [2].
Надо лишь в соответствующем месте воспользоваться условием δ3) вместо условия i4)
из [2]. Таким образом, пространство Фреше AM(Ω) является пространством Фреше —
Шварца [13, п. 1.5].

Лемма 2. Пусть числа m ∈ N, c > 0 таковы, что для T ∈ A∗
M
(Ω)

|T (f)| 6 cpm(f), f ∈ AM(Ω).

Тогда функционал T может быть представлен в виде:

T (f) =
∑

|α|>0

Tα(D
αf), f ∈ AM(Ω),

где Tα ∈ A∗
c(Ω), причем для норм ‖Tα‖A∗

c(Ω) функционалов Tα справедливо неравенство

‖Tα‖A∗
c(Ω) 6

c

M
(m)
|α|

, α ∈ Z
n
+.
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Доказательство этой леммы проводится по стандартной схеме [10, предложение 2.11,
следствие 2.12] с использованием по существу условия δ3).

Лемма 3. Для любого m ∈ N имеем wm(r) = m ln r+w0(r) для r > 1, wm(r) = 0 для

r ∈ (0, 1).

⊳ Пусть m ∈ N произвольно. Вначале отметим, что wm(0) = w0(0). Для r > 0 имеем

wm(r) = sup
k∈Z+

ln
rk

M
(m)
k

= sup
k∈Z+

ln
rk

Mk−m
= sup

p∈Z, p>−m

ln
rm+p

Mp

= m ln r +max

{
sup
p∈Z+

ln
rp

Mp
,− ln r, . . . ,−m ln r

}
.

Отсюда получаем, что wm(r) = m ln r + w0(r) при r > 1. Для r ∈ (0, 1), w0(r) = 0,
следовательно, wm(r) = 0. ⊲

Замечание. Пользуясь леммой 3 и теоремой Монтеля, легко показать, что для лю-
бого m ∈ N вложения γm,m+1 : Pm → Pm+1 вполне непрерывны. Поэтому PM — про-
странство (LN∗) [12] или, придерживаясь более современной терминологии, простран-
ство DFS [13].

Лемма 4. Для любого z ∈ C
n функция fz(λ) = exp(〈λ, z〉) принадлежит AM(Ω),

причем для каждого m ∈ N

pm(fz) 6 exp(HΩ(z) + wm(|z|n)) <∞.

Лемма 5. Для любого T ∈ A∗
M
(Ω) функция T̂ — целая.

Доказательство этой леммы совпадает с доказательством леммы 4 в [2] и по существу
использует условие δ2).

Лемма 6. Существует постоянная C > 0 такая, что Mk

Mk+1
6

C
k
, k ∈ N.

⊳ Отметим вначале, что w0(r) = 0 для r ∈ [0,M1] и из условия δ2) следует, что
найдется число A > 0 такое, что

w0(r) 6 Ar, r > 0. (1)

Далее, пусть N(r) = min
{
k ∈ Z+ : w0(r) = ln rk

Mk

}
, r > 0. Проверяется, что N(r) = k

для r ∈
(

Mk

Mk−1
,
Mk+1

Mk

]
(k ∈ N), N(r) = 0 для r ∈ (0,M1]. Положим N(0) = 0. Пользуясь

равенством (см. [14, § 67])

w0(r)− w0(1) =

r∫

1

N(t)

t
dt, r > 1,

и оценкой (1), имеем N(r) 6 Aer, r > 0. Таким образом, каково бы ни было k ∈ N, для
r ∈

(
Mk

Mk−1
,
Mk+1

Mk

]
имеем

k = N(r) 6 Aer 6 Ae
Mk+1

Mk
.

Отсюда, полагая C = Ae, получаем искомое утверждение. ⊲

Следствие 1. Для натуральных p > 2 ряд
∑∞

k=0
Mk

Mk+p
сходится.

Следствие 2. Для натуральных p > n+ 1 ряд
∑

|α|>0
M|α|

M|α|+p
сходится.
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3. Доказательство теоремы 1

⊳ Очевидно, отображение L : T ∈ A∗
M
(Ω) → T̂ линейно.

Прежде чем показать, что отображение L действует из A∗
M
(Ω) в PM непрерывно,

заметим, что топология пространства A∗
M
(Ω) может быть описана следующим образом.

Пусть Wk = {f ∈ AM(Ω) : pk(f) 6 1},

W 0
k = {F ∈ A′

M(Ω) : |F (f)| 6 1 (∀ f ∈Wk)}

— поляра в A′
M
(Ω) окрестности Wk, k ∈ Z+. Пусть Vk =

⋃
α>0(αW

0
k ) — векторное под-

пространство в A′
M
(Ω), порожденное полярой W 0

k . Наделим Vk топологией, введя в Vk
норму Nk(F ) = supf∈Wk

|F (f)|, F ∈ Vk. Отметим, что пространство Vk непрерывно вло-
жено в пространство Vk+1 и A′

M
(Ω) =

⋃∞
k=0 Vk. Определим в A′

M
(Ω) топологию λ внут-

реннего индуктивного предела пространств Vk. Поскольку AM(Ω) — пространство (M∗),
то AM(Ω) — монтелевское, а значит и рефлексивное пространство. Но тогда сильная то-
пология в A′

M
(Ω) совпадает с топологией λ [15, с. 699–700]. Пусть теперь S ∈ Vm, m ∈ Z+.

Тогда |S(f)| 6 Nm(S), f ∈ Wm. Отсюда следует, что |S(f)| 6 Nm(S)pm(f), f ∈ AM(Ω).
Теперь, воспользовавшись леммой 4, имеем

|Ŝ(z)| 6 Nm(S) exp(HΩ(z) + wm(|z|n)), z ∈ C
n.

Итак, Ŝ ∈ PM и, кроме того, ‖Ŝ‖m 6 Nm(S). Таким образом, отображение L действует
из A∗

M
(Ω) в PM непрерывно.

Докажем вначале, что отображение L сюръективно. Пусть целая функция F ∈ PM,
т. е. при некоторых m ∈ Z+, c > 0

|F (z)| 6 c exp(HΩ(z) +wm(|z|n)), z ∈ C
n.

Так как

|HΩ(z)−HΩ(u)| 6
(
sup
η∈Ω

‖η‖
)
‖z − u‖, z, u ∈ C

n, (2)

и при некотором bm > 0 для r1, r2 > 0 таких, что |r2−r1| 6 1 (см. доказательство леммы 1
в [16])

|wm(r2)− wm(r1)| 6 bm, (3)

то плюрисубгармоническая функция HΩ(z)+wm(|ζ|n), z, ζ ∈ C
n, удовлетворяет условиям

следствия 15.1.4. из [17]. Поэтому существует функция U ∈ H(C2n) такая, что U(z, z) =
F (z) для любого z ∈ C

n и для любых z, ζ ∈ C
n

|U(z, ζ)| 6 c1
(
1 +

(
‖z‖2 + ‖ζ‖2

) 1
2
)4n+1

exp(HΩ(z) + wm(|ζ|n)),

где c1 > 0 — некоторая постоянная. Пользуясь леммой 3, имеем

|U(z, ζ)| 6 c2(1 + ‖z‖)4n+1 exp(HΩ(z) + wm+4n+1(|ζ|n)), z, ζ ∈ C
n, (4)

где c2 > 0 — некоторая постоянная. Разложим U(z, ζ) в степенной ряд по степеням ζ:
U(z, ζ) =

∑
|α|>0 Uα(z)ζ

α. Пользуясь неравенством Коши для коэффициентов степенного
ряда, неравенством (4), леммой 3, равенством (справедливым ввиду логарифмической
выпуклости последовательности M)

inf
r>0

exp(w0(r))

rp
=

1

Mp
, p ∈ Z+, (5)
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получим для целой функции Uα оценку

|Uα(z)| 6
c2(1 + ‖z‖)4n+1 exp(HΩ(z))

M
(m+4n+1)
|α|

, z ∈ C
n.

По теореме 2 существуют функционалы Fα ∈ (A∞(Ω))∗ такие, что F̂α = Uα. Так как

множество
{
M

(m+4n+1)
|α| Uα

}
α∈Zn

+
ограничено в E4n+1, а значит, и в E, то в силу теоре-

мы 2 множество B =
{
M

(m+4n+1)
|α| Fα

}
α∈Zn

+
ограничено в (A∞(Ω))∗. Но тогда существуют

числа l ∈ Z+ и c3 > 0 такие, что

|Fα(f)| 6
c3ql(f)

M
(m+4n+1)
|α|

, f ∈ A∞(Ω), α ∈ Z
n
+. (6)

Действительно, в противном случае для каждого j ∈ N найдутся функционал
M

(m+4n+1)
|α| Fαj

∈ B и функция fj ∈ A∞(Ω) такие, что

|Fαj
(fj)| >

jqj(fj)

M
(m+4n+1)
|αj |

.

Определим функции ψj(z) =
fj(z)√
jqj(fj)

, z ∈ C
n. Поскольку для любых m ∈ Z+ и f ∈ A∞(Ω)

имеем qm(f) 6 qm+1(f), то qm(ψj) → 0 при j → ∞. Таким образом, ψj → 0 в A∞(Ω)
при j → ∞ и, значит, множество B = {ψj}∞j=1 ограничено в A∞(Ω). Так как B ––
ограниченное множество в (A∞(Ω))∗, то найдется число µ > 0 такое, что B ⊂ µB◦,
где B◦ — поляра множества B в (A∞(Ω))′. Таким образом, для любых F ∈ B и ψ ∈ B

имеем |F (ψ)| 6 µ. Между тем, M (m+4n+1)
|α| Fαj

(ψj) → ∞ при j → ∞, так как

∣∣∣M (m+4n+1)
|α| Fαj

(ψj)
∣∣∣ =

M
(m+4n+1)
|α| |F αj

(fj)|
√
jqj(fj)

>
√
j.

Итак, неравенство (6) доказано. Отметим, что согласно ему при любом α ∈ Z
n
+ для всех

f ∈ AM(Ω) справедливо неравенство

|Fα(D
αf)| 6 c3pm+5n+l+2(f)

M
(m+5n+l+2)
|α|+l

M
(m+4n+1)
|α|

. (7)

Положим теперь F (f) =
∑

|α|>0 Fα(D
αf), f ∈ AM(Ω). В силу неравенства (7) и след-

ствия 2 функционал F является линейным непрерывным на AM(Ω). Очевидно, F̂ = F .
Таким образом, отображение L сюръективно.

Покажем, что отображение L взаимно однозначно. Пусть для T ∈ (AM(Ω))′ имеем
T̂ ≡ 0. Покажем, что T (f) = 0 для любого f ∈ AM(Ω). Так как T — линейный непрерыв-
ный функционал на AM(Ω), то при некоторых m ∈ N, c4 > 0 имеем

|T (f)| 6 c4pm(f), f ∈ AM(Ω).

Воспользовавшись леммой 2, представим функционал T в виде:

T (f) =
∑

|α|>0

Tα(D
αf), f ∈ AM(Ω),
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где Tα ∈ A∗
c(Ω), причем для норм ‖Tα‖A∗

c(Ω) функционалов Tα имеем

‖Tα‖A∗
c(Ω) 6

c4

M
(m)
|α|

, α ∈ Z
n
+.

Отсюда получаем, что T̂ (z) =
∑

α∈Zn
+
T̂α(z)z

α для любого z ∈ C
n, причем, для целых

функций T̂α справедлива оценка

|T̂α(z)| 6
c4e

HΩ(z)

M
(m)
|α|

, α ∈ Z
n
+, z ∈ C

n. (8)

Рассмотрим целую функцию S(u, z) =
∑

|α|>0 T̂α(z)u
α, z, u ∈ C

n. Пользуясь неравен-

ством (8) и следствием 2, для (u, z) ∈ C
2n имеем

|S(u, z)| 6 c4e
HΩ(z)

∑

|α|>0

|u||α|n

M
(m)
|α|

6 c4c5e
HΩ(z)+wm+n+1(|u|n),

где c5 =
∑

|α|>0

M
(m+n+1)
|α|

M
(m)
|α|

. Отметим, что S(z, z) = 0 для любого z ∈ C
n, и функции HΩ и

wm+n+1 удовлетворяют условиям теоремы 3 (в силу неравенств (2) и (3)). Поэтому суще-
ствуют функции S1, . . . , Sn ∈ H(C2n) такие, что S(u, z) =

∑n
j=1 Sj(u, z)(uj − zj) ((u, z) ∈

C
2n) и при некотором p ∈ N, не зависящем от S,

∫

C2n

|Sj(u, z)|2
e2(HΩ(z)+wm+n+1(|u|n)+p ln(1+‖(u,z)‖)) dλ2n(u, z) <∞, j = 1, . . . , n.

Отсюда, пользуясь плюрисубгармоничностью функций |Sj(u, z)| в C
2n, неравенствами (2)

и (3), получаем, что при некотором c6 > 0

|Sj(u, z)| 6 c6(1 + ‖(u, z)‖)peHΩ(z)+wm+n+1(|u|n), (u, z) ∈ C
2n, j = 1, . . . , n.

Следовательно, при некотором c7 > 0

|Sj(u, z)| 6 c7(1 + ‖z‖)peHΩ(z)+wm+n+p+1(|u|n), (u, z) ∈ C
2n, j = 1, . . . , n. (9)

Разложим Sj в степенной ряд по степеням u:

Sj(u, z) =
∑

|α|>0

Sj,α(z)u
α, (u, z) ∈ C

2n, j = 1, . . . , n.

Пользуясь неравенством Коши для коэффициентов степенного ряда, неравенством (9) и
равенством (5), получим

|Sj,α(z)| 6
c7(1 + ‖z‖)peHΩ(z)

M
(m+n+p+1)
|α|

.

По теореме 2 существуют функционалы Ψj,α ∈ (A∞(Ω))∗ такие, что Ψ̂j,α = Sj,α. Ввиду

последнего неравенства семейство
{
Sj,αM

(m+n+p+1)
|α|

}
α∈Zn

+, j=1,...,n
ограничено в E. Зна-

чит (снова по теореме 2), семейство B =
{
M

(m+n+p+1)
|α| Ψj,α

}
α∈Zn

+, j=1,...,n
ограничено
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в (A∞(Ω))∗. Но в таком случае (как было показано ранее) найдутся числа r ∈ Z+ и
c8 > 0 такие, что при любых α ∈ Z

n
+ и j = 1, . . . , n

|Ψj,α(f)| 6
c8qr(f)

M
(m+n+p+1)
|α|

, f ∈ A∞(Ω). (10)

Для α ∈ Z
n с отрицательными компонентами, j = 1, . . . , n пусть Ψj,α — нулевой функ-

ционал из (A∞(Ω))∗, Sj,α(z) = 0 для z ∈ C
n. Тогда для (u, z) ∈ C

2n имеем

S(u, z) =

n∑

j=1

∑

|α|>0

(
Sj,(α1,...,αj−1,...,αn)(z)− Sj,α(z)zj

)
uα.

Отсюда в силу теоремы 2 получаем, что

T̂α(z) =

n∑

j=1

(
Ψ̂j,(α1,...,αj−1,...,αn)(z)−Ψj,α

(
∂

∂λj

(
e〈λ,z〉

)))
, z ∈ C

n.

Снова пользуясь теоремой 2, имеем

Tα(f) =

n∑

j=1

(
Ψj,(α1,...,αj−1,...,αn)(f)−Ψj,α

(
∂

∂λj
f

))
, f ∈ A∞(Ω).

Поэтому для f ∈ AM(Ω)

T (f) =
∑

|α|>0

n∑

j=1

(
Ψj,(α1,...,αj−1,...,αn)(D

αf)−Ψj,α

(
∂

∂λj
(Dαf)

))
.

Для N ∈ N и j = 1, . . . , n определим множества

BN = {α = (α1, . . . , αn) ∈ Z
n : α1 6 N, . . . , αn 6 N},

RN,j = {α = (α1, . . . , αn) ∈ Z
n : α1 6 N, . . . , αj = N, . . . , αn 6 N},

определим функционал TN на AM(Ω) по правилу

TN (f) =
∑

α∈BN

n∑

j=1

(
Ψj,(α1,...,αj−1,...,αn)(D

αf)−Ψj,α

(
∂

∂λj
(Dαf)

))
.

Тогда T (f) = limN→∞ TN (f), f ∈ AM(Ω). Легко видеть (см. доказательство теоремы 2
в [11]), что

TN (f) = −
n∑

j=1

∑

β∈RN,j

Ψj,β

(
∂

∂λj
(Dβf)

)
, f ∈ AM(Ω).

Пользуясь по ходу неравенством (10), для любых f ∈ AM(Ω) и s ∈ Z+ имеем

|TN (f)| 6
n∑

j=1

∑

β∈RN,j

∣∣∣∣Ψj,β

(
∂

∂λj
(Dβf)

)∣∣∣∣

6 c8

n∑

j=1

∑

β∈RN,j

sup
λ∈Ω, |α|6r

∣∣(Dα
(

∂
∂λj

(Dβf)
)
(λ)

∣∣

M
(m+n+p+1)
|β|

6 c8

n∑

j=1

∑

β∈RN,j

ps(f)M
(s)
|β|+r+1

M
(m+n+p+1)
|β|

6 c8nps(f)
∑

|β|>N

M
(s)
|β|+r+1

M
(m+n+p+1)
|β|

= c8nps(f)
∑

|β|>N

M
(s−r−1)
|β|

M
(m+n+p+1)
|β|

.
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Положим теперь s = m + 2n + p + r + 3. При этом значении s ряд
∑

|β|>0

M
(s−r−1)
|β|

M
(m+n+p+1)
|β|

сходится (согласно следствию 2). Отсюда и из последнего неравенства следует, что для
любого f ∈ AM(Ω) TN (f) → 0 при N → ∞. Таким образом, T (f) = 0 для любого
f ∈ AM(Ω).

Итак, L — линейное непрерывное взаимно однозначное отображение пространства
A∗

M
(Ω) на PM. По теореме об открытом отображении [18, теорема 3.2], [19, приложение 1,

теорема 2] L осуществляет топологический изоморфизм между A∗
M
(Ω) и PM. ⊲
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