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Аннотация. В работе приводятся определения и различные вспомогательные свойства дробных
интегралов Адамара и типа Адамара по направлению, дробных производных Маршо — Адамара
и типа Маршо — Адамара по направлению. Введена модификация дробных интегралов Адамара и
типа Адамара по направлению с ядром, улучшенным на бесконечности. В статье рассматриваются
операторы «типа свертки», инвариантные относительно растяжения в весовых пространствах Лебега
со смешанной нормой. Доказана ограниченность и полугрупповые свойства дробного интегрирова-
ния по Адамару и типа Адамара по направлению в весовых пространствах Лебега со смешанной
нормой. В работе рассмотрены композиции дробного интеграла по Адамару и типа Адамара и дроб-
ной производной Маршо — Адамара и типа Маршо — Адамара по направлению, также получено
интегральное представление усеченных дробных производных Маршо — Адамара и типа Маршо —
Адамара по направлению. Доказаны теоремы обращения дробных интегралов Адамара и типа Ада-
мара по направлению на функциях из весовых пространств Лебега со смешанной нормой. Доказана
теорема о связи между обыкновенными и усеченными дробными производными Маршо — Адамара
и типа Маршо — Адамара по направлению.
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1. Введение

Ж. Адамаром (J. Hadamard [1]) была введена конструкция дробного интегродиффе-
ренцирования, являющаяся дробной степенью

(

x d
dx

)α
, приспособленная к полуоси и ин-

вариантная относительно растяжения.
В данной работе изучены качественные свойства дробных интегралов и производных

Адамара, типа Адамара и типа Маршо — Адамара по направлению в весовых простран-
ствах Лебега со смешанной нормой.
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Пространства Лебега со смешанной нормой были введены и изучены в работе [2].
Изучению ограниченности операторов в пространствах Лебега со смешанной нормой по-
священы работы [3, 4]. Ряд свойств смешанных пространств Лебега можно найти в [5].

Частные и смешанные дробные производные Маршо в случае двух переменных содер-
жатся уже в работе A. Marchaud [6]. Дробные интегралы и производные по направлению
функций многих переменных впервые введены И. А. Киприяновым [7]. В работах [7, 8]
изучены различные свойства дробных производных по направлению. В работе [9] изу-
чены качественные свойства оператора дробного дифференцирования в смысле Кипри-
янова.

В статьях [10–16] были рассмотрены операторы одномерного дробного интегродиффе-
ренцирования Адамара и типа Адамара. Ряд свойств дробного интегрирования по Ада-
мару можно найти в книге [17].

В данной работе изучены свойства операторов «типа свертки»: инвариантность от-
носительно растяжения в весовых смешанных пространствах Лебега. Исследованы свой-
ства операторов дробного интегрирования и дифференцирования Адамара и типа Ада-
мара по направлению на R

n
+. Даны условия ограниченности оператора дробного интегри-

рования Адамара и типа Адамара по направлению в весовом пространстве суммируемых
функций на R

n
+, рассмотрены композиции дробного интеграла типа Адамара и дробной

производной типа Маршо — Адамара по направлению и получено интегральное представ-
ление усеченных дробных производных Маршо — Адамара и типа Маршо — Адамара по
направлению. На оснавании интегральных представлений, доказаны теоремы обращения
дробных интегралов Адамара и типа Адамара по направлению в весовых пространствах
Лебега со смешанной нормой. Кроме того, доказаны связи между обыкновенными и усе-
ченными дробными производными типа Маршо — Адамара по направлению.

Теория дробного дифференцирования в смысле Адамара и Маршо — Адамара разви-
вается также в приложениях к решению интегро-дифференциалных уравнений в обык-
новенных и частных производных, интегро-дифферецальные операторы которых прини-
мают нецелые вещественные и комплексные значения, зависят от времени или других
аргументов (см., например, [18, 19]).

Рассмотрение ведется в рамках пространств Lp,γ = Lp,γ

(

R
n
+,

dx
x

)

, определяемых сме-
шанной нормой

‖f ; Lp̄,γ̄‖ :=

{ ∞
∫

0

[

. . .

( ∞
∫

0

|f (x)|p1 x−γ1
1

dx1

x1

)

p2
p1

. . .

]
pn

pn−1

x−γn
n

dxn

xn

}
1

pn

.

Работа имеет следующую структуру. В разделах 2 и 3 приводятся определения и раз-
личные вспомогательные свойства Адамара, типа Адамара и типа Маршо — Адамара по
направлению, а в разделе 4 — вспомогательные леммы для пространств Lp,γ . В разде-
лах 5, 6 и 7 содержатся доказательства основных результатов: в разделе 5 доказывает-
ся ограниченность дробного интегрирования Адамара и типа Адамара по направлению
в пространствах со смешанными нормами; в разделе 6 получены интегральные представ-
ления усеченных дробных производных Маршо — Адамара и типа Маршо — Адамара
по направлению в весовых смешанных пространствах Лебега, а в разделе 7 доказывают-
ся теоремы обращения дробных интегралов Адамара и типа Адамара по направлению
от функций из Lp,γ .

Обозначения. N — множество натуральных чисел, R — множество вещественных
чисел, C — множество комплексных чисел; Rn — n-мерное евклидово пространство то-
чек x = (x1, . . . , xn) , Ṙ

n — компактификация R
n с одной бесконечно удаленной точ-
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кой, Rn
+ = {x ∈ Rn;x1 > 0, . . . , xn > 0}; E — единичный оператор; (Πρf) (x) = f (x ◦ ρ),

x, ρ ∈ R
n
+, — оператор растяжения. Введем конечную разность с использованием опера-

тора растяжения

(

∆̃l
τf
)

(x) =

l
∑

k=0

(−1)k
(

l
k

)

f
(

xτk
)

= (E −Πτ )
l f, l ∈ N, τ ∈ R

1
+, (1)

(

l
k

)

— биномиальные коэффициенты. Условимся, что запись 1 6 p <∞ и p = ∞, где p =
(p1, . . . , pn), ∞ = (∞, . . . ,∞) , означает, что 1 6 pi < ∞, pi = ∞, i = 1, . . . , n. Основные
результаты данной работы не будут касаться смешанных пространств Lp,γ

(

R
n
+,

dx
x

)

, когда
одна часть pi, i = 1, . . . , n, конечна, а другая часть бесконечна, dx

x = dx1

x1
. . . dxn

xn
.

Cγ

(

R
n
+

)

=

{

f : ‖f ;Cγ̄‖ = max
x∈Rn

+

∣

∣x−γf (x)
∣

∣ <∞, lim
|x|→0

x−γf (x) = lim
|x|→∞

x−γf (x)

}

,

γi > 0, i = 1, . . . , n.

C
(

Ṙ
n
+

)

=

{

f : f ∈ C
(

R
n
+

)

(

∃ f(∞) = lim
|x|→∞

f(x), f (0) = f (∞)
)

}

.

Пусть ω = (ω1, . . . , ωn), тогда ρω = (ρω1

1 , . . . , ρωn
n ), x ◦ ρω = (x1ρ

ω1

1 , . . . , xnρ
ωn
n ), x ◦ tω =

(x1t
ω1 , . . . , xnt

ωn) , ρi > 0, i = 1, . . . , n.

(u)α+ =

{

uα, u > 0,

0, u < 0.

γ∗i =

{

γi
pi
, 1 6 pi <∞,

γi, pi = ∞, i = 1, . . . , n.

Будем использовать ℵ (α, l) =
∫∞
0 t−1−α

(

1− e−t
)l
dt — нормировочные постоянные, из-

вестные в теории дробного дифференцирования; C∞
0,0

(

R
n
+

)

— класс бесконечно-диф-
ференцируемых финитных функций с носителем вне начала координат; Γ (α, x) =
∫∞
x e−ttα−1dt, α, x ∈ R, — неполная гамма-функция,

lim
x→0

Γ (α, x) = Γ (α) , lim
x→∞

Γ (α, x) = 0. (2)

2. Дробные интегралы Адамара и типа Адамара по направлению

Дробными интегралами Адамара и типа Адамара порядка α, α ∈ R
1
+, по направле-

нию ω, ω ∈ R
n
+, называем конструкции

(Jα
ωϕ) (x) =

1

Γ(α)

1
∫

0

|ln ξ|α−1 ϕ
(

x ◦ ξlnω
) dξ

ξ
, (3)

(Jα
ω, µϕ) (x) =

1

Γ(α)

1
∫

0

ξµ |ln ξ|α−1 ϕ
(

x ◦ ξlnω
) dξ

ξ
, (4)

где x◦ξlnω =
(

x1ξ
lnω1 , . . . , xnξ

lnωn
)

и вектор ω = (ω1, . . . , ωn) подчинен условию (lnω1)
2+

· · ·+ (lnωn)
2 = 1.
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Операторы (3), (4) коммутируют с оператором растяжения ΠρJ
α
ω = Jα

ωΠρ, ΠρJ
α
ω,µ =

Jα
ω,µΠρ и связаны с оператором Римана — Лиувилля Iαv равенствами

(Jα
ωϕ) (x) =

(

Q−1Iαv Qϕ
)

(x) ,
(

Jα
ω,µϕ

)

(x) =
(

M−µvQ
−1Iαv QMµvϕ

)

(x) ,

где v = lnω = (lnω1, . . . , lnωn), (Qϕ) (x) = ϕ (ex) = ϕ (ex1 , . . . , exn) ,
(

Q−1ϕ
)

(x) =
ϕ (lnx) = ϕ (lnx1, . . . , ln xn), (Mµvϕ) (x) = x

µv1
1 . . . x

µvn
n ϕ (x1, . . . , xn), (M−µvϕ) (x) =

x
−µv1
1 . . . x

−µvn
n ϕ (x1, . . . , xn) (см. [17, с. 251] и [10, с. 11]).

Операторы Jα
ω,µ и Jα

ω обладают полугрупповым свойством:

Jα
ω,µJ

β
ω,µϕ = Jα+β

ω,µ ϕ (α > 0, β > 0) , (5)

Jα
ω J

β
ωϕ = Jα+β

ω ϕ (α > 0, β > 0) . (6)

Введем модификацию дробного интеграла типа Адамара по направлению с яд-
ром, «улучшенным» на бесконечности. Модификация дробного интеграла типа Адамара
по направлению ω, ω ∈ R

n
+ имеет вид

(

Jα,l
ω,τϕ

)

(x) =

∞
∫

0

(

∆̃l
τ−1k

+
α

)

(t)ϕ
(

x ◦ tlnω
) dt

t
, (7)

(

Jα,l
ω,µ;τϕ

)

(x) =

∞
∫

0

(

∆̃l
τ−1k

+
µ,α

)

(t)ϕ
(

x ◦ tlnω
) dt

t
, (8)

где τ ∈ R
1
+, µ > 0,

(

∆̃l
τ−1k

+
α

)

(t) =
1

Γ (α)

l
∑

k=0

(−1)k
(

l

k

)(

ln
τk

t

)α−1

+

,
(

∆̃l
τ−1k

+
α

)

(t) ∈ L1

(

R
1
+

)

,

(

∆̃l
τ−1k

+
µ,α

)

(t) =
1

Γ (α)

l
∑

k=0

(−1)k
(

l

k

)(

t

τk

)µ(

ln
τk

t

)α−1

+

,
(

∆̃l
τ−1k

+
µ,α

)

(t) ∈ L1

(

R
1
+

)

.

Oчевидно, что
Iα,lω,τϕ = ∆̃l

τI
α
ωϕ, Iα,lω,µ;τϕ = ∆̃l

τI
α
ω,µϕ

на достаточно хороших функциях ϕ(x), т. е. операторы (7)–(8) получаются применением
определения в (1) разностных операторов ∆̃l

τ с «мультипликативным» шагом к операто-
рам Jα

ωϕ и Jα
ω,µϕ. Они имеют то преимущество по сравнению с Jα

ωϕ, что при l > α > 0

и Jα
ω,µϕ, они ограничены в пространстве Lp̄,γ̄

(

R
n
+,

dx
x

)

при всех 1 6 pi < ∞, γi > 0,
i = 1, . . . , n (т. е. включая случай γi = 0, i = 1, . . . , n).

3. Дробное дифференцирование Маршо — Адамара

и типа Маршо — Адамара по направлению

Дробной производной Маршо — Адамара порядка α (α ∈ R
1
+) по направлению

ω = (ω1, . . . , ωn), ω ∈ R
n
+, назовем следующее выражение:

(Dα
ωf) (x) =

1

ℵ (α, l)

1
∫

0

(

ln
1

t

)−1−α
(

∆̃l
tlnωf

)

(x)
dt

t
, l > α > 0,

построенное с помощью конечной разности, взятой вдоль направления.
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Дробные производные Маршо — Адамара Dα
ωf связаны с дробным призводным Мар-

шо D
α
v f равенствам Dα

ωf = Q−1
D
α
vQf , где v = lnω.

Дробные производные типа Маршо — Адамара Dα
ω,µf связаны с оператором Рима-

на — Лиувилля Iαv равенствам

(

Dα
ω,µf

)

(x) =
(

M−µvQ
−1I−α

v QMµvf
)

(x) ,

где v = lnω = (lnω1, . . . , lnωn), (Qf) (x) = f (ex) = f (ex1 , . . . , exn) ,
(

Q−1f
)

(x) =
f (lnx) = f (lnx1, . . . , ln xn), (Mµvf) (x) = x

µv1
1 . . . x

µvn
n f (x1, . . . , xn) (M−µvf) (x) =

x
−µv1
1 . . . x

−µvn
n f (x1, . . . , xn), 0 < α < 1 (см. [17, с. 251] и [10, с. 11]).

«Усеченной» дробной производной Маршо — Адамара и типа Маршо — Адамара
функцией f (x), x ∈ R

n
+, по направлению ω, ω ∈ R

n
+, назовем выражение

(

Dα
ω;1−ρf

)

(x) =
1

ℵ (α, l)

ρ
∫

0

(

ln
1

t

)−1−α
(

∆̃l
tlnωf

)

(x)
dt

t
, l > α > 0,

(

Dα
ω,µ;1−ρf

)

(x) =
α

Γ (1− α)

ρ
∫

0

tµ
(

ln
1

t

)−1−α
(

∆̃1
tlnωf

)

(x)
dt

t
+ µαf (x) , 0 < α < 1, (9)

где 0 < ρ < 1. «Усеченной» дробной производной Маршо — Адамара и типа Маршо —
Адамара по направлению будем понимать предел по норме пространства Lp,γ :

Dα
ωf = lim

ρ→1−0
Dα

ω;1−ρf, Dα
ω,µf = lim

ρ→1
Dα

ω,µ;1−ρf. (10)

4. Вспомогательные леммы

Лемма 1. Пространства C∞
0,0

(

R
n
+

)

плотно в Lp;γ

(

R
n
+,

dx
x

)

, 1 6 p <∞, и в Cγ,0

(

Ṙ
n
+

)

,

Cγ,0

(

Ṙ
n
+

)

=

{

f : f (x) = xγg (x) , g (x) ∈ C
(

Ṙ
n
+

)

, lim
|x|→0

g (x) = lim
|x|→∞

g (x) = 0

}

,

для любых −∞ < γi <∞, i = 1, . . . , n.

⊳ Доказательство леммы осуществляется стандартными средствами. ⊲

Лемма 2. Пусть ϕ ∈ Lp,γ , 1 6 p 6 ∞, γi ∈ R, i = 1, . . . , n, то справедливо неравенство:

‖Πρϕ;Lp,γ‖ 6 ψ
(

ργ
∗
)

‖ϕ;Lp,γ‖ , (11)

где

ψ
(

ργ
∗
)

=

n
∏

i=1

ψi

(

ρ
γ∗

i

i

)

, ψi

(

ρ
γ∗

i

i

)

=







ρ

γi
pi

i , 1 6 pi <∞,

ρ
γi

i , pi = ∞, i = 1, . . . , n.
(12)

Кроме того, оператор растяжения аппроксимирует единичный оператор в простран-

стве Lp,γ :

lim
ρ→1−0

‖Πρϕ− ϕ;Lp,γ‖ = 0. (13)
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⊳ Равенство (11) устанавливается очевидными заменами переменных. Докажем
утверждение (13). Имеем

‖Πρϕ− ϕ;Lp,γ‖ =
∥

∥

∥

[

1−
(

ψ
(

ργ
∗
))−1

]

Πρϕ+
(

ψ
(

ργ
∗
))−1

Πρϕ− ϕ;Lp,γ

∥

∥

∥
,

где ψ
(

ργ
∗
)

— функция (12). Используя обобщенное неравенство Минковского (см. [5,
с. 22]), получим

‖Πρϕ− ϕ;Lp,γ‖ 6

∥

∥

∥

[

1−
(

ψ
(

ργ
∗
))−1

]

Πρϕ;Lp,γ

∥

∥

∥
+
∥

∥

∥

(

ψ
(

ργ
∗
))−1

Πρϕ− ϕ;Lp,γ

∥

∥

∥
.

В силу (11) имеем

‖Πρϕ− ϕ;Lp,γ‖ 6
∣

∣1− ψ
(

ργ
∗
)
∣

∣ ‖ϕ;Lp,γ‖+ ‖Πρg − g;Lp‖ , (14)

где g (x) := x−γ:pϕ (x), g (x) ∈ Lp

(

R
n
+,

dx
x

)

при 1 6 p < ∞ и g (x) ∈ C
(

Ṙ
n
+

)

при p = ∞.
Утверждение (13) следует из неравенства (14). ⊲

Следующие леммы относятся к операторам «типа свертки», инвариантным относи-
тельно растяжения в пространствах Lp,γ . Именно, рассмотрим операторы вида

(Bρϕ) (x) =

∞
∫

−∞

k (t)ϕ
(

x ◦ ρt
)

dt,

(Bωϕ) (x) =

∞
∫

0

a (t)ϕ (x ◦ tω) dt. (15)

Лемма 3. Пусть ϕ ∈ Lp,γ , 1 6 pi 6 ∞, γi ∈ R, i = 1, . . . , n. Если

k(ρ) :=

∞
∫

−∞

|k(t)|
n
∏

i=1

(

ρ
γ∗

i

i

)t
dt <∞,

то оператор Bρ ограничен в пространстве Lp,γ , и

‖Bρϕ;Lp,γ‖ 6 k (ρ) ‖ϕ;Lp,γ‖ . (16)

⊳ Так как (Bρϕ) (x) =
∫∞
−∞ k (t) (Πρtϕ) (x) dt, применив обобщенное неравенство Мин-

ковского, получим

‖Bρϕ;Lp,γ‖ =

∞
∫

−∞

|k (t)|
∥

∥(Πρtϕ) (x) ;Lp,γ

∥

∥ dt.

В силу равенства (11) получаем (16). ⊲

Следствие 1. Пусть Lp,γ , 1 6 p 6 ∞, γi ∈ R, i = 1, . . . , n. Если d (ω) :=
∫∞
0 |a (t)| tγ

∗◦ωdt < ∞, где γ∗ ◦ ω =
∑n

i=1 γ
∗
i ωi, то оператор Bω ограничен в простран-

стве Lp,γ , и

‖Bωϕ;Lp,γ‖ 6 d (ω) ‖ϕ;Lp,γ‖ .

Следствие 2. Пусть в (15) a (t) ≡ 0 при t > 1. Тогда оператор (15) ограничен в про-

странстве Lp,γ при всех 1 6 pi 6 ∞, γi > 0, ωi > 0, i = 1, . . . , n, если
∫ 1
0 |a (t)| dt < +∞.
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Лемма 4. Пусть k (t) ∈ L1 (R), ki (yi) = 0 при t < 0. Тогда

‖Bρϕ;Lp,γ‖ 6 ‖k;L1 (R)‖ ‖ϕ;Lp,γ‖

при 0 < ρi 6 1, i = 1, . . . , n.

Доказательство леммы 4 вытекает из леммы 3.

Лемма 5. Пусть k (t) ∈ L1 (R), k (t) = 0 при t < 0 и
∫∞
0 k (t) dt = 1. Тогда

lim
ρ→1−0

‖Bρϕ− ϕ;Lp,γ‖ = 0 (17)

для всех 1 6 pi 6 ∞, γi > 0, 0 < ρi 6 1, i = 1, . . . , n.

⊳ Прежде всего отметим, что Bρϕ ∈ Lp,γ для ϕ ∈ Lp,γ при 0 < ρi < 1, i = 1, . . . , n,
согласно лемме 4. Заметим, что, так как

∫∞
0 k (t) dt = 1, то

(Bρϕ) (x)− ϕ (x) =

∞
∫

0

k (t)
[

(Πρtϕ) (x)− ϕ (x)
]

dt.

Используя обобщенное неравенство Минковского, получим оценку

‖Bρϕ− ϕ;Lp,γ‖ 6

∞
∫

0

|k (t)|
∥

∥(Πρtϕ) (x)− ϕ (x) ;Lp,γ

∥

∥ dt. (18)

Поскольку 0 < ρi 6 1, i = 1, . . . , n, то в (18) возможен предельный переход под знаком
интеграла на основании мажорантной теоремы Лебега. Применение последней обоснова-
но утверждениями (11), (13) леммы 2. ⊲

5. Об ограниченности дробного интегрирования

по Адамару и типа Адамара в пространстве Lp,γ

Теорема 1. Пусть γi ∈ R, 1 6 pi 6 ∞, αi > 0 и µ ∈ C. Если Reµ +
∑n

i=1 γ
∗
i lnωi > 0,

то оператор Jα
ω,µ ограничен в Lp,γ и

∥

∥Jα
ω,µϕ;Lp,γ

∥

∥ 6 Qµ ‖ϕ;Lp,γ‖ , (19)

где Qµ =

(

Reµ+
n
∑

i=1
γ∗i lnωi

)−α

.

⊳ Сначала рассмотрим случай 1 6 p < ∞. С помощью обобщенного неравенства
Минковского, получаем

∥

∥Jα
ω,µϕ;Lp,γ

∥

∥ 6

∞
∫

0

∣

∣k+µ,α (y)
∣

∣

∥

∥

∥
ϕ
(

x ◦ ylnω
)

;Lp,γ

∥

∥

∥

dy

y
.

После подстановки τi = xiy
lnωi , i = 1, . . . , n, имеем

∥

∥Jα
ω,µϕ;Lp,γ

∥

∥ 6
1

Γ (α)

1
∫

0

y
µ+

n∑

i=1

γi
pi

lnωi

|ln y| α−1 ‖ϕ;Lp,γ‖
dy

y

6
1

Γ (α)

∞
∫

0

e
−

(

µ+
n∑

i=1

γi
pi

lnωi

)

ξ
ξα−1dξ ‖ϕ;Lp,γ ‖ 6

(

µ+

n
∑

i=1

γi

pi
lnωi

)−α

‖ϕ;Lp,γ ‖ .

(20)

В случае p = ∞ в (20) заменим pi, i = 1, . . . , n на 1. Тогда получим (19). ⊲
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Теорема 2. 1) Пусть γi ∈ R, 1 6 pi 6 ∞, αi > 0, i = 1, . . . , n. Если
∑n

i=1 γ
∗
i lnωi > 0,

то оператор Jα
ω ограничен в Lp,γ и

‖Jα
ωϕ;Lp,γ‖ 6 Q0 ‖ϕ;Lp,γ‖ ,

где Q0 = (
∑n

i=1 γ
∗
i lnωi)

−α
.

2) Пусть 1 6 pi 6 ∞, 1 6 qi 6 ∞, 0 < αi < 1, i = 1, . . . , n. Оператор Jα
ωϕ дробно-

го интегрирования ограничен из Lp

(

R
n
+,

dx
x

)

в Lq

(

R
n
+,

dx
x

)

тогда и только тогда, когда

1 < pi <
1
αi

, qi =
pi

1−αipi
, i = 1, . . . , n.

⊳ Первое утверждение вытекает из теоремы 1. Далее, оператор Jα
ωϕ связан с опера-

тором Римана — Лиувилля Iαv ϕ равенством

Jα
ωϕ = Q−1Iαv Qϕ, (21)

где (Qϕ) (x) = ϕ (ex) = ϕ (ex1 , . . . , exn), v = lnω. В силу (21) второе утверждение теоремы
следует из известной теоремы Харди — Литтлвуда для обычного дробного интегрирова-
ния по R

n (см. [17, c. 345]). ⊲

Теорема 3. Операторы J
α,l
ω,µ,τ и J

α,l
ω,τ ограничены в пространстве Lp,γ при всех

1 6 pi 6 ∞, i = 1, . . . , n,
∥

∥Jα,l
ω,µ,τϕ;Lp,γ

∥

∥ 6 c (τ, µ) ‖ϕ;Lp,γ‖ ,

где 0 < c (τ, µ) < 1 при Reµ+
∑n

i=1 γ
∗
i lnωi > 0, 0 < τ 6 1, l > α > 0,

∥

∥Jα,l
ω,τϕ;Lp,γ

∥

∥ 6 c1 (τ) ‖ϕ;Lp,γ‖ ,

где 0 < c1 (τ) < 1 при
∑n

i=1 γ
∗
i lnωi > 0, 0 < τ 6 1, l > α > 0.

⊳ Доказательство этой теоремы вытекает из следствия 2 леммы 3. ⊲

Теорема 4. Пусть α > 0, β > 0, 1 6 pi 6 ∞, γi ∈ R, i = 1, . . . , n, и µ ∈ C.

1) Если Reµ > −
∑n

i=1 γ
∗
i lnωi, то оператор Jα

ω,µ обладает полугрупповым свой-

ством (5) в пространстве Lp,γ .

2) Если
∑n

i=1 γ
∗
i lnωi > 0, то оператор Jα

ω обладает полугрупповым свойством (6)
в пространстве Lp,γ .

⊳ Сначала равенство (5) докажем для «достаточно хороших» функций ϕ. Поменяв
порядок интегрирования по формуле Дирихле, придем к равенству

(Jα
ω,µJ

β
ω,µϕ)(x) =

1

Γ (α)

1
∫

0

ξµ |ln ξ|α−1 dξ

ξ

1

Γ (β)

1
∫

0

τµ |ln τ |β−1 ϕ
(

x ◦ (ξτ)lnω
) dτ

τ

=
1

Γ (α) Γ (β)

1
∫

0

uµϕ
(

x ◦ ulnω
) du

u

1
∫

u

|ln ξ|α−1

∣

∣

∣

∣

ln
u

ξ

∣

∣

∣

∣

β−1
dξ

ξ
.

Внутренний интеграл легко вычисляется после замены ln ξ = lnu ln y:

(Jα
c,µJ

β
c,µϕ)(x) =

1

Γ (α) Γ (β)

1
∫

0

uµ |lnu|α+β−1 ϕ
(

x ◦ ulnω
) du

u

e
∫

1

|ln y|α−1 (1− ln y)β−1 dy

y

=
1

Γ (α+ β)

1
∫

0

uµ |lnu|α+β−1 ϕ
(

x ◦ ulnω
) du

u
= (Jα+β

c,µ ϕ)(x).

Отсюда получаем равенство (5) для «достаточно хороших» функций ϕ.
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Если Reµ > −
∑n

i=1 γ
∗
i lnωi, то в силу теоремы 1 операторы Jα

ω,µ, Jβ
ω,µ и J

α+β
ω,µ огра-

ничены в Lp,γ , и равенство (5) верно для ϕ ∈ Lp,γ .
Когда µ = 0, из теоремы 4 и теоремы 2 получаем полугрупповое свойство операторов

дробного интегрирования Адамара (3). ⊲

6. Интегральное представление усеченных дробных производных

Маршо — Адамара и типа Маршо — Адамара по направлению

Всюду ниже вектор p = (p1, . . . , pn) либо имеет все конечные компоненты pi (p <∞),
либо все бесконечные p = ∞ = (∞, . . . ,∞).

Лемма 6. Пусть f(x) =
(

Jα
ω,µϕ

)

(x), ϕ ∈ Lp,γ , где 0 < α < 1, µ > 0, 1 6 pi < ∞,

γi, lnωi ∈ R, i = 1, . . . , n, µ +
∑n

i=1
γi
pi
lnωi > 0 и 0 < ρ < 1. Тогда усеченная дробная

производная типа Маршо — Адамара Dα
ω,µ;1−ρf по направлению ω, имеет следующее

интегральное представление:

Dα
ω,µ;1−ρf =

∞
∫

0

K+
α,µ (t, ρ)ϕ

(

x ◦ ρt lnω
)

dt, (22)

где

K+
α,µ (t, ρ) =

sinαπ

π

ρµt

t

[(

αΓ

(

− α, µ ln
1

ρ

)

+ Γ (1− α)

)(

µ ln
1

ρ

)α

(t)α+ − (t− 1)α+

]

. (23)

При этом ядро K+
α,µ (t, ρ)∈ L1

(

R
1
+

)

является усредняющим

∞
∫

0

K+
α,µ (t, ρ) dt = 1, K+

α,µ (t, ρ) > 0, (24)

при t > 0.

⊳ Из (8) при 0 < t < 1, l = 1 имеем

f(x)− f
(

x ◦ tlnω
)

=

(

ln
1

t

)α 1

Γ (α)

{ ∞
∫

0

tµyyα−1ϕ
(

x ◦ ty lnω
)

dy

−

∞
∫

1

tµ(y−1)(y − 1)α−1ϕ
(

x ◦ ty lnω
)

dy

}

.

Поэтому

f(x)− f(xt) =

(

ln
1

t

)α
∞
∫

0

k+α,µ(y, t)ϕ(x ◦ ty lnω) dy, (25)

где x ◦ ty lnω =
(

x1t
y lnω1 , . . . , xnt

y lnωn
)

,

k+α,µ(y, t) =
1

Γ(α)

{

tµyyα−1, 0 < y < 1,

tµyyα−1 − tµ(y−1)(y − 1)α−1, y > 1.
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Известно, что k+α,µ(y, t) ∈ L1(R
1
+) и

∫∞
0 k+α,µ(y, t)dy = 0 (см. [12]). Из (25) получаем

Dα
ω,µ;1−ρf =

α

Γ(1− α)

ρ
∫

0

1

ln 1
t

dt

t1−µ

∞
∫

0

k+α,µ(y, t)ϕ(x ◦ ty lnω) dy + µαf(x).

Замены ln 1
t = ξ и yξ = τ дают

Dα
ω,µ;1−ρf =

α

Γ(1− α)

∞
∫

ln 1

ρ

e−µξ dξ

ξ2

∞
∫

0

k+α,µ

(

τ

ξ
, e−ξ

)

ϕ(x ◦ e−τ lnω)dτ + µαf (x) . (26)

Перестановка порядка интегрирования в правой части в (26) приводит к равенству

Dα
ω,µ;1−ρf =

α

Γ(1− α)

∞
∫

0

ϕ
(

x ◦ e−τ lnω
)dτ

τ

τ/ ln
1
p

∫

0

e−
µ

s
τk+α,µ

(

s, e−
τ
s

)

ds + µαf (x)

=
1

Γ(α)Γ(1 − α)

{ ∞
∫

0

ϕ
(

x ◦ ρt lnω
)

[

αΓ

(

−α, µ ln
1

ρ

)

+ Γ(1− α)

]

×

(

µ ln
1

ρ

)α

ρµttα−1dt−

∞
∫

1

ρµt (t− 1)α ϕ(x ◦ ρt lnω)
dt

t

}

, (27)

что совпадает с (22).
Утверждения (23)–(24) для функции K+

α,µ (t, ρ) известны (см. [12]). Остается обос-
новать действия в (27). Для ϕ ∈ C∞

0,0(R
n
+) они очевидны и, следовательно, для таких

функций тождество (22) доказано. В силу леммы 4 и теоремы 1 оператор Dα
ω,µ;1−ρJ

α
ω,µ,

стоящий в левой части тождества (22), ограничен в Lp,γ при µ+
∑n

i=1
γi
pi
lnωi > 0. Огра-

ничен и оператор в правой части в силу той же леммы 4. Поэтому на основании леммы 1
тождество (22) распространяется с C∞

0,0

(

R
n
+

)

на все функции ϕ ∈ Lp,γ , 1 6 pi < ∞,
i = 1, . . . , n, µ+

∑n
i=1

γi
pi
lnωi > 0. ⊲

Лемма 7. Пусть f(x) = (Jα
ωϕ)(x), ϕ ∈ Lp,γ , где α > 0, 1 6 pi 6 ∞, γi, lnωi ∈ R,

i = 1, . . . , n,
∑n

i=1 γ
∗
i lnωi > 0 или 0 < α < 1, 1 < pi <

1
α , γi = 0, i = 1, . . . , n, и 0 < ρ < 1.

Тогда усеченная дробная производная Маршо — Адамара Dα
ω,1−ρf по направлению ω

имеет следующее интегральное представление:

(

Dα
ω,1−ρf

)

(x) =

∞
∫

0

K+
l,α(y)ϕ

(

x ◦ ρy lnω
)

dy, (28)

где

K+
l,α(y) =

l
∑

k=0

(−1)k
(

l

k

)

(y − k)α+

ℵ (α, l) Γ(1 + α)y
∈ L1

(

R
1
+

)

(29)

и
∞
∫

0

K+
l,α(y)dy = 1, l > α > 0. (30)

⊳ Доказательство леммы 7 аналогично доказательству леммы 6. ⊲
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Замечание. Можно показать, что утверждение леммы справедливо и при γi = 0,
pi = 1, i = 1, . . . , n, 0 < α < 1, однако это потребует иного обоснования (см. доказатель-
ство леммы 8).

Лемма 8. Пусть f ∈ Lr,λ, 1 6 ri 6 ∞, λi > 0, i = 1, . . . , n, такова, что ее разность

(∆̃l
τf) (x) порядка l, l > α, представима модифицированным адамаравским дробным ин-

тегралом (7) по направлению от функции из Lp,γ :

(∆̃l
τf) (x) = Jα,l

ω,τϕ =

∞
∫

0

(

∆̃l
τ−1k

+
α

)

(t)ϕ
(

x ◦ tlnω
) dt

t
, (31)

где l > α > 0, 0 < τ < 1, ϕ ∈ Lp,γ , 1 6 pi 6 ∞, γi > 0, i = 1, . . . , n и 0 < ρ < 1. То-

гда усеченная дробная производная Dα
ω,1−ρf по направлению ω, допускает интегральное

представление (28) при всех 1 6 pi <∞, γi > 0, i = 1, . . . , n, и интегральное представле-

ние

(

Dα
ω,1−ρf

)

(x) =

∞
∫

0

K+
l,α (t)ϕ

(

x ◦ ρt lnω
)

dt− ϕ (0) (32)

при всех pi = ∞, γi = 0, i = 1, . . . , n.

⊳ Так как при γi > 0, i = 1, . . . , n, утверждения леммы 8 обоснованы при доказа-
тельстве леммы 6, то рассматриваем случай γi = 0, i = 1, . . . , n, но при любых α > 0,
1 6 pi 6 ∞, i = 1, . . . , n. Нужно обосновать следующее равенство:

∞
∫

ln 1

ρ

dξ

ξ2

∞
∫

0

k+l,α

(

τ

ξ

)

ϕ
(

x ◦ e−τ lnω
)

dτ =

∞
∫

0

ϕ
(

x ◦ e−τ lnω
)

dτ

∞
∫

ln 1

ρ

k+l,α

(

τ

ξ

)

dξ

ξ2
.

Оно несложно обосновывается теоремой Фубини при 1 6 pi < ∞, γi = 0, i = 1, . . . , n.
Действительно, покажем, что при 1 6 pi < ∞, γi = 0, i = 1, . . . , n сходится (почти для
всех x) повторный интеграл

∞
∫

0

∣

∣

∣
ϕ
(

x ◦ e−τ lnω
)
∣

∣

∣
dτ

∞
∫

ln 1

ρ

∣

∣

∣

∣

k+l,α

(

τ

ξ

)
∣

∣

∣

∣

dξ

ξ2

для всех ϕ ∈ Lp,0, 1 6 p <∞. Отсюда замены τ
ξ = s и τ = t ln 1

ρ приводят к необходимости
доказать сходимость интеграла

J :=

∞
∫

0

∣

∣

∣
ϕ
(

x ◦ ρ−t lnω
)
∣

∣

∣
K∗(t) dt, (33)

где K∗(t) = 1
t

∫ t
0

∣

∣k+l,α(s)
∣

∣ ds. Так как k+l,α(s) ∈ L1

(

R
1
+

)

, то K∗ (t) 6 c
t при t→ +∞. Далее,

очевидно, что K∗ (t) 6 ctα−1при t → 0 и что K∗ (t) непрерывна при 0 < t < ∞. Тогда
из (33) имеем

J 6 c

1
∫

0

∣

∣

∣
ϕ
(

x ◦ ρ−t lnω
)
∣

∣

∣
tα−1 dt+ c

∞
∫

1

∣

∣

∣
ϕ
(

x ◦ ρ−t lnω
)
∣

∣

∣

dt

t
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и остается сослаться на теорему Юнга для пространств со смешанной нормой
(см. [5, с. 25]).

Остается обосновать случай pi = ∞, i = 1, . . . , n, когда ϕ ∈ C
(

Ṙ
n
+

)

. В этом случае,

чтобы преодолеть трудности, связанные со вторым слагаемым, т. е. t > 1, рассмотрим
«двустороннее» усечение дробной производной Маршо — Адамара по направлению ω,
т. е.

(

Dα
ω,1−ρ,εf

)

(x) =
1

ℵ (α, l)

ρ
∫

ε

(

ln
1

t

)−1−α
(

∆̃l
tlnωf

)

(x)
dt

t
, l > α > 0, (34)

где 0 < ε < ρ < 1, и затем устремим ε→ 0. Согласно (31) и (34) имеем

(

Dα
ω,1−ρ,εf

)

(x) =
1

ℵ (α, l)

ρ
∫

ε

(

ln
1

t

)−1
dt

t

∞
∫

0

k+l,α (y)ϕ
(

x ◦ ty lnω
)

dy.

Замены ln 1
ξ = ξ и yξ = τ дают

(

Dα
ω,1−ρ,εf

)

(x) =
1

ℵ (α, l)

∞
∫

0

ϕ
(

x ◦ e−τ lnω
)

dτ

ln 1

ε
∫

ln 1

ρ

k+l,α

(

τ

ξ

)

dξ

ξ2
. (35)

Здесь перестановка порядка интегрирования легко обосновывается за счет ε > 0 (с уче-

том того, что |ϕ (x)| < c и
∫ ln 1

ε

ln 1

ρ

dξ
ξ2

∫∞
0

∣

∣k+l,α(
τ
ξ )
∣

∣dτ <∞). Из (35) имеем

(

Dα
ω,1−ρ,εf

)

(x) =

∞
∫

0

ϕ(x ◦ e−τ lnω)

[

−
1

ln ρ
K+

l,α

(

−
τ

ln ρ

)

+
1

ln ε
K+

l,α

(

−
τ

ln ε

)

]

dτ.

Таким образом,

(

Dα
ω,1−ρ,εf

)

(x) =

∞
∫

0

K+
l,α (t)ϕ

(

x ◦ ρt lnω
)

dt−

∞
∫

0

K+
l,α (t)ϕ

(

x ◦ εt lnω
)

dt. (36)

Так как ϕ ∈ C
(

R
n
+

)

и K+
l,α (t) ∈ L1

(

R
1
+

)

, то во втором слагаемом возможен предельный
переход при ε → 0 под знаком интеграла. В силу (30) и (36) получаем интегральное
представление (32). ⊲

Рассмотрим функцию

A(ρ) :=

∞
∫

0

ρ−ctK+
α,µ (t, ρ) dt =

(

µ

µ− c

)α

+
α

Γ(1− α)

×

[

Γ

(

− α, µln
1

ρ

)(

µ

µ− c

)α

− Γ

(

− α, (µ − c)ln
1

ρ

)]

, (37)

где K+
α,µ (t, ρ) — функция (23), 0 < α < 1, 0 < ρ < 1, µ > 0, c := −

∑n
i=1

γi
pi
lnωi,

γi, lnωi ∈ R, µ > c.

Лемма 9. Пусть 0 < α < 1, µ > 0, c ∈ R, µ > c и 0 < ρ < 1. Тогда A(ρ)-функция

обладает следующими свойствами:

1) A(ρ)-функция монотонно убывает при c < 0 и монотонно возрастает при c > 0.
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2) Справедливо равенство limρ→1−0A (ρ) = 1, limρ→0+0A (ρ) =
(

µ
µ−c

)α
.

3) Справедливо неравенство
(

µ
µ−c

)α
< A (ρ) 6 1, при c < 0, 1 6 A (ρ) <

(

µ
µ−c

)α
при

0 < c < µ.

⊳ Найдем производную

A′ (ρ) =
αρµ

Γ (1− α)

(µ− c)−α

(

ln 1
ρ

)α+1 (ρ
−c − 1).

Отсюда вытекает утверждение 1), т. е. A′ (ρ) < 0 при c < 0, A′ (ρ) > 0 при c > 0.
В силу свойства (2) неполной гамма-функции получим утверждение 2):

lim
ρ→1−0

A (ρ) =

(

µ

µ− c

)α

+
αΓ (−α)

Γ(1− α)

[(

µ

µ− c

)α

− 1

]

= 1, lim
ρ→0+0

A (ρ) =

(

µ

µ− c

)α

.

Утверждение 3) вытекает из утверждения 2) и в силу свойства (2) неполной гамма-
функции. ⊲

7. Обращение дробных интегралов по направлению от функций из Lp,γ

Теорема 5. Пусть f = Jα
ω,µϕ, ϕ ∈ Lp,γ , где 0 < α < 1, µ > 0, 1 6 pi <∞, γi, lnωi ∈ R,

i = 1, . . . , n, µ+
∑n

i=1
γi
pi
lnωi > 0 и 0 < ρ < 1. Тогда

(Dα
ω,µf) (x) = lim

ρ→1−0
(Dα

ω,µ;1−ρf) (x) = ϕ (x) , (38)

где предел понимается как в Lp,γ .

⊳ Сходимость по норме следует из леммы 6 и леммы 5. ⊲

Теорема 6. Пусть f = Jα
ωϕ, ϕ ∈ Lp,γ , где α > 0, 1 6 pi 6 ∞, γi, lnωi ∈ R, i = 1, . . . , n,

∑n
i=1 γ

∗
i lnωi > 0 или 0 < α < 1, 1 < pi <

1
α , γi = 0, i = 1, . . . , n, и 0 < ρ < 1. Тогда

(Dα
ωf) (x) = lim

ρ→1
(Dα

ω,1−ρf) (x) = ϕ(x),

где предел понимается как в Lp,γ , так и почти всюду.

⊳ Сходимость по норме следует из леммы 7 и леммы 5. Доказательство сходимости
почти всюду получим из [20, теорема 2, с. 77–78]. При этом учитываем равенство (29)
и свойство ядра

∣

∣K+
l,α (t)

∣

∣ 6
c

(1+t)l+1−α при t > 1 (см. [17, с. 379]), так что ядро K+
l,α (t)

имеет монотонную суммируемую мажоранту. ⊲

Теорема 7. Пусть
(

∆̃l
τf
)

(x) = J
α,l
ω,τϕ, ϕ ∈ Lp,γ , где l > α > 0, 0 < τ < 1, 1 6 pi 6 ∞,

γi, lnωi ∈ R, i = 1, . . . , n,
∑n

i=1 γ
∗
i lnωi > 0 и 0 < ρ < 1. Тогда

(Dα
ωf) (x) = lim

ρ→1
(Dα

ω,1−ρf) (x) = ϕ (x) ,

где предел понимается как в Lp,γ , так и почти всюду.

⊳ Доказательство теоремы сходимости по норме следует из леммы 8 и леммы 5.
Доказательство сходимости почти всюду — как в теореме 6. ⊲

Из леммы 6 теоремы 5 вытекает связь между нормами дробных производных по на-
правлению ω (9) и (10) в пространств Lp,γ .
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Теорема 8. Пустьf(x) =
(

Jα
ω,µϕ

)

(x), ϕ ∈ Lp,γ , где 0 < α < 1, 1 6 p < ∞, µ > 0,
c := −

∑n
i=1

γi
pi
lnωi, c ∈ R, µ > c и 0 < ρ < 1. Тогда

∥

∥D
α
ω,µ, 1−ρf ;Lp,γ

∥

∥ 6M
∥

∥D
α
ω,µf ;Lp,γ

∥

∥ , M =

{

1, c < 0,
(

µ
µ−c

)α
, c > 0.

(39)

⊳ Используя (22), применяя обобщенное неравенство Минковского и учитывая (38),
имеем

∥

∥D
α
ω,1−ρf ;Lp,γ

∥

∥ 6

∞
∫

0

∣

∣K+
α,µ (t, ρ)

∣

∣

∥

∥

∥
ϕ
(

x ◦ ρt lnω;Lp,γ

)∥

∥

∥
dt 6 A (ρ)

∥

∥D
α
ω,µf ;Lp,γ

∥

∥ ,

где A(ρ) — функция (37). В силу леммы 9 вытекает (39). ⊲

Следствие 3. Пусть f(xt) = (Jα
ωϕ) (x), ϕ ∈ Lp,γ , где 0 < α < 1, 1 6 p < ∞,

c := −
∑n

i=1
γi
pi
lnωi, c ∈ R, c < 0 и 0 < ρ < 1. Тогда

∥

∥D
α
ω, 1−ρf ;Lp,γ

∥

∥ 6 ‖Dα
ωf ;Lp,γ‖ .
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de Mathematiques Pures et Appliquees, 1892, vol. 8, no. 4, pp. 101–186.
2. Benedek, A. and Panzone, R. The Space L

p, with Mixed Norm, Duke Mathematical Journal, 1961,
vol. 28, no. 3, pp. 301–324. DOI: 10.1215/s0012-7094-61-02828-9.

3. Antonic, N. and Ivec, I. On the Hormander–Mihlin Theorem for Mixed-norm Lebesgue Spaces,
Journal of Mathematical Analysis and Applications, 2016, vol. 433, no. 1, pp. 176–199. DOI:
10.1112/S0024610704005502.

4. Stefanov, A. and Torres, R. H. Calderon–Zygmund Operators on Mixed Lebesgue Spaces and Applica-
tions to Null Forms, Journal of the London Mathematical Society, 2004, vol. 70, no. 2, pp. 447–462.
DOI.org/10.1112/S0024610704005502.

5. Besov, O. V., Il’in, V. P. and Nikol’skii, S. M. Integral’nye predstavleniya funkcij i teoremy vlozheniya

[Integral Representations of Functions, and Embedding Theorems], Moscow, Nauka, 1975, 480 p.
(in Russian).

6. Marchaud A. P. Sur les Derivees et sur les Differences des Functions de Variables Reelles, Journal

de Mathematiques Pures et Appliquees, 1927, vol. 6, pp. 337–426.
7. Kipriyanov, I. A. The Operator of Fractional Differentiation and the Powers of Elliptic Operators, Dokl.

Akad. Nauk SSSR, 1960, vol. 131, no. 2, pp. 238–241 (in Russian).
8. Kipriyanov, I. A. On Spaces of Fractional-Differentiable Functions, Izv. Akad. Nauk SSSR. Ser. Mat.,

1960, vol. 24, no. 6, pp. 865–882 (in Russian).
9. Kukushkin, M. V. On some Qualitative Properties of the Operator of Fractional Differentiation

in Kipriyanov Sense, Vestnik SamU. Estestvenno-Nauchnaya Ser., 2017, no. 2, pp. 32–43 (in Russian).
10. Butzer, P. L., Kilbas, A. A. and Trujillo, J. J. Fractional Calculus in the Mellin Setting and Hadamard-

Type Fractional Integrals, Journal of Mathematical Analysis and Applications, 2002, vol. 269, no. 1,
pp. 1–27. DOI: 10.1016/S0022-247X(02)00049-5.

11. Kilbas, A. A. Hadamard-type Fractional Calculus, Journal of the Korean Mathematical Society, 2001,
vol. 38, no. 6, pp. 1191–1204.

12. Kilbas, A. A. and Titioura, A. A. A Marchaud–Hadamard-Type Fractional Derivatives and Inversion
of Hadamard-Type Fractional Integrals, Report of the Academician of Sciences of Belarus, 2006, vol. 50,
no. 4, pp. 10–15 (in Russian).

13. Ma, L. and Li, C. On Hadamard Fractional Calculus, World Scientific, Fractals, 2017, vol. 25, no. 3,
pp. 1–13. DOI: 10.1142/S0218348X17500335.

14. Samko, S. G. and Yakhshiboyev, M. U. A Chen-Type Modification of Hadamard Fractional Integro-
Differentiation, Operator Theory: Advances and Applications, 2014, vol. 242, pp. 325–339.

15. Wu, Y., Yao, K. and Zhang, X. The Hadamard Fractional Calculus of a Fractal Function, World

Scientific, Fractals, 2018, vol. 26, no. 3, pp. 25–36. DOI: 10.1142/s0218348x18500251.
16. Yakhshiboev, M. U. Hadamard-Type Fractional Integrals and Marchaud–Hadamard-Type Fractional

Derivatives in the Spaces With Power Weight, Uzbek Mathematical Journal, 2019, no. 3, pp. 155–174.
DOI: 10.29229/uzmj.2019-3-17.

17. Samko, S. G., Kilbas, A. A. and Marichev, O. I. Integraly i proizvodnye drobnogo poryadka i nekotorye

ih prilozheniya [Fractional Integrals and Derivatives and some of their Applications], Minsk, Nauka and
Tekhnika, 1987, 688 p. (in Russian).

18. Berdyshev, A. S., Turmetov, B. Kh. and Kadirkulov, B. J. Some Properties and Applications of
the Integrodifferential Operators of Hadamard–Marchaud Type in the Class of Harmonic Functions,
Siberian Mathematical Journal, 2012, vol. 53, no. 4, pp. 600–612. DOI: 10.1134/S0037446612040039.

19. Kilbas, A. A. and Titioura, A. A. Nonlinear Differential Equation with Marchaud–Hadamard-Type
Fractional Derivative in the Weighted Space of Summable Functions, Mathematical Modelling and

Analysis, 2007, vol. 12, no. 3, pp. 343–356. DOI: 10.3846/1392-6292.2007.12.343-356.
20. Stein, E. M. Singulyarnye integraly i differencial’nye svojstva funkcij [Singular Integrals and Diffe-

rentialiability Properties of Functions], Moscow, Mir, 1973, 342 p. (in Russian).

Received May 18, 2020

Makhmadiyor U. Yakhshiboev

National University of Uzbekistan named after Mirzo Ulugbek,
4 University St., Student’s campus, Tashkent 100174, Uzbekistan,
Associate Professor

E-mail: m.yakhshiboev@gmail.com


