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Аннотация. Исследуется структура элементарных сетей над квадратичными полями. Система
σ = (σij), 1 6 i, j 6 n, аддитивных подгрупп кольца R называется сетью (ковром) над кольцом R

порядка n, если σirσrj ⊆ σij при всех значениях индексов i, r, j. Сеть, рассматриваемая без диагона-
ли, называется элементарной сетью (элементарный ковер). Элементарная сеть σ = (σij) называется
неприводимой, если все аддитивные подгруппы σij отличны от нуля. Пусть K = Q(

√
d ) — квадра-

тичное поле, D — кольцо целых квадратичного поля K, σ = (σij) — неприводимая элементарная
сеть порядка n > 3 над K, причем σij — D-модули. Если целое d принимает одно из следующих
значений (22 поля): −1, −2, −3, −7, −11, −19, 2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57, 73, то для
некоторого промежуточного подкольца P , D ⊆ P ⊆ K, сеть σ сопряжена диагональной матрицей
из D(n,K) с элементарной сетью идеалов кольца P .

Ключевые слова: сеть, ковер, элементарная сеть, замкнутая сеть, поле алгебраических чисел,
квадратичное поле.
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Исследуется структура элементарных сетей над квадратичными полями. Система
σ = (σij), 1 6 i, j 6 n, аддитивных подгрупп кольца R называется сетью (ковром)
над полем K порядка n, если σirσrj ⊆ σij при всех значениях индексов i, r, j. Сеть,
рассматриваемая без диагонали, называется элементарной сетью (элементарный ковер).
Элементарная сеть σ = (σij) называется неприводимой, если все аддитивные подгруп-
пы σij отличны от нуля. Пусть K = Q

(√
d
)

— квадратичное поле, D — кольцо целых
поля K, σ = (σij) — неприводимая элементарная сеть порядка n > 3 над K, причем σij —
D-модули. Для некоторого класса квадратичных полей Q

(√
d
)

(для некоторого класса
целых чисел d) доказано, что с точностью до сопряжения (элементарной сети) диаго-
нальной матрицей из D(n,K) все σij являются идеалами фиксированного промежуточ-
ного подкольца P , D ⊆ P ⊆ K. В заключение строится недополняемая симметрическая
элементарная сеть над квадратичным полем.
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1. Квадратичные поля. Кольцо целых квадратичного поля

Квадратичным полем мы называем расширение поля рациональных чисел Q второй
степени. Всякое квадратичное поле имеет вид Q

(√
d
)

, где d 6= 1 — некоторое целое
рациональное число, свободное от квадратов [1, гл. II, § 7, п. 1].

Число a поля алгебраических чисел K (конечное расширение поля рациональных
чисел) называется целым алгебраическим числом, если a является корнем унитарно-
го (старший коэффициент многочлена равен 1) многочлена с целыми рациональными
коэффициентами. Множество всех целых алгебраических чисел поля K является под-
кольцом поля K, которое называется кольцом целых поля K (см. [1, алгебраическое
дополнение, § 4] и [2, гл. 5]). Кольцо целых D поля алгебраических чисел K совпадает с
максимальным порядком поля K [1, гл. II, § 2, теорема 6].

Предложение 1 [1, гл. II, § 7, теорема 1]. Пусть d 6= 1 — целое рациональное число,

свободное от квадратов. Кольцо целых (максимальный порядок) D квадратичного поля

Q
(√

d
)

совпадает с кольцом

D = Z[θ] = Z+ Zθ =
{

x+ yθ : x, y ∈ Z
}

,

где θ =
√
d при d ≡ 2, 3 (mod 4) и θ = 1+

√

d
2

при d ≡ 1 (mod 4). Дискриминант поля Q
(√

d
)

равен 4d в первом случае и d во втором.

Предложение 2 [1, гл. III, § 2]. 1) Кольцо целых D мнимого квадратичного поля

Q
(√

d
)

, d < 0, является евклидовым тогда и только тогда, когда (5 полей)

d ∈
{

− 1, −2, −3, −7, −11
}

.

2) Кольцо целых D вещественного квадратичного поля Q
(√

d
)

, d > 0, является ев-

клидовым тогда и только тогда, когда (16 полей)

d ∈
{

2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57, 73
}

.

2. Элементарные сети над квадратичными полями

В этом разделе мы дадим описание элементарных сетей над некоторым классом квад-
ратичных полей.

Система σ = (σij), 1 6 i, j 6 n, аддитивных подгрупп кольца R называется сетью

(ковром) [3, 4] над полем K порядка n, если σirσrj ⊆ σij при всех значениях индексов
i, r, j. Сеть, рассматриваемая без диагонали, называется элементарной сетью (элемен-
тарный ковер) [3, 4]. Элементарная сеть σ = (σij), 1 6 i 6= j 6 n, называется дополняе-

мой, если для некоторых аддитивных подгрупп (точнее, подколец) σii кольца R таблица
(с диагональю) σ = (σij), 1 6 i, j 6 n, является (полной) сетью. Хорошо известно (см., на-
пример, [3]), что элементарная сеть σ = (σij) является дополняемой тогда и только тогда,
когда σijσjiσij ⊆ σij для любых i 6= j .

Полную или элементарную сеть σ = (σij) мы называем неприводимой, если все адди-
тивные подгруппы σij отличны от нуля.

Назовем элементарную сеть σ замкнутой (допустимой) ([5; 6, вопрос 15.46]), если
элементарная группа E(σ) не содержит новых элементарных трансвекций. Замкнутыми
являются, например, дополняемые элементарные сети (см., например, [3]).
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Дадим в начале описание промежуточных колец, заключенных между областью глав-
ных идеалов и его полем частных. Следующая лемма хорошо известна.

Лемма 1. Пусть R — область главных идеалов, K — поле частных кольца R. Если

S — мультипликативное подмножество, порожденное подмножеством простых кольца R,

то S−1R также является кольцом главных идеалов и R ⊆ S−1R ⊆ K. С другой стороны,

всякое промежуточное подкольцо P , R ⊆ P ⊆ K, является кольцом главных идеалов и

имеет вид P = S−1R для некоторого мультипликативного подмножества S ⊆ R.

Предложение 3 [7, теорема 2]. Пусть σ = (σij) — неприводимая элементарная сеть

порядка n > 3 над полем частных K кольца главных идеалов R, причем для любых

i, j, i 6= j, подгруппы σij являются R-модулями. Тогда для некоторого промежуточно-

го подкольца P , R ⊆ P ⊆ K, сеть σ сопряжена диагональной матрицей из D(n,K) с

элементарной сетью π = (πij) идеалов кольца P , где πij = qijP , для некоторых qij ∈ P .

В частности, элементарная сеть σ является замкнутой.

Элементарная сеть π = (πij) из предложения наглядно представляется таблицей

π = (πij) =













∗ q12P q13P . . . q1nP

P ∗ q23P . . . q2nP

P q32P ∗ . . . q3nP

. . . . . . . . . . . . . . .

P qn2P qn3P . . . ∗













. (1)

Теорема 1. Пусть K = Q
(√

d
)

— квадратичное поле, D — кольцо целых поля K.

Пусть, далее, σ = (σij) — неприводимая элементарная сеть порядка n > 3 над полем K,

причем для любых i 6= j, подгруппы σij являются D-модулями. Если целое d принимает

одно из следующих значений (22 поля):

−1, −2, −3, −7, −11, −19, 2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57, 73,

то для некоторого промежуточного подкольца P , D ⊆ P ⊆ K, сеть σ сопряжена диа-

гональной матрицей из D(n,K) с элементарной сетью π = (πij) идеалов кольца P , где

πij = qijP , для некоторых qij ∈ P (см. (1)). В частности, элементарная сеть σ является

замкнутой.

Доказательство теоремы вытекает из предложений 2, 3 и леммы 1 (при этом нужно
заметить, что всякая евклидова область является областью главных идеалов).

Замечание. Кольцо целых мнимого квадратичного поля Q
(√

−19
)

является обла-
стью главных идеалов, но не является евклидовым [8].

3. Построение недополняемой элементарной сети над квадратичным полем

Результаты этого параграфа показывают существенное отличие строения элементар-
ных сетей над полем рациональных чисел Q [7] от строения элементарных сетей над
квадратичными полями.

Пусть d ≡ 2, 3 (mod 4). В поле Q
[√

d
]

рассмотрим кольцо целых D = Z
[√

d
]

.
Положим

t = m
(

1 +
√
d
)

, A = t4D, m ∈ Z, m > 3, B = Zt+A = Zt+ t4D.

Заметим, что A ⊆ B и

t2 = m2
(

(1 + d) + 2
√
d
)

, t3 = m3
(

(1 + 3d) + (3 + d)
√
d
)

.
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Предложение 4. Таблица

τ =









∗ B A . . . A

B ∗ A . . . A

. . . . . . . . . . . .

A A A . . . ∗









является недополняемой элементарной сетью.

⊳ Действитеьно, так как A = t4D — идеал кольца D = Z
[√

d
]

, то A2 ⊆ A, AB ⊆ A,
а потому таблица τ является элементарной сетью. Для того, чтобы показать, что эле-
ментарная сеть τ является недополняемой, нам достаточно показать (см. § 2), что B3 не
содержится в подгруппе B. Покажем, что t3 не содержится в B = Zt + t4D. Действи-
тельно, если t3 ∈ B, то t2 ∈ Z + t3D, а потому для некоторых a ∈ Z и x+ y

√
d ∈ D мы

имеем (см. выше значение t2 и t3)

m2
(

(1 + d) + 2
√
d
)

= a+m3
[

(1 + 3d) + (3 + d)
√
d
](

x+ y
√
d
)

=⇒ 2 = m
(

y(1 + 3d) + x(3 + d)
)

∈ mZ.

Однако последнее невозможно так как m > 3. ⊲
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Abstract. The structure of elementary nets over quadratic fields is studied. A set of additive subgroups
σ = (σij), 1 6 i, j 6 n, of a ring R is called a net of order n over R if σirσrj ⊆ σij for all i, r, j. The same
system, but without the diagonal, is called elementary net (elementary carpet). An elementary net σ = (σij)
is called irreducible if all additive subgroups σij are different from zero. Let K = Q(

√
d ) be a quadratic field,

D a ring of integers of the quadratic field K, σ = (σij) an irreducible elementary net of order n > 3 over K,
and σij a D-modules. If the integer d takes one of the following values (22 fields): −1, −2, −3, −7, −11, −19,
2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57, 73, then for some intermediate subring P , D ⊆ P ⊆ K, the
net σ is conjugated by a diagonal matrix of D(n,K) with an elementary net of ideals of the ring P .
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