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Аннотация. Пусть M и N — многообразия, D — область в M и E ⊂ D — замкнутое относи-
тельно D множество. Проблема стирания особенностей состоит в следующем: найти условия, при
которых любое отображение f : D \ E → N из заданного класса можно продолжить до отображе-
ния f : D → N с сохранением класса. Если указанное продолжение существует, то множество E

называют устранимым множеством в рассматриваемом классе отображений. Целью данной работы
является исследование проблемы стирания особенностей в контексте свойств ядра локального пре-
образования Помпейю. Изучается класс K+, состоящий из непрерывных функций на комплексной
плоскости C, имеющих нулевые интегралы по всем кругам из C, конгруэнтным единичному кругу
относительно сферической метрики. Аналогом группы евклидовых движений в этом случае являет-
ся группа дробно-линейных преобразований PSU(2). Найдено точное условие, при котором функции
рассматриваемого класса, доопределенные соответствующим образом в бесконечно удаленной точке,
обладают указанным свойством на расширенной комплексной плоскости C. Доказательство основ-
ного результата базируется на подходящем описании класса K+. Центральным инструментом в этом
описании являются ряды Фурье по сферическим гармоникам. Показано, что коэффициенты Фурье
функции f ∈ K+ представимы рядами по функциям Якоби. Дальнейшее доказательство состоит в
изучении асимптотического поведения указанных рядов при подходе к особой точке. Результаты,
полученные в работе, можно использовать при решении задач, связанных со сферическими средни-
ми.
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1. Введение

Пусть R
m — вещественное евклидово пространство размерности m с евклидовой нор-

мой | · |. Предположим, что m > 2, f ∈ L1,loc(Rm) и выполнено равенство
∫

|x|6r

f(x+ y) dx = 0 (1)
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при некотором фиксированном r > 0 и всех y ∈ R
m. Верно ли, что f = 0? Этот во-

прос был рассмотрен в 1929 году известным румынским математиком Д. Помпейю [1],
который утверждал, что при m = 2 ответ является положительным. Однако, спустя
пятнадцать лет Л. Чакалов [2] обнаружил, что доказательство Д. Помпейю содержит
ошибку. Более того, он показал, что функция f(x1, x2) = sin(λx1) имеет нулевые инте-
гралы по всем единичным кругам в R

2, если число λ является нулем функции Бесселя J1.
Впоследствии выяснилось, что аналогичные примеры ненулевых функций с условием (1)
можно построить, используя метод, предложенный И. Радоном [3] еще в 1917 году. Этот
метод основан на теореме о среднем для собственных функций оператора Лапласа и
может быть распространен на произвольное двухточечно-однородное пространство X
(см. [4, часть 2, п. 2.4]). Кроме того, он позволяет строить ненулевые функции на X,
имеющие нулевые интегралы по всем сферам фиксированного радиуса.

Обозначим через Vr(Rm) множество функций f ∈ L1,loc(Rm), удовлетворяющих (1)
при всех y ∈ R

m. Его можно рассматривать как ядро преобразования Помпейю,
ассоциированное с шаром радиуса r и группой движений M(m) пространства R

m

[5, часть 4, гл. 7]. Класс Vr(Rm), а также различные его аналоги и обобщения активно
изучались в течение последних пятидесяти лет в работах Ф. Йона, Д. Дельсарта, Д. Сми-
та, Л. Зальцмана, К. А. Беренстейна и других авторов (см. обзоры [6–8] и монографии
[4, 5, 9], содержащие обширную библиографию). Перечислим основные направления в
этих исследованиях.

1. Изучение нулевых множеств и соответствующие теоремы единственности для клас-
са Vr(R

m) [4, 5, 9–11]. Данное направление восходит к теореме единственности Ф. Йо-
на [10, гл. 6] для функций с нулевыми сферическими средними.

2. Исследование допустимых ограничений на рост ненулевых функций класса Vr(Rm)
и его аналогов на неограниченных областях (теоремы типа Лиувилля [4, 5, 9–13].

3. Изучение функций с условиями типа (1), в которых r принадлежит заданному
двухэлементному множеству [4–9, 11, 14, 15] (теоремы о двух радиусах). Первым ре-
зультатом в этом направлении является классическая теорема Д. Дельсарта [16, 17] о
характеризации гармонических функций посредством уравнения средних значений, вы-
полненного только для двух радиусов.

4. Описание функций класса Vr(Rm) в виде рядов по сферическим гармоникам [4, 5,
9, 18] (аналоги разложений Тейлора и Лорана из теории аналитических функций).

5. Проблема продолжения [4, 5, 9].
6. Теоремы о стирании особенностей [4, 5, 9, 18].
7. Задачи интегральной геометрии о восстановлении функций из заданных классов

по известным шаровым средним [4, 9, 19–22].
8. Аппроксимация функций с нулевыми шаровыми средними линейными комбинаци-

ями специальных функций [4, 5, 9].
9. Интерполяционные задачи для функций класса Vr(Rn) [23].
10. Изучение аналогов и обобщений класса Vr(R

m) на различных однородных про-
странствах и группах (например, на римановых симметрических пространствах) [4–9,
13–15, 20–22].

В частности, важным направлением в рассматриваемой тематике является изучение
условий, обеспечивающих стирание особенностей функций класса Vr(R

m) и его анало-
гов. В настоящее время получено относительно немного результатов по указанной задаче.
Все известные случаи относятся, в основном, к евклидову пространству со стандартной
метрикой и касаются лишь функций специального вида (радиальные функции и их обоб-
щения) (см. [5, часть 2, гл. 1, п. 1.6], [18, теорема 4]). Например, в работе [18] содержится
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следующий результат: если f ∈ Vr(R
m) ∩ Cs(Rm \ {0}), s > m + 1 и f радиальна, то

существует функция g ∈ Cs−m−1(Rm), равная f в R
m \ {0}.

В данной работе изучаются непрерывные функции на комплексной плоскости C, име-
ющие нулевые интегралы по всем кругам из C, конгруэнтным единичному кругу отно-
сительно сферической метрики. Аналогом группы евклидовых движений в этом слу-
чае является группа дробно-линейных преобразований PSU(2). Найдено точное условие
(см. формулу (2) ниже), при котором функции рассматриваемого класса, доопределен-
ные соответствующим образом в бесконечно удаленной точке, обладают указанным свой-
ством на расширенной комплексной плоскости C.

2. Формулировка основного результата

Как обычно, множество C всех комплексных чисел z = x + iy отождествляется с
множеством пар (x, y) вещественных чисел, т. е. с евклидовой плоскостью R

2.
Пусть B = {z ∈ C : |z| 6 1} — замкнутый единичный круг на C с центром в нуле.

Обозначим через PSU(2) группу дробно-линейных преобразований вида

τa,c(z) =
az − c

cz + a
, где a, c ∈ C и |a|2 + |c|2 = 1

(см. [24, лекция 27]). Элементы группы PSU(2) являются преобразованиями расширен-
ной комплексной плоскости C. Мера

dµ(z) =
dm(z)

(1 + |z|2)2 ,

где dm(z) — мера Лебега на C, инвариантна относительно группы PSU(2).
Положим

K+ =

{

f ∈ C(C) :

∫

τa,c(B)

f(z) dµ(z) = 0, |a|2 + |c|2 = 1, |a| − |c| > 0

}

,

K− =

{

f ∈ C(C) :

∫

τa,c(B)

f(z)dµ(z) = 0, |a|2 + |c|2 = 1, |a| − |c| 6 0

}

.

Основным результатом данной работы является следующая теорема.

Теорема 1. 1) Пусть f ∈ K+,

lim
z→∞

f(z)

z3
= 0 (2)

и

f+(z) =

{

f(z), при z ∈ C,

f(0), при z = ∞.

Тогда f+ ∈ K−.

2) Существует функция f ∈ K+ такая, что

lim
z→∞

f(z)

z3
= 1.

При этом интеграл
∫

τa,c(B) f(z) dµ(z) расходится для любых a, c ∈ C, удовлетворяющих

условиям |a|2 + |c|2 = 1, |a| − |c| 6 0.

Второе утверждение теоремы 1 показывает, что условие (2) в первом утверждении
является существенным.
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3. Обозначения и вспомогательные конструкции

В работе используются следующие стандартные обозначения: N, Z, Z+ — соответ-
ственно множества натуральных, целых и целых неотрицательных чисел; [t] — целая
часть числа t ∈ R; λ — комплексное сопряжение к числу λ ∈ C;

(

m
n

)

— биномиальные
коэффициенты; (λ)l — символ Похгаммера ((λ)0 = 1 и (λ)l = λ(λ + 1) . . . (λ+ l − 1) при
l ∈ N); Γ — гамма-функция; F (α, β; γ; z) — гипергеометрическая функция Гаусса, т. е.

F (α, β; γ; z) =

∞
∑

j=0

(α)j (β)j
(γ)j j!

zj, |z| < 1, γ /∈ Z\N; (3)

R(α,β)
µ (t) = F

(

− µ, µ + α+ β + 1;α + 1;
1− t

2

)

(4)

— функции Якоби первого рода.

Лемма 1. Пусть k, n ∈ Z+, k > 2n. Тогда

R
(k,k)
2n−k(x) =

2n
∑

p=0

αk,n,p(1 + x)p−k, (5)

где

αk,n,p =
2k−pk! (k − 2n)2n(−2n)p(2n+ 1)p

p! (k + 2n)! (1 − k)p
.

⊳ Из определения (4) и соотношения

F (α, β; γ; z) = (1− z)γ−α−βF (γ − α, γ − β; γ; z)

(см. [25, гл. 2, п. 2.9, формулы (1), (2)] имеем

R
(k,k)
2n−k(x) = F

(

k − 2n, 2n+ k + 1; k + 1;
1− x

2

)

=
2k

(1 + x)k
F

(

−2n, 2n + 1; k + 1;
1− x

2

)

=
2k

(1 + x)k

2n
∑

j=0

(−1)j(−2n)j(2n+ 1)j
(1 + k)jj!2j

(x− 1)j

=

2n
∑

p=0

(

2n
∑

j=p

(−2n)j(2n + 1)j
(1 + k)jj!

(

j

p

)

)

(−1)p 2k−p (1 + x)p−k. (6)

Поскольку (z)p+q = (z)p(z + p)q, внутренняя сумма в (6) преобразуется к виду

2n
∑

j=p

(−2n)j(2n+ 1)j
(1 + k)j j!

(

j

p

)

=

2n−p
∑

q=0

(−2n)p+q(2n+ 1)p+q

(1 + k)p+q p! q!

=
(−2n)p(2n+ 1)p

(1 + k)p p!

2n−p
∑

q=0

(−2n + p)q(2n+ 1 + p)q
(1 + k + p)q q!

.

(7)
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Усеченный гипергеометрический ряд Гаусса в (7) выражается через обобщенную гипер-
геометрическую функцию 3F2 по формуле

2n−p
∑

q=0

(−2n+ p)q(2n + 1 + p)q
(1 + k + p)q q!

=
(4n+ 1)!

(2n − p)! (2n + p+ 1)!
3F2

(

p− 2n, 2n+ 1 + p, k + 2n + 1; 1

k + p+ 1, 2n+ p+ 2

)

(см. [25, гл. 4, п. 4.5]). Тогда используя равенство

3F2

( −N,α, β; 1
γ, 1 + α+ β − γ −N

)

=
(γ − α)N (γ − β)N
(γ)N (γ − α− β)N

(см. [26, гл. 7, п. 7.4.4, формула (88)]), получаем

2n−p
∑

q=0

(−2n+ p)q(2n + 1 + p)q
(1 + k + p)q q!

=
(4n + 1)!

(2n− p)! (2n + p+ 1)!

(k − 2n)2n−p(p − 2n)2n−p

(1 + k + p)2n−p(−4n − 1)2n−p
.

Учитывая, что

(−z)j (−1)j =
Γ(z + 1)

Γ(z + 1− j)
,

отсюда находим

2n−p
∑

q=0

(−2n + p)q (2n+ 1 + p)q
(1 + k + p)q q!

=
(k − p− 1)! (k + p)!

(k + 2n)! (k − 2n− 1)!
. (8)

Соотношения (6), (7) и (8) влекут равенство (5). ⊲

Лемма 2. Пусть

am,n(x) = (x+ 2n−m)m−1(x+ 2n− 1)m−1, m, n = 1, . . . , p, p > 2,

∆p(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1,1(x) a1,2(x) . . . a1,p(x)
a2,1(x) a2,2(x) . . . a2,p(x)
. . . . . . . . . . . .

ap,1(x) ap,2(x) . . . ap,p(x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Тогда

∆p(x) =

p−1
∏

j=1

(

p−j+1
∏

n=2

γn(x+ 2j − 2)

)

, (9)

где γn(x) = 2(n − 1)(2x + 2n− 1).

⊳ Вычтем из (j + 1)-й строки определителя ∆p(x) j-ю строку, умноженную на
(x− j + 1)(x+ j), где j = p− 1, p− 2, . . . , 1. Учитывая, что

aj+1,n(x)− aj,n(x)(x− j + 1)(x+ j) = aj,n(x)γn(x),
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имеем

∆p(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 . . . 1
0 γ2(x) γ3(x) . . . γp(x)
0 a2,2(x)γ2(x) a2,3(x)γ3(x) . . . a2,p(x)γp(x)
0 a3,2(x)γ2(x) a3,3(x)γ3(x) . . . a3,p(x)γp(x)
. . . . . . . . . . . . . . .
0 ap−1,2(x)γ2(x) ap−1,3(x)γ3(x) . . . ap−1,p(x)γp(x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 . . . 1
a2,2(x) a2,3(x) . . . a2,p(x)
a3,2(x) a3,3(x) . . . a3,p(x)
. . . . . . . . . . . .

ap−1,2(x) ap−1,3(x) . . . ap−1,p(x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

·
p
∏

n=2

γn(x).

Поскольку am,n(x+ 2) = am,n+1(x), отсюда получаем соотношение

∆p(x) = ∆p−1(x+ 2)

p
∏

n=2

γn(x),

которое влечет равенство (9). ⊲

Лемма 3. Пусть k ∈ N, k > 3 и

lim
x→−1+0

(1 + x)
k+3

2

[k−1

2 ]
∑

n=1

cnR
(k,k)
2n−k(x) = 0 (10)

для некоторых констант cn ∈ C. Тогда все cn равны нулю.

⊳ По лемме 1 имеем

(1 + x)
k+3

2

[k−1

2 ]
∑

n=1

cnR
(k,k)
2n−k(x) =

[ k−1

2 ]
∑

n=1

2n
∑

p=0

cnαk,n,p(1 + x)p+
3−k
2

=







2[k−1

2 ]
∑

p=1







[k−1

2 ]
∑

n> p
2

cnαk,n,p







1

(1 + x)
k−3

2
−p

+
1

(1 + x)
k−3

2

[k−1

2 ]
∑

n=1

cnαk,n,0






.

Тогда из условия (10) заключаем, что числа cn удовлетворяют системе линейных урав-
нений



































[k−1

2 ]
∑

n=1

cnβk,n,0 = 0;

[ k−1

2 ]
∑

n> p
2

cnβk,n,p = 0, 1 6 p 6

[

k − 3

2

]

,

где βk,n,p =
αk,n,p

2kk!
. Полагая

ηk,p =
(−1)p

2pp!(1− k)p
,

видим, что определитель этой системы равен

βk,1,0 βk,2,0 . . . βk,[k−1

2 ],0 ηk,0 ηk,1 . . . ηk,[k−3

2 ] ∆[k−1

2 ](2).
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Указанное произведение отлично от нуля на основании леммы 2. Отсюда cn = 0 для
любого n = 1, . . . ,

[

k−1
2

]

. ⊲
Обозначим

τ̌(z) = −1

z
,

Csymm(C
∗) =

{

f ∈ C(C∗) : f = f ◦ τ̌
}

, где C
∗ = C \ {0}.

Пусть D ′(O) — пространство распределений на открытом множестве проколотой сфе-
ры C, D(O) — пространство финитных бесконечно дифференцируемых функций в O.

Лемма 4. Пусть fn ∈ Csymm(C
∗), n ∈ N, и последовательность {fn}∞n=1 сходится

к функции f ∈ C(C∗) в пространстве D ′(C∗). Тогда f ∈ Csymm(C
∗).

⊳ Легко видеть, что для любой функции ϕ ∈ D(C∗) функция ψ = ϕ ◦ τ̌ также
принадлежит D(C∗). По условию имеем

lim
n→∞

∫

C∗

fn(z)ψ(z) dµ(z) =

∫

C∗

f(z)ψ(z) dµ(z).

В силу инвариантности меры µ относительно группы PSU(2) и сопряжений, отсюда по-
лучаем

lim
n→∞

∫

C∗

fn(τ̌(z))ϕ(z) dµ(z) =

∫

C∗

f(τ̌(z))ϕ(z) dµ(z).

Поскольку fn ∈ Csymm(C
∗), это равенство переписывается в виде

lim
n→∞

∫

C∗

fn(z)ϕ(z) dµ(z) =

∫

C∗

f(τ̌(z))ϕ(z) dµ(z).

Снова используя сходимость {fn}∞n=1 к f , приходим к соотношению

lim
n→∞

∫

C∗

f(z)ϕ(z) dµ(z) =

∫

C∗

f(τ̌(z))ϕ(z) dµ(z).

Учитывая произвольность функции ϕ ∈ D(C∗), заключаем, что f ∈ Csymm(C
∗). ⊲

Лемма 5. Пусть f ∈ K+ ∩ Csymm(C
∗). Тогда f+ ∈ K−.

⊳ Ясно, что функция f , доопределенная в ∞ значением f(0), непрерывна в C.
Далее, предположим, что |a| − |c| < 0. Используя условие f ∈ Csymm(C

∗), а также
учитывая инвариантность µ относительно группы PSU(2) и сопряжений, имеем

∫

τa,c(B)

f(z) dµ(z) =

∫

τa,c(B)

f(τ̌(z)) dµ(z) =

∫

B

f(τ0,1
(

τa,c(z))
)

dµ(z)

=

∫

B

f

(

τ0,1

(

az − c

cz + a

))

dµ(z) =

∫

B

f

(

τ0,1

(

az − c

cz + a

))

dµ(z)

=

∫

B

f(τ−c, a(z)) dµ(z) =

∫

τ−c,a(B)

f(z) dµ(z).

Условие f ∈ K+ показывает, что последний интеграл равен нулю.
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Пусть теперь |a| = |c|. Тогда

a =
1√
2
eiα, c =

1√
2
eiβ, α, β ∈ R,

τa,c(z) =
eiαz − e−iβ

eiβz + e−iα
.

Поскольку
τa,c
(

e−i(α+β)
)

= 0, τa,c
(

− e−i(α+β)
)

= ∞,

множество τa,c(B) является поворотом вокруг нуля замкнутой верхней полуплоскости.
Интеграл от функции f по τa,c(B) преобразуется следующим образом:

∫

τa,c(B)

f(z) dµ(z) =

∫

τa,c(B)∩B

f(z) dµ(z) +

∫

τa,c(B)\B

f(z) dµ(z)

=

∫

τa,c(B)∩B

f(z) dµ(z) +

∫

τa,c(B)\B

f(τ̌(z)) dµ(z) =

∫

τa,c(B)∩B

f(z) dµ(z) +

∫

B\(τa,c(B)∩B)

f(z) dµ(z)

=

∫

B

f(z) dµ(z) =

∫

τ1,0(B)

f(z) dµ(z) = 0.

Таким образом, f+ ∈ K−. ⊲

Поставим в соответствие локально суммируемой функции f на C ряд Фурье

f(z) ∼
∑

k∈Z

fk(z), (11)

где
fk(z) = fk(ρ)e

ikϕ,

fk(ρ) =
1

2π

2π
∫

0

f
(

ρeit
)

e−ikt dt. (12)

Как известно, ряд в (11) сходится к функции f в пространстве распределений D ′(C)
(см. [9, предложение 9.1]).

Лемма 6. Пусть f ∈ C(C), k ∈ Z. Тогда

1) функция fk также принадлежит C(C);

2) если f ∈ K+, то fk ∈ K+;

3) если f удовлетворяет условию (2), то

lim
z→∞

fk(z)

z3
= 0.

⊳ Перепишем формулу (12) в виде

fk(ρ) =
1

2π

2π−ϕ
∫

−ϕ

f
(

ρei(ϕ+α)
)

e−ik(ϕ+α)dα =
1

2π

2π
∫

0

f
(

ρei(ϕ+α)
)

e−ik(ϕ+α)dα.
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Тогда

fk(z) = fk(ρ) e
ikϕ =

1

2π

2π
∫

0

f(eiαz)e−ikαdα, z ∈ C. (13)

Значит, fk ∈ C(C). Далее, из (13) при |a| − |c| > 0 имеем

∫

τa,c(B)

fk(z) dµ(z) =
1

2π

2π
∫

0

∫

τa,c(B)

f(eiαz) dµ(z)e−ikαdα

=
1

2π

2π
∫

0

∫

B

f
(

eiατa,c(z)
)

dµ(z)e−ikαdα =
1

2π

2π
∫

0

∫

B

f
(

τeiα/2a,e−iα/2c(z)
)

dµ(z)e−ikαdα

=
1

2π

2π
∫

0

∫

τ
eiα/2a, e−iα/2c

(B)

f(z) dµ(z)e−ikαdα.

Кроме того, формула (13) влечет оценку

|fk(z)|
|z|3 6 sup

α∈[0;2π]

|f(eiαz)|
|eiαz|3 , z 6= 0.

Отсюда следуют утверждения 2) и 3) в лемме 6. ⊲

Лемма 7. Пусть f ∈ C(C). Тогда для того чтобы f ∈ K+, необходимо и достаточно,

чтобы для любого k ∈ Z имело место равенство

fk(z) =
∞
∑

n=1

cn,k

(

ρ

1 + ρ2

)|k|

R
(|k|,|k|)
2n−|k|

(

1− ρ2

1 + ρ2

)

eikϕ, cn,k ∈ C, (14)

где ряд (14) сходится в пространстве распределений D ′(C).

⊳ Из [9, теорема 16.6], [27, теорема 1] видно, что f ∈ K+ в том и только том случае,
когда для любого k ∈ Z

fk(z) =
∑

λ∈N

cλ,k

(

ρ

1 + ρ2

)|k|

R
(|k|,|k|)
(λ−2|k|−1)/2

(

1− ρ2

1 + ρ2

)

eikϕ, cλ,k ∈ C, (15)

где N =
{

λ > 0 : R
(1,1)
(λ−3)/2(0) = 0

}

и ряд (15) сходится в D ′(C). Используя (4) и равенство

F

(

2α, 2β;α + β +
1

2
;
1

2

)

=
Γ
(

α+ β + 1
2

)

Γ
(

1
2

)

Γ
(

α+ 1
2

)

Γ
(

β + 1
2

) , α+ β +
1

2
6= 0,−1,−2, . . .

(см. [25, гл. 2, п. 2.8, формула (50)]), находим

R
(α,α)
λ (0) =

Γ
(

1
2

)

Γ (α+ 1)

Γ
(

1−λ
2

)

Γ
(

λ
2 + α+ 1

) , α 6= −1,−2, . . .

Отсюда получаем N = {4n+1, n ∈ N}. Теперь требуемое утверждение следует из (15). ⊲



28 Волчкова Н. П., Волчков Вит. В., Ищенко Н. А.

Лемма 8. Пусть k ∈ Z, n ∈ Z+ и 2n− |k| > 0. Тогда функция

Hk,n(z) =

(

ρ

1 + ρ2

)|k|

R
(|k|,|k|)
2n−|k|

(

1− ρ2

1 + ρ2

)

eikϕ (16)

принадлежит классу Csymm(C
∗).

⊳ Из (4) и [25, гл. 10, п. 10.8, формулы (13), (16)] имеем соотношение

R(α,β)
n (−x) = (−1)n

(β + 1)n
(α+ 1)n

R(β,α)
n (x), n ∈ Z+.

Используя эту формулу и равенство

Hk,n(z) =

( |z|
1 + |z|2

)|k|

R
(|k|,|k|)
2n−|k|

(

1− |z|2
1 + |z|2

)(

z

|z|

)k

,

нетрудно получить требуемое утверждение. ⊲

4. Доказательство теоремы 1

1) Пусть f ∈ K+ и выполнено условие (2). По лемме 6

fk ∈ K+ и lim
z→∞

fk(z)

z3
= 0 для любого k ∈ Z. (17)

Покажем, что fk ∈ Csymm(C
∗), k ∈ Z. При |k| 6 2 это следует из лемм 4, 7 и 8. Анало-

гично, если |k| > 3, то для некоторых констант cn функция

Φ(z) = fk(z)−

[

|k|−1

2

]

∑

n=1

cnHk,n(z)

принадлежит классу Csymm(C
∗). Тогда

lim
z→∞

Φ(z)

z3
= lim

z→∞
Φ

(

−1

z

)

z−3 = − lim
w→0

Φ(w)w 3 = 0

(см. (3), (4) и лемму 6). Отсюда и из (17) делаем вывод, что

lim
z→∞

1

z3

[

|k|−1

2

]

∑

n=1

cnHk,n(z) = 0,

т. е.

lim
ρ→∞

1

ρ|k|+3

[

|k|−1

2

]

∑

n=1

cnR
(|k|,|k|)
2n−|k|

(

1− ρ2

1 + ρ2

)

= 0.

Значит, по лемме 3 все cn равны нулю и fk = Φ ∈ Csymm(C
∗). Теперь используя (11) и

лемму 5, заключаем, что f+ ∈ K−.
2) Положим

f(z) = 10

(

ρ

1 + ρ2

)3

R
(3,3)
−1

(

1− ρ2

1 + ρ2

)

ei3ϕ.



Стирание особенностей функций с нулевыми интегралами по кругам 29

Лемма 7 показывает, что f ∈ K+. Далее, используя (4) и формулу

F (α, β;α + β −m; t)
1

Γ(α+ β −m)

=
Γ(m)(1− t)−m

Γ(α)Γ(β)

m−1
∑

n=0

(α−m)n(β −m)n
(1−m)nn!

(1− t)n, α,m ∈ N, m > α

(18)

(см. [25, гл. 2, п. 2.10, формула (14)]), находим

R
(3,3)
−1

(

1− ρ2

1 + ρ2

)

= F

(

1, 6; 4;
ρ2

1 + ρ2

)

=
(1 + ρ2)3

10
+

3

10

(

1 + ρ2
)2

+
3

5

(

1 + ρ2
)

∼ ρ6

10
, ρ→ ∞.

Значит,

lim
z→∞

f(z)

z3
= 1.

Наконец, если |a|2 + |c|2 = 1 и |a| − |c| 6 0, то τa,c(B) является поворотом вокруг нуля
замкнутой верхней полуплоскости или внешностью открытого круга на C (см. доказа-
тельство леммы 5). Отсюда следует, что функция f удовлетворяет всем требованиям
в утверждении 2). Таким образом, теорема доказана.
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Abstract. Let M and N be manifolds, let D be a domain in M , and let E ⊂ D be a set closed
with respect to D . The singularity erasure problem is as follows: find conditions under which any mapping
f : D\E → N from a given class admits a class preserving extension to a mapping f : D → N . If the indicated
extension exists, then the set E is called a removable set in the considered class of mappings. The purpose
of this article is to study the singularity erasure problem in the context of the properties of the kernel of the
local Pompeiu transform. We study the class K+ consisting of continuous functions on the complex plane C

having zero integrals over all circles from C congruent to the unit disk with respect to the spherical metric.
An analogue of the group of Euclidean motions in this case is the group of linear fractional transformations
PSU(2). An exact condition is found under which the functions of the class in question appropriately defined
at the infinity have this property on the extended complex plane C. The proof of the main result is based on
an appropriate description of the class K+. The central tool in this description is the Fourier series in spherical
harmonics. It is shown that the Fourier coefficients of the function f ∈ K+ are representable by series in
Jacobi functions. The further proof consists in studying the asymptotic behavior of the indicated series when
approaching a singular point. The results obtained in this article can be used to solve problems related to
spherical means.

Key words: Pompeiu transform, spherical means, Jacobi functions.
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Livre 1, 1944, vol. 40, pp. 1–44.
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