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Аннотация. Представлена линеаризованная обратная задача определения двумерного ядра для
системы уравнений линейной динамической вязкоупругости с сосредоточенным источником возму-
щений на свободной поверхности. Искомой величиной в поставленной задаче является ядро инте-
грального оператора, моделирующего явление памяти, которое имеет место при распространении
волновых процессов в вязкоупругих средах. Прямая начально-краевая задача для вектор-функции
смещения содержит нулевые начальные данные и граничное условие Неймана на дневной поверх-
ности специального вида. Для линеаризации искомое ядро разлагается на две составляющие, одна
из которых малая по абсолютной величине неизвестная добавка. В качестве дополнительной инфор-
мации задается отклик линеаризованного поля смещений точек среды на свободной поверхности.
В предположении, что коэффициенты системы зависят от одной пространственной переменной, пря-
мая задача сводится к начально-краевой задаче для одного интегро-дифференциального уравнения
гиперболического типа второго порядка. Доказывается, что поставленная линеаризованная задача
определения сверточного ядра эквивалента некоторой системе линейных интегральных уравнений
типа Вольтерра второго рода. К последней применяется обобщенный принцип сжатых отображений.
Доказаны теоремы глобальной однозначной разрешимости в пространстве непрерывных функций
и устойчивости решения обратной задачи. Приводится теорема о сходимости регуляризованного се-
мейства задач к решению исходной (некорректной) задачи.
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1. Постановка задачи

Рассмотрим при x = (x1, x2, x3) ∈ R
3
+, t ∈ R, R

3
+ = {x ∈ R

3 : x3 > 0} систему
интегро-дифференциальных уравнений

ρ
∂2ui

∂t2
=

3
∑

j=1

∂Tij

∂xj
, i = 1, 2, 3, (1.1)

при следующих начальных и граничных условиях:

ui|t<0 ≡ 0, (1.2)
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T3j |x3=+0 = −
δ1jδ(t)

2
, j = 1, 2, 3, (1.3)

где u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t), u3(x, t)) — вектор смещений, δ(·) — дельта-функция Дира-
ка; Tij — тензор напряжений:

Tij(x, t) = σij[u](x, t) +

t
∫

0

k(x2, t− τ)σij [u](x, τ) dτ, (1.4)

σij[u](x, t) = µ

(

∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi

)

+ δijλdiv u. (1.5)

Здесь δij — символ Кронекера.
Предполагается, что ρ = ρ(x3), µ = µ(x3), λ = λ(x3) являются функциями одной

переменной, удовлетворяющими условиям ρ(x3) > m > 0, µ(x3) > m > 0, λ(x3) > m > 0,
причем ρ′(+0) = µ′(+0) = λ′(+0) = 0.

Прямая задача заключается в отыскании вектор-функции u(x, t) из системы уравне-
ний (1.1) при соответствующих начальных и граничных условиях (1.2), (1.3).

При сделанных предположениях из равенств (1.1)–(1.5) следует, что решение прямой
задачи u(x, t) не зависит от переменной x1: u(x, t) ≡ u(x2, x3, t) [1].

Предполагаем, что ядро k(x2, t) можно представить в следующем виде [2]:

k(x2, t) = k0(x2, t) + k1(x2, t),

где функция k0(x2, t) является заданной, а k1(x2, t) — неизвестная, малая по абсолют-
ной величине, добавка. Требование малости добавочного ядра понимается как малость
по норме, содержащей производные ядра до некоторого порядка. Суть метода линеари-
зации заключается в следующем. Формально вводится параметр ε:

k(x2, t) = k0(x2, t) + εk1(x2, t). (1.6)

В рамках данного исследования положим k0(x2, t) ≡ k0(t).
Решение прямой задачи (1.1)–(1.5) в предположении (1.6) будем искать в виде ряда

по степеням ε:

u(x2, x3, t) =

∞
∑

j=0

εjuj(x2, x3, t). (1.7)

Подставляя (1.6), (1.7) в (1.1) и приравнивая члены, стоящие при εj , j = 0, 1, полу-
чаем две прямые задачи:

(i) Задача определения u0(x2, x3, t) = (u01, u
0
2, u

0
3)(x2, x3, t) из равенств

ρ
∂2u0i
∂t2

=

3
∑

j=1

∂T 0
ij

∂xj
, i = 1, 2, 3, (1.8)

u0i |t<0 ≡ 0, (1.9)

T 0
3j |x3=+0 = −δ1jδ(t), j = 1, 2, 3, (1.10)

где

T 0
ij(x2, x3, t) = σij [u0](x, t) +

t
∫

0

k0(t− τ)σij [u0](x, τ) dτ.
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(ii) Задача определения u1(x2, x3, t) = (u11, u
1
2, u

1
3)(x2, x3, t) из равенств

ρ
∂2u1i
∂t2

=
3
∑

j=1

∂T 1
ij

∂xj
, i = 1, 2, 3, (1.11)

u1i |t<0 ≡ 0, (1.12)

T 1
3i|x3=+0 = 0, i = 1, 2, 3, (1.13)

где

T 1
ij(x2, x3, t) = σij [u1](x, t) +

t
∫

0

[

k1(x2, t− τ)σij [u0](x, τ) + k0(t− τ)σij [u1](x, τ)
]

dτ. (1.14)

Обратная задача заключается в определении ядра k1(x2, t), t > 0, входящего
в (1.13) посредством формулы (1.14), если относительно решения линеаризованной за-
дачи (1.11)–(1.13) известна дополнительная информация

u11
∣

∣

x3=+0
= g(x2, t), (1.15)

где g(x2, t) — заданная функция.

Определение. Функция k1(x2, t) из класса непрерывных функций C(R × [0,∞))
называется решением обратной задачи (1.11)–(1.15), если соответствующее ей решение
прямой задачи (1.11)–(1.14) u(x, t) из класса обобщенных функций D′(R3

+ × R) удовле-
творяет (1.15) для g(x2, t), принадлежащей классу обобщенных функций D′(R× [0,∞)).

Данное исследование представляет обратную задачу линейной динамической вязк-
роупругости. Искомой величиной в поставленной задаче является ядро интегрального
оператора, моделирующего явление памяти, которое имеет место при распространении
волновых процессов в вязкоупругих средах.

Задачи определения ядра (зависящего от временной и пространственных перемен-
ных) интегрального оператора — направление в теории обратных задач, возникшее в кон-
це прошлого столетия [3–9]. Более подробный анализ источников по данному направле-
нию представлен в монографии [10], которая является одной из последних фундамен-
тальных работ в области исследования обратных задач для сред с памятью (или с по-
следействием). В ней представлены результаты исследования корректности ряда поста-
новок одномерных и многомерных обратных динамических задач для гиперболических
интегро-дифференциальных уравнений, возникающих при описании внутренних харак-
теристик сред с последействием по измерениям волнового поля в доступных областях.
Доказаны теоремы об однозначной разрешимости поставленных обратных задач, а также
получены оценки непрерывной зависимости решений этих задач от входных данных.

Из первых результатов по обратным задачам линейной вязкоупругости, близким
к данной, можно отметить [11–13]. Дальнейшее развитие исследований отражено, на-
пример, в работах [14–20]. Особый интерес представляют многомерные обратные задачи
по определению ядер, когда искомая функция зависит от двух и более переменных. Мно-
гомерная обратная задача для (1.1) с начальными и граничными условиями (1.2) и (1.3),
дополнительной информацией (1.15) исследована в [21]. В этой работе на основе мето-
да шкал банаховых пространств получена локальная однозначная разрешимость задачи
определения ядра k(x2, t) в классе функций, аналитических по переменной x2 и гладких
по переменной t.
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Из результатов по численному исследованию обратных задач для сред с памятью
можно отметить работы [22–25].

В работах [26, 27] рассмотрены задачи определения двумерного ядра интегро-диф-
ференциального уравнения со слабо горизонтальной однородностью.

Прямая задача (1.8)–(1.10) изучена в работе [1]. Показано, что она распадается на две
независимо решаемые задачи по определению u01(x2, x3, t) и (u02, u

0
3)(x2, x3, t) соответ-

ственно. Причем для второй задачи получаем однородную систему уравнений с однород-
ными граничными условиями и нулевыми начальными данными. Поэтому u02 ≡ u03 ≡ 0.
Кроме того, u01(x2, x3, t) ≡ u01(x3, t). Его структура имеет вид

u01(ψ
−1(y), t) = s(y)

[

V 0(y, t) +

t
∫

0

r0(t− τ)V 0(y, τ) dτ

]

,

V 0(y, t) = θ(t− |y|)

[

a

2
+ v(y, t)

]

,

где

y = φ(x3) :=

x3
∫

0

dξ

c(ξ)
, c(x3) :=

√

µ(x3)

ρ(x3)
, s(y) :=

√

c(+0)ρ(+0)

c (φ−1(y)) ρ (φ−1(y))
,

r0(t) = −k0(t)−

t
∫

0

k0(t− τ)r0(τ) dτ, a = [µ(+0)ρ(+0)]−
1

2 ,

θ(t) = 1, t > 0, θ(t) = 0, t < 0.

Функция v(y, t) — решение интегрального уравнения Вольтерра второго рода в обла-
сти DT = {(y, t) : |y| 6 t 6 T − |y|} для фиксированного T > 0

v(y, t) =

y+t

2
∫

y−t

2

t−|ξ−y|
∫

|ξ|

(

q(ξ)− r′0(t− |y − ξ| − τ)
)

(

a0

2
+ v(ξ, τ)

)

dτdξ, (1.16)

q(y) := s′′(y)
s(y) − 2

[

s′(y)
s(y)

]2
.

При предположении k0(t) ∈ C3[0, T ] с помощью дифференцирования по параметру
можно показать, что v(y, t) ∈ C2 (t > |y|). Из (1.16) следует, что v|t=|y| = 0.

В работе [28] для системы уравнений (1.8)–(1.10) изучена обратная задача определе-
ния k0(t). В дальнейшем будем считать функции k0(t) и u0(x3, t) известными величинами
и допустим, что k0(0) = 0. Это условие существенно облегчает выкладки и не меняет сути
исследования.

Основная цель представленной работы — построение метода нахождения k1(x2, t).
Результатами исследования являются теоремы глобальной однозначной разрешимо-

сти и устойчивости решения обратной задачи.

2. Задача определения функций k1 и u1

Определим билинейный интегральный оператор L по формуле

L[k0(t), u(x2, x3, t)] = u(x2, x3, t) +

t
∫

0

k0(t− τ)u(x2, x3, τ) dτ,
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где u — скалярная функция. В дальнейшем для сокращения записи иногда не будем
в операторе L указывать зависимость функций от переменных, подразумевая зависи-
мость первой функции от переменной t, а второй — от x2, x3, t.

Из (1.11)–(1.15) следует, что компонента вектор-функции u11 = u11(x2, x3, t) при x3 > 0,
(x2, t) ∈ R

2, удовлетворяет следующим равенствам:

ρ(x3)
∂2u11(x2, x3, t)

∂t2
= L

[

k0,
∂

∂x3

(

µ(x3)
∂u11
∂x3

)

+ µ(x3)
∂2u11
∂x22

]

+

t
∫

0

k1(x2, t− τ)
∂

∂x3

(

µ(x3)
∂u01(x3, τ)

∂x3

)

dτ, (2.1)

u11
∣

∣

t<0
≡ 0, (2.2)

(

L

[

k0, µ(x3)
∂u11
∂x3

]

+

t
∫

0

k1(x2, t− τ)µ(x3)
∂u01(x3, τ)

∂x3
dτ

)∣

∣

∣

∣

∣

x3=+0

= 0, (2.3)

u11(x2, 0, t) = g(x2, t). (2.4)

Перейдем от функции u11(x2, x3, t) к ее образу Фурье ũ11(ν, x3, t) := Fx2
[u11](ν, x3, t),

причем supp ũ11(ν, x3, t) ⊂ [−λ, λ], где λ — фиксированное положительное число.
Будем считать, что k̃1(ν, t) = Fx2

[k1](ν, t) ∈ Λ̃(λ, T ) тогда и только тогда, когда
k̃1(ν, t) ∈ C1

t (R×R+) и для любого фиксированного t ∈ [0, T ] supp k̃1(ν, t) ⊂ [−λ, λ]. Соот-
ветственно, k1(x2, t) ∈ Λ(λ, T ) тогда и только тогда, когда k̃1(ν, t) = Fx2

[k1](ν, t) ∈ Λ̃(λ, T ).
Тогда обратная задача (2.1)–(2.4) в терминах функции ũ11 перепишется в виде

ρ(x3)
∂2ũ11(ν, x3, t)

∂t2
= L

[

k0,
∂

∂x3

(

µ(x3)
∂ũ11
∂x3

)

− ν2µ(x3)ũ
1
1

]

+

t
∫

0

k̃1(ν, t− τ)
∂

∂x3

(

µ(x3)
∂u01(x3, τ)

∂x3

)

dτ, (2.5)

u11
∣

∣

t<0
≡ 0, (2.6)

µ(+0)

(

L

[

k0,
∂ũ11
∂x3

]

+

t
∫

0

k̃1(ν, t− τ)
∂u01(ν, x3, τ)

∂x3
dτ

)∣

∣

∣

∣

∣

x3=+0

= 0, (2.7)

ũ11(ν, 0, t) = Fx2
[g](ν, t) := g̃(ν, t). (2.8)

Пусть

V1(ν, y, t) := L

[

k0,
ũ11(ν, φ

−1(y), t)

s(y)

]

, L[r0, V0(y, t)] =
u01(φ

−1(y), t)

s(y)
.

Тогда (2.5)–(2.8) для y > 0, t ∈ R примут вид

∂2V1

∂t2
=
∂2V1

∂y2
+H(ν, y)V1 −

t
∫

0

r′′0(t− τ)V1(ν, y, τ) dτ

+

t
∫

0

k̃1(ν, t− τ)

[

∂2L
[

r0, V0(y, τ)
]

∂y2
+ q(y)L

[

r0, V0(y, τ)
]

]

dτ, (2.9)
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V1
∣

∣

t<0
≡ 0, (2.10)

(

∂V1

∂y
+

t
∫

0

k̃1(ν, t− τ)
∂L
[

r0, V0(y, τ)
]

∂y
dτ

)∣

∣

∣

∣

∣

y=+0

= 0, (2.11)

V |y=0= L [k0, g̃(ν, t)] , (2.12)

где

H(y, ν) := q(y)− ν2c2(ψ−1(y)).

Имеем

L
[

r0, V0(y, t)
]

= θ(t− y)

[

a

2
+ v(y, t)

]

+

t
∫

0

r0(t− τ)θ(τ − y)

[

a

2
+ v(y, τ)

]

dτ,

t
∫

0

k̃1(ν, t− τ)
∂L
[

r0, V0(y, τ)
]

∂y
dτ

=
∂

∂y

t
∫

y

k̃1(ν, t− τ)

{

a

2
+ v(y, τ) +

τ
∫

y

r0(τ − η)

[

a

2
+ v(y, η)

]

dη

}

dτ

= −
a

2
k̃1(ν, t− y) +

t
∫

y

k̃1(ν, t− τ)

{

L0

[

r0,
∂v

∂y
(y, τ)

]

−
a

2
r0(τ − y)

}

dτ.

(2.13)

Поступая аналогично,

t
∫

0

k̃1(ν, t− τ)
∂2L

[

r0, V0(y, τ)
]

∂y2
dτ =

a

2
k̃′1(ν, t− y) + k̃1(ν, t− y)L0

[

r0,
∂v

∂y
(y, y)

]

+

t
∫

y

k̃1(ν, t− τ)

{

L0

[

r0,
∂2v

∂y2
(y, τ)

]

+
a

2
r′0(τ − y)

}

dτ.

(2.14)

Здесь и далее, к примеру, k̃′1, g̃
′′ означают операции однократного и двукратного

дифференцирования по переменной t соответствующих функций.
С учетом (2.13), (2.14) задача (2.9)–(2.12) перепишется в следующем виде для y > 0,

t ∈ R:

∂2V1

∂t2
=
∂2V1

∂y2
+H(y, ν)V1 +

a

2
k̃′1(ν, t− y) + k̃1(ν, t− y)L0

[

r0,
∂v

∂y
(y, y)

]

−

t
∫

y

r′′0(t− τ)V1(ν, y, τ) dτ +

t
∫

y

k̃1(ν, t− τ)p(y, τ) dτ,

(2.15)

∂V1

∂y

∣

∣

∣

∣

y=+0

=
a

2
L
[

r0, k̃1(ν, t)
]

, (2.16)
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V1
∣

∣

y=0
= L [k0, g̃(ν, t)] , (2.17)

V1
∣

∣

t=y
= 0, (2.18)

где

p(y, t) := L0

[

r0,
∂2v

∂y2
(y, τ) + q(y)

(

a

2
+ v(y, τ)

)

]

+
a

2
r′0(τ − y).

В равенстве для p(y, t) оператор L0 отличается от оператора L тем, что нижний
индекс в интеграле оператора заменен на y.

С помощью формулы Даламбера получаем

V1(ν, y, t) =
1

2

(

L
[

k0, g̃(ν, t− y)
]

+ L
[

k0, g̃(ν, t+ y)
]

)

+
a

4

t+y
∫

t−y

L
[

r0, k̃1(ν, τ)
]

dτ

+
1

2

y
∫

0

t+y−ξ
∫

t−y+ξ

{

a

2
k̃′1(ν, τ − ξ) + k̃1(ν, τ − ξ)L0

[

r0,
∂v

∂y
(ξ, ξ)

]

+H(ν, ξ)V1(ν, ξ, τ)

+

τ
∫

ξ

(

k̃1(ν, τ − η)p(ξ, η) − r′′0(τ − η)V1(ν, ξ, η)
)

dη

}

dτdξ.

(2.19)

Переходя в равенстве (2.19) к пределу t→ y + 0 c учетом (2.18) и g̃(ν, 0) = 0, имеем

−L
[

k0, g̃(ν, 2y)
]

=
a

2

2y
∫

0

L
[

r0, k̃1(ν, τ)
]

dτ

+

y
∫

0

2y−ξ
∫

ξ

{

a

2
k̃′1(ν, τ − ξ) + k̃1(ν, τ − ξ)L0

[

r0,
∂v

∂y
(ξ, ξ)

]

+H(ν, ξ)V1(ν, ξ, τ)

+

τ
∫

ξ

(

k̃1(ν, τ − η)p(ξ, η) − r′′0(τ − η)V1(ν, ξ, η)
)

dη

}

dτdξ.

(2.20)

Заменяя 2y на t и дифференцируя (2.20) по t, получаем

−L
[

k0, g̃
′(ν, t)

]

=
a

2
L
[

r0, k̃1(ν, t)
]

+

t
2
∫

0

{

a

2
k̃′1(ν, t− 2ξ) + k̃1(ν, t− 2ξ)L0

[

r0,
∂v

∂y
(ξ, ξ)

]

+H(ν, ξ)V1(ν, ξ, t− ξ)

+

t−ξ
∫

ξ

(

k̃1(ν, t− ξ − τ)p(ξ, τ) − r′′0(t− ξ − τ)V1(ν, ξ, τ)
)

dτ

}

dξ.

(2.21)
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Дифференцируя по t (2.21) (предварительно сделав замену переменной во втором инте-
грале t− 2ξ = τ), получаем

k̃′1(ν, t) = −
4

3a

(

L
[

k0, g̃
′′(ν, t)

]

+ k0(t)g̃
′(ν, 0)

)

−
2

3

t
∫

0

r0(t− τ)k̃1(ν, τ) dτ

−
4

3a

t
2
∫

0

{

k̃1(ν, τ − ξ)L0

[

r0,
∂v

∂y
(ξ, ξ)

]

+H(ν, ξ)
∂V1

∂t
(ν, ξ, t− ξ)

+ k̃1(ν, 0)p(ξ, t − ξ)− r′′0(0)V1(ν, ξ, t− ξ)

+

t−ξ
∫

ξ

k̃′1(ν, t− ξ − τ)p(ξ, τ) dτ −

t−2ξ
∫

0

r′′0(τ)
∂V1

∂t
(ν, ξ, t− ξ − τ) dτ

}

dξ.

(2.22)

Уравнение для ∂V1

∂t
(ν, y, t) получается дифференцированием по t уравнения (2.19)

∂V1

∂t
(ν, y, t) =

1

2

(

L
[

k0, g̃
′(ν, t− y)

]

+ L
[

k0, g̃
′(ν, t+ y)

]

)

+
a

4

(

L
[

r0, k̃1(ν, t+ y)
]

− L
[

r0, k̃1(ν, t− y)
]

)

+
a

4
yk̃′1(ν, t− y)

+
1

2

y
∫

0

{

a

2
k̃′1(ν, t+ y − 2ξ) +

(

k̃1(ν, t+ y − 2ξ)− k̃1(t− y)
)

L0

[

r0,
∂v

∂y
(ξ, ξ)

]

+H(ν, ξ)
(

V1(ν, ξ, t+ y − ξ)− V1(ν, ξ, t− y + ξ)
)

+

t+y−ξ
∫

ξ

(

k̃1(ν, t+ y − ξ − η)p(ξ, η) − r′′0(t+ y − ξ − η)V1(ν, ξ, η)
)

dη

−

t−y+ξ
∫

ξ

(

k̃1(ν, t− y + ξ − η)p(ξ, η) − r′′0(t− y + ξ − η)V1(ν, ξ, η)
)

dη

}

dξ.

(2.23)

Добавляя к уравнениям нижеприведенное

k̃1(ν, t) = k̃1(ν, 0) +

t
∫

0

(t− τ)k̃′1(ν, τ)dτ, (2.24)

получаем замкнутую линейную систему интегральных уравнений Вольтерра второго ро-
да (2.19), (2.22)–(2.24) в области DT относительно V1(ν, y, t), k̃

′
1(ν, t),

∂V1

∂t
(ν, y, t), k̃1(ν, t).

Так как в данную систему входит неизвестная величина k̃1(ν, 0), то ее можно найти
из уравнения (2.21) при t = 0:

k̃1(ν, 0) = −
2

a
g̃′(ν, 0).

Основными результатами этого параграфа являются следующие теоремы однознач-
ной глобальной разрешимости и устойчивости обратной задачи определения k̃1(ν, t).
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Теорема 2.1. Пусть λ, T — фиксированные положительные числа. Для существо-

вания и единственности решения обратной задачи (1.11)–(1.15) k1(x2, t) ∈ Λ(λ, T ), необ-

ходимо и достаточно, чтобы k0(t) ∈ C3[0, T ], g̃(ν, t) ∈ C2
t (R × [0, T ]), g̃(ν, 0) = 0, и для

любого фиксированного t ∈ [0, T ] supp g̃(ν, t) ⊂ [−λ, λ].

Теорема 2.2. Пусть k
(1)
1 (x2, t), k

(2)
1 (x2, t) ∈ Λ(λ, T ) — решения обратной зада-

чи (1.11)–(1.15), отвечающие информациям g(1)(x2, t), g
(2)(x2, t) соответственно. Тогда

при выполнении условий теоремы 2.1 имеет оценка устойчивости

∫

R

∥

∥k
(1)
1 − k

(2)
1

∥

∥

2

C[0,T ]
dx2 6 C

λ
∫

−λ

∥

∥g̃(1) − g̃(2)
∥

∥

2

C2[0,T ]
dν, (2.25)

где C — некоторая константа, зависящая от величин λ, T и значений функций µ(x3),
ρ(x3), k0(t).

⊳ Доказательство теоремы 2.1. Обратная задача (1.11)–(1.15) эквивалентна си-
стеме интегральных уравнений (2.19), (2.22)–(2.24). Данная система является замкну-
той линейной системой интегральных уравнений Вольтерра второго рода с непрерыв-
ными свободными членами и ядрами относительно неизвестных функций в области DT

при ν ∈ R. Идея доказательства существования единственного решения данной систе-
мы состоит в применении обобщенного принципа сжатых отображений. Запишем систе-
му (2.19), (2.22)–(2.24) в виде операторного уравнения

ψ = Bψ, (2.26)

ψ =
[

ψ1(ν, y, t), ψ2(ν, t), ψ3(ν, y, t), ψ4(ν, t)
]

:=

[

V1(ν, y, t), k̃
′
1(ν, t),

∂V1

∂t
(ν, y, t)−

a

4

(

k̃1(ν, t+ y)− k̃1(ν, t− y)
)

−
a

4
yk̃′1(ν, t− y), k̃1(ν, t)

]

.

Оператор B = (B1, B2, B3, B4) определен на множестве функций ψ ∈ C(R×DT ), где

B1ψ = ψ01(ν, y, t) +
a

2

y
∫

0

L
[

r0, ψ4(ν, 2ξ + t− y)
]

dξ

+
1

2

y
∫

0

t+y−ξ
∫

t−y+ξ

{

a

2
ψ2(ν, τ − ξ) + ψ4(ν, τ − ξ)L0

[

r0,
∂v

∂y
(ξ, ξ)

]

+H(ν, ξ)ψ1(ν, ξ, τ)

+

τ
∫

ξ

(

ψ4(ν, τ − η)p(ξ, η) − r′′0(τ − η)ψ1(ν, ξ, η)
)

dη

}

dτdξ,

B2ψ = ψ02(ν, t)−
4

3

t
2
∫

0

r0(t− 2ξ)ψ4(ν, 2ξ) dξ

−
4

3a

t
2
∫

0

{

ψ4(ν, τ − ξ)L0

[

r0,
∂v

∂y
(ξ, ξ)

]

+H(ν, ξ)
∂V1

∂t
(ν, ξ, t− ξ) + ψ4(ν, 0)p(ξ, t − ξ)

− r′′0(0)ψ1(ν, ξ, t− ξ) +

t−ξ
∫

ξ

ψ2(ν, t− ξ − τ)p(ξ, τ)dτ −

t−2ξ
∫

0

r′′0(τ)
∂V1

∂t
(ν, ξ, t− ξ − τ) dτ

}

dξ,
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B3ψ = ψ03(ν, y, t) +
a

4

t
∫

0

r0(t− τ)
[

ψ4(ν, τ + y)− ψ4(ν, τ − y)
]

dτ

+
1

2

y
∫

0

{

a

2
ψ2(ν, t+ y − 2ξ) +

(

ψ4(ν, t+ y − 2ξ)− ψ4(t− y)
)

L0

[

r0,
∂v

∂y
(ξ, ξ)

]

+H(ν, ξ)
(

ψ1(ν, ξ, t+ y − ξ)− ψ1(ν, ξ, t− y + ξ)
)

+

t+y−ξ
∫

ξ

(

ψ4(ν, t+ y − ξ − η)p(ξ, η) − r′′0(t+ y − ξ − η)ψ1(ν, ξ, η)
)

dη

−

t−y+ξ
∫

ξ

(

ψ4(ν, t− y + ξ − η)p(ξ, η) − r′′0(t− y + ξ − η)ψ1(ν, ξ, η)
)

dη

}

dξ,

B4ψ = ψ04(ν) +

t
2
∫

0

(t− 2ξ)ψ2(ν, 2ξ) dξ,

где

∂V1

∂t
(ν, y, t) = ψ3(ν, y, t) +

a

4

(

ψ4(ν, t+ y)− ψ4(ν, t− y) + yψ2(ν, t− y)
)

,

ψ01(ν, y, t) =
1

2

(

L
[

k0, g̃(ν, t− y)
]

+ L
[

k0, g̃(ν, t+ y)
]

)

,

ψ02(t) = −
4

3a

(

L
[

k0, g̃
′′(ν, t)

]

+ k0(t)g̃
′(ν, 0)

)

,

ψ03(ν, y, t) =
1

2

(

L
[

k0, g̃
′(ν, t− y)

]

+ L
[

k0, g̃
′(ν, t+ y)

]

)

,

ψ04(ν, y, t) = k̃1(ν, 0).

Покажем теперь, что некоторая степень n (n — натуральное число) линейного отоб-
ражения Bψ является сжатием. Положим

‖ψ‖(ν) = max

{

max
(y,t)∈DT

|ψ1,3(ν, y, t))|, max
(t)∈[0,T ]

|ψ2,4(ν, t)|

}

.

Пусть ψ(1), ψ(2) — две непрерывные вектор-функции в R×DT , удовлетворяющие линей-
ной системе интегральных уравнений (2.26). Обозначим

∆(y, t) =
{

(ξ, τ) : 0 6 ξ 6 y, t− y + ξ 6 τ 6 t+ y − ξ
}

,

Σ(y, t, ξ) =
{

τ : (ξ, τ) ∈ ∆(y, t)
}

.
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Тогда для (ν, y, t) ∈ R × DT имеем (в оценках используем факт, что в уравнени-
ях (2.22), (2.24) t = 2y)

∣

∣

∣B1ψ
(1) −B1ψ

(2)
∣

∣

∣(ν, y, t)

6 µ1

y
∫

0

max

{

max
τ∈Σ(y,t,ξ)

∣

∣

∣ψ
(1)
1 (ν, ξ, τ) − ψ

(2)
1 (ν, ξ, τ)

∣

∣

∣,
∣

∣

∣ψ
(1)
2,4(2ξ) − ψ

(2)
2,4(2ξ)

∣

∣

∣

}

dξ

6 µ1

y
∫

0

max

{

max
(ξ,τ)∈DT

∣

∣

∣ψ
(1)
1 (ν, ξ, τ)− ψ

(2)
1 (ν, ξ, τ)

∣

∣

∣, max
ξ∈
[

0,T
2

]

∣

∣

∣ψ
(1)
2,4(2ξ) − ψ

(2)
2,4(2ξ)

∣

∣

∣

}

dξ

6 µ1y
∥

∥

∥ψ(1) − ψ(2)
∥

∥

∥,

далее

∣

∣

∣B2ψ
(1) −B2ψ

(2)
∣

∣

∣(2y)

6 µ2

y
∫

0

max

{

max
ξ∈
[

0,T
2

]

∣

∣

∣ψ
(1)
3 (ξ, T − ξ, ν)− ψ

(2)
3 (ξ, T − ξ, ν)

∣

∣

∣, max
ξ∈
[

0,T
2

]

∣

∣

∣ψ
(1)
2,4(2ξ)− ψ

(2)
2,4(2ξ)

∣

∣

∣

}

dξ

6 µ2y
∥

∥

∥ψ(1) − ψ(2)
∥

∥

∥,

∣

∣

∣
B3ψ

(1) −B3ψ
(2)
∣

∣

∣
(ν, y, t)

6 µ3

y
∫

0

max

{

max
τ∈Σ(y,t,ξ)

∣

∣

∣
ψ
(1)
1 (ν, ξ, τ) − ψ

(2)
1 (ν, ξ, τ)

∣

∣

∣
,
∣

∣

∣
ψ
(1)
2,4(2ξ) − ψ

(2)
2,4(2ξ)

∣

∣

∣

}

dξ

6 µ3y
∥

∥

∥
ψ(1) − ψ(2)

∥

∥

∥
,

∣

∣

∣
B4ψ

(1) −B4ψ
(2)
∣

∣

∣
(2y) 6 µ4

y
∫

0

max
ξ∈
[

0,T
2

]

∣

∣

∣
ψ
(1)
2 (2ξ) − ψ

(2)
2 (2ξ)

∣

∣

∣
dξ 6 µ4y

∥

∥

∥
ψ(1) − ψ(2)

∥

∥

∥
,

где µj — константы, зависящие от величин, входящих в C (теорема 2.2).

Полагая M = max{µ1, µ2, µ3, µ4}, получаем, что

max
16j64

∣

∣

∣Bjψ
(1) −Bjψ

(2)
∣

∣

∣(ν, y, t) 6My
∥

∥

∥ψ(1) − ψ(2)
∥

∥

∥, (ν, y, t) ∈ R×DT .

Далее,

∣

∣

∣
B2

1ψ
(1) −B2

1ψ
(2)
∣

∣

∣
(ν, y, t)

6 µ1

y
∫

0

max

{

max
ξ∈Σ(y,t,τ)

∣

∣

∣
B1ψ

(1)(ν, ξ, τ)−B1ψ
(2)(ν, ξ, τ)

∣

∣

∣
,
∣

∣

∣
B2,4ψ

(1)(2ξ)−B2,4ψ
(2)(2ξ)

∣

∣

∣

}

dξ

6 µ1M

y
∫

0

ξ
∥

∥

∥
ψ(1) − ψ(2)

∥

∥

∥
dξ 6 µ1M

y2

2!

∥

∥

∥
ψ(1) − ψ(2)

∥

∥

∥
,
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∣

∣

∣
B2

2ψ
(1) −B2

2ψ
(2)
∣

∣

∣
(2y)

6 µ2

y
∫

0

max

{

max
τ∈[ξ,2y−ξ]

∣

∣

∣B3ψ
(1)(ν, ξ, τ)−B3ψ

(2)(ν, ξ, τ)
∣

∣

∣,
∣

∣

∣B2,4ψ
(1)(2ξ) −B2,4ψ

(2)(2ξ)
∣

∣

∣

}

dξ

6 µ2M

y
∫

0

ξ
∥

∥

∥ψ(1) − ψ(2)
∥

∥

∥ dξ 6 µ2M
y2

2!

∥

∥

∥ψ(1) − ψ(2)
∥

∥

∥,

∣

∣

∣
B2

3ψ
(1) −B2

3ψ
(2)
∣

∣

∣
(ν, y, t)

6 µ3

y
∫

0

max

{

max
τ∈Σ(y,t,ξ)

∣

∣

∣
B1ψ

(1)(ν, ξ, τ) −B1ψ
(2)(ν, ξ, τ)

∣

∣

∣
,
∣

∣

∣
B2,4ψ

(1)(2ξ)−B2,4ψ
(2)(2ξ)

∣

∣

∣

}

dξ

6 µ3M

y
∫

0

ξ
∥

∥

∥
ψ(1) − ψ(2)

∥

∥

∥
dξ 6 µ3M

y2

2!

∥

∥

∥
ψ(1) − ψ(2)

∥

∥

∥
,

∣

∣

∣
B2

4ψ
(1) −B2

4ψ
(2)
∣

∣

∣
(2y) 6 µ4

y
∫

0

max
∣

∣

∣
B2ψ

(1)(2ξ)−B2ψ
(2)(2ξ)

∣

∣

∣
dξ

6 µ4M

y
∫

0

ξ
∥

∥

∥
ψ(1) − ψ(2)

∥

∥

∥
dξ 6 µ4M

y2

2!

∥

∥

∥
ψ(1) − ψ(2)

∥

∥

∥
.

Отсюда

max
16j63

∣

∣

∣
B2

jψ
(1) −B2

jψ
(2)
∣

∣

∣
(ν, y, t) 6M2 y

2

2!

∥

∥

∥
ψ(1) − ψ(2)

∥

∥

∥
, (ν, y, t) ∈ R×DT .

и, вообще,

max
16j64

∣

∣

∣Bn
j ψ

(1) −Bn
j ψ

(2)
∣

∣

∣(ν, y, t) 6Mn y
n

n!

∥

∥

∥ψ(1) − ψ(2)
∥

∥

∥, (ν, y, t) ∈ R×DT ,

∥

∥

∥Bnψ(1) −Bnψ(2)
∥

∥

∥ 6Mn

(

T
2

)n

n!

∥

∥

∥ψ(1) − ψ(2)
∥

∥

∥.

При любом фиксированном T число n можно выбрать настолько большим, что

Mn

(

T
2

)n

n!
:= α < 1.

Тогда отображение Bn является сжатием. Согласно обобщению принципа сжимающих
отображений уравнение Bψ = ψ имеет одно и только одно решение, принадлежащее
C(R×DT ). Данное решение может быть найдено методом последовательных приближе-
ний. ⊲

⊳ Доказательство теоремы 2.2. Пусть ψ(j) — вектор-функции, которые являются
решениями (2.26), т. е. справедливы уравнения ψ(j) = Bψ(j).

Переходя в этом выражении к разностям ψ(1) − ψ(2), g̃(1) − g̃(2), из рассуждений,
проведенных при доказательстве теоремы 3.1, получим оценку

∥

∥

∥
ψ(1) − ψ(2)

∥

∥

∥
(ν) 6 α

∥

∥

∥
g̃(1) − g̃(2)

∥

∥

∥

C2[0,T ]
(ν) + β

y
∫

0

∥

∥

∥
ψ(1) − ψ(2)

∥

∥

∥
(ν, ξ) dξ, (2.27)
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где постоянные α, β зависят от величин, входящих в C. Из неравенства (2.27) следует,
что

∥

∥

∥
ψ(1) − ψ(2)

∥

∥

∥
(ν) 6 C

∥

∥

∥
g̃(1) − g̃(2)

∥

∥

∥

C2[0,T ]
(ν).

Неравенство (2.25) вытекает из следующего свойства изометричности оператора пре-
образования Фурье Fx2

:

λ
∫

−λ

|k̃
(1)
1 (ν, t)− k̃

(2)
1 (ν, t)|2 dν =

∫

R

|k
(1)
1 (x2, t)− k

(2)
1 (x2, t)|

2 dx2. ✄

Теперь рассмотрим вопрос о сходимости последовательности решений некоторого се-
мейства задач к искомому решению. Пусть существует решение k1(x2, t) ∈ L2(R × R+),
отвечающее информации g̃(ν, t).

Определим множество функций g̃λ(ν, t) по правилу g̃λ(ν, t) := θ(λ− |ν|)g̃(ν, t).

Выделим семейство обратных задач: определить функцию kλ1 (x2, t) = F−1
ν [k̃λ(ν, t)] по

информации g̃λ(ν, t).

Теорема 2.3. Данное семейство является регуляризованным, т. е.

1) для каждого λ > 0 обратная задача корректна;

2) если данные таковы, что решение исходной (корректной) задачи существует, то при

λ → ∞ последовательность решений семейства задач с этими данными стремится к ре-

шению исходной (некорректной) задачи.

⊳ Теоремы 2.1 и 2.2, доказанные ранее, утверждают о корректности обратной задачи.
Теперь покажем, что

lim
λ→∞

sup
t∈[0,T ]

∫

R

∣

∣kλ1 (x2, t)− k1(x2, t)
∣

∣

2
dx2 = 0.

Действительно,

lim
λ→∞

sup
t∈[0,T ]

∫

R

∣

∣kλ1 (x2, t)− k1(x2, t)
∣

∣

2
dx2 = lim

λ→∞
sup

t∈[0,T ]





λ
∫

−λ

∣

∣k̃λ1 (ν, t)− k̃1(ν, t)
∣

∣

2
dν

+

−λ
∫

−∞

∣

∣k̃1(ν, t)
∣

∣

2
dν +

+∞
∫

λ

∣

∣k̃1(ν, t)
∣

∣

2
dν



= lim
λ→∞

sup
t∈[0,T ]





−λ
∫

−∞

∣

∣k̃1(ν, t)
∣

∣

2
dν +

+∞
∫

λ

∣

∣k̃1(ν, t)
∣

∣

2
dν



=0.

Тем самым теорема 2.3 доказана. ⊲
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