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Аннотация. Рассмотрена задача Коши для одной системы квазилинейных дифференциальных
уравнений первого порядка. Для указанной задачи Коши в исходных координатах с помощью метода
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ствования и единственности локального решения, при которых решение имеет такую же гладкость
по независимой переменной, как и начальные функции задачи Коши. Сформулирована и доказана
теорема о существовании и единственности локального решения. Определены достаточные усло-
вия существования и единственности глобального решения. Сформулирована и доказана теорема
о существовании и единственности глобального решения. Доказательство глобальной разрешимости
опирается на глобальные оценки.
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Введение

Рассмотрим систему вида
{
∂tu (t, x) +

(
a(t)u(t, x) + b(t)v(t, x) + h1(t)

)
∂xu (t, x) = f1(t, x),

∂tv(t, x) +
(
c(t)u(t, x) + g(t)v(t, x) + h2(t)

)
∂xv(t, x) = f2(t, x),

(1)

где u(t, x), v(t, x) — неизвестные функции, f1(t, x), f2(t, x), a(t), b(t), c(t), g(t), h1(t),
h2(t) — известные функции.

Для системы уравнений (1) определим начальные условия

u(0, x) = ϕ1(x), v(0, x) = ϕ2(x), (2)

где ϕ1(x), ϕ2(x) — известные функции.

c© 2021 Донцова М. В.



Разрешимость задачи Коши для одной системы 65

Задача (1), (2) рассматривается на множестве

ΩT =
{
(t, x)

∣∣ 0 6 t 6 T, x ∈ [0,+∞), T > 0
}
.

В работах [1, 2] для системы вида

{
∂tu(t, x) +

(
a1(t)u(t, x) + b1(t)v(t, x)

)
∂xu(t, x) = a2u(t, x) + b2(t)v(t, x),

∂tv(t, x) +
(
c1(t)u(t, x) + g1(t)v(t, x)

)
∂xv(t, x) = g2v(t, x),

(3)

где u(t, x), v(t, x) — неизвестные функции, a1(t), b1(t), b2(t), c1(t), g1(t) — известные
функции, a2, g2 — известные константы, с начальными условиями (2) на

Ω =
{
(t, x)

∣∣ 0 6 t 6 T, x ∈ (−∞,+∞), T > 0
}
,

определены достаточные условия существования и единственности локального решения
задачи Коши в исходных координатах, при которых решение имеет такую же гладкость
по x, как и начальные функции задачи Коши и достаточные условия существования и
единственности глобального решения задачи Коши в исходных координатах (для задан-
ного конечного промежутка t ∈ [0, T ]).

Аналогичные результаты получены работе [3] для системы вида

{
∂tu (t, x) + S1(u, v)∂xu (t, x) = f1(t, x),

∂tv(t, x) + S2(u, v)∂xv(t, x) = f2(t, x),
(4)

где u(t, x), v(t, x) — неизвестные функции, f1(t, x), f2(t, x), S1, S2 — известные функции,
с начальными условиями (2) на

Ω =
{
(t, x)

∣∣ 0 6 t 6 T, x ∈ (−∞,+∞), T > 0
}
.

В [4] такие же результаты получены с помощью метода дополнительного аргумента
для системы вида (1) с начальными условиями (2) на Ω, при этом функции a(t), b(t),
c(t), g(t) предполагались положительными, h1(t) ≡ 0, h2(t) ≡ 0 на [0, T ].

В данной статье с помощью метода дополнительного аргумента для системы вида
(1) с начальными условиями (2) на ΩT мы определяем вариант достаточных условий в
случае положительных a(t), c(t), отрицательных b(t), g(t), неположительных h1(t), h2(t)
на [0, T ].

В работах [1–4] задача Коши рассматривается на

Ω =
{
(t, x)

∣∣ 0 6 t 6 T, x ∈ (−∞,+∞), T > 0
}
.

В данной работе задача Коши рассматривается на

ΩT =
{
(t, x)

∣∣ 0 6 t 6 T, x ∈ [0,+∞), T > 0
}
.

При замене Ω на ΩT достаточные условия существования и единственности реше-
ния задачи Коши усложняются, так как они включают дополнительные ограничения
на функции ϕ1(x), ϕ2(x), f1(t, x), f2(t, x). В данной работе для случая положительных
a(t), c(t), отрицательных b(t), g(t), неположительных h1(t), h2(t) на [0, T ] достаточные
условия разрешимости задачи Коши (1), (2) на ΩT отличаются от достаточных условий
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разрешимости задачи Коши (1), (2) на Ω тем, что достаточные условия разрешимости
задачи Коши (1), (2) на ΩT включают дополнительные условия

ϕ1(x) 6 0, ϕ2(x) > 0 на [0,+∞), f1(t, x) 6 0, f2(t, x) > 0 на ΩT .

Условия

a(t) > 0, b(t) < 0, c(t) > 0, g(t) < 0, h1(t) 6 0, h2(t) 6 0, t ∈ [0, T ],

ϕ1(x) 6 0, ϕ2(x) > 0 на [0,+∞), f1(t, x) 6 0, f2(t, x) > 0 на ΩT

позволяют избежать задания граничных условий при x = 0.
С помощью метода дополнительного аргумента запишем для задачи (1), (2) расши-

ренную характеристическую систему:

dη1(s, t, x)

ds
= a(s)w1(s, t, x) + b(s)w3(s, t, x) + h1(s), (5)

dη2(s, t, x)

ds
= c(s)w4(s, t, x) + g(s)w2(s, t, x) + h2(s), (6)

dw1(s, t, x)

ds
= f1(s, η1), (7)

dw2(s, t, x)

ds
= f2(s, η2), (8)

w3(s, t, x) = w2(s, s, η1), w4(s, t, x) = w1(s, s, η2), (9)

η1(t, t, x) = x, η2(t, t, x) = x, (10)

w1(0, t, x) = ϕ1(η1(0, t, x)), w2(0, t, x) = ϕ2(η2(0, t, x)). (11)

Неизвестные функции ηi, wj , i = 1, 2, j = 1, . . . , 4, зависят не только t и x, но и от
дополнительного аргумента s.

Интегрируя уравнения (5)–(8) по аргументу s и учитывая условия (9)–(11), получим
эквивалентную систему интегральных уравнений:

η1(s, t, x) = x−
t∫

s

(
a(ν)w1 + b(ν)w3 + h1(ν)

)
dν, (12)

η2(s, t, x) = x−
t∫

s

(
c(ν)w4 + g(ν)w2 + h2(ν)

)
dν, (13)

w1(s, t, x) = ϕ1(η1(0, t, x)) +

s∫

0

f1(ν, η1) dν, (14)

w2(s, t, x) = ϕ2(η2(0, t, x)) +

s∫

0

f2(ν, η2) dν, (15)

w3(s, t, x) = w2(s, s, η1), w4(s, t, x) = w1(s, s, η2). (16)
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Подставим (12), (13) в (14)–(16), получим следующую систему:

w1(s, t, x) = ϕ1

(
x−

t∫

0

(a(ν)w1 + b(ν)w3 + h1(ν)) dν

)

+

s∫

0

f1

(
ν, x−

t∫

ν

(a(τ)w1 + b(τ)w3 + h1(τ)) dτ

)
dν,

(17)

w2(s, t, x) = ϕ2

(
x−

t∫

0

(c(ν)w4 + g(ν)w2 + h2(ν)) dν

)

+

s∫

0

f2

(
ν, x−

t∫

ν

(c(τ)w4 + g(τ)w2 + h2(τ))dτ

)
dν,

(18)

w3(s, t, x) = w2

(
s, s, x−

t∫

s

(a(ν)w1 + b(ν)w3 + h1(ν)) dν

)
, (19)

w4(s, t, x) = w1

(
s, s, x−

t∫

s

(c(ν)w4 + g(ν)w2 + h2(ν)) dν

)
. (20)

Обозначим ΓT = {(s, t, x) | 0 6 s 6 t 6 T, x ∈ [0,+∞), T > 0}.
Лемма 1. Пусть выполняются условия

a(t) > 0, b(t) < 0, c(t) > 0, g(t) < 0, h1(t) 6 0, h2(t) 6 0, t ∈ [0, T ],

ϕ1(x) 6 0, ϕ2(x) > 0 на [0,+∞), f1(t, x) 6 0, f2(t, x) > 0 на ΩT .

Тогда η1(s, t, x) ∈ [0,+∞), η2(s, t, x) ∈ [0,+∞) на ΓT .

⊳ Из (14) при выполнении условий

ϕ1(x) 6 0 на [0,+∞), f1(t, x) 6 0 на ΩT ,

получаем w1(s, t, x) 6 0 на ΓT .

Из (15) при выполнении условий

ϕ2(x) > 0 на [0,+∞), f2(t, x) > 0 на ΩT ,

получаем w2(s, t, x) > 0 на ΓT .
Так как w1(s, t, x) 6 0, w2(s, t, x) > 0 на ΓT , то из (16), получаем

w4(s, t, x) 6 0, w3(s, t, x) > 0 на ΓT .

Так как x ∈ [0,+∞), w1(s, t, x) 6 0, w3(s, t, x) > 0 на ΓT , то из (12) при выполнении
условий

a(t) > 0, b(t) < 0, h1(t) 6 0, t ∈ [0, T ],

получаем η1(s, t, x) ∈ [0,+∞) на ΓT .
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Так как x ∈ [0,+∞), w4(s, t, x) 6 0, w2(s, t, x) > 0 на ΓT , то из (13) при выполнении
условий

c(t) > 0, g(t) < 0, h2(t) 6 0, t ∈ [0, T ],

получаем η2(s, t, x) ∈ [0,+∞) на ΓT . ⊲

Мы будем писать, что константы K0, K1, K2, . . . определяются через исходные дан-
ные, если эти константы определяются через известные характеристики задачи, нормы
и экстремумы известных функций при помощи конечных алгебраических, дифферен-
циальных или интегральных выражений, т. е. в рамках исходной задачи могут быть
выражены конкретным числом.

Лемма 2. Пусть функции w1(s, t, x), w2(s, t, x) удовлетворяют системе интеграль-

ных уравнений (17)–(20), являются непрерывно дифференцируемыми и ограниченными

вместе со своими первыми производными. Тогда функции

u(t, x) = w1(t, t, x), v(t, x) = w2(t, t, x)

будут решением задачи (1), (2) на ΩT0
, T0 6 T , где T0 — константа.

Лемма 2 составляет основу метода дополнительного аргумента и доказывается стан-
дартным образом (см., например, [5]).

1. Существование локального решения

Обозначим
ΓT =

{
(s, t, x) | 0 6 s 6 t 6 T, x ∈ [0,+∞), T > 0

}
,

Cϕ = max

{
sup

[0,+∞)

∣∣∣ϕ(l)
i

∣∣∣
∣∣∣∣ i = 1, 2, l = 0, 1, 2

}
,

l = max

{
sup
[0,T ]

|a(t)|, sup
[0,T ]

|b(t)|, sup
[0,T ]

|c(t)|, sup
[0,T ]

|g(t)|
}
,

Cf = max

{
sup
ΩT

|f1|, sup
ΩT

|f2|, sup
ΩT

|∂xf1|, sup
ΩT

|∂xf2|
}
,

‖U‖ = sup
ΓT

|U(s, t, x)|, ‖f‖ = sup
ΩT

|f(t, x)|,

C
1,2,2

(ΩT ) — пространство функций дифференцируемых по t, дважды дифференци-
руемых по x, имеющих смешанные производные второго порядка и ограниченные вместе
со своими производными на ΩT ,

C
α1,α2,...,αn

(Ω∗) — пространство функций, непрерывных и ограниченных вместе
со своими производными до порядка αm по m-му аргументу, m = 1, . . . , n, на неогра-
ниченном подмножестве Ω∗ ⊂ R

n, n = 1, 2, . . . ,
C([0, T ]) — пространство функций, непрерывных на отрезке [0, T ].

Справедлива теорема, в которой сформулирован вариант условий существования и
единственности локального решения задачи Коши (1), (2), при которых решение

u(t, x) = w1(t, t, x), v(t, x) = w2(t, t, x)

имеет такую же гладкость по x, как и начальные функции ϕ1(x), ϕ2(x).
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Теорема 1. Пусть

ϕ1(x), ϕ2(x) ∈ C 2([0,+∞)), f1(t, x), f2(t, x) ∈ C
2,2

(ΩT ),

a(t), b(t), c(t), g(t), h1(t), h2(t) ∈ C([0, T ])

и выполняются условия

a(t) > 0, b(t) < 0, c(t) > 0, g(t) < 0, h1(t) 6 0, h2(t) 6 0, t ∈ [0, T ],

ϕ1(x) 6 0, ϕ2(x) > 0, ϕ′

1(x) > 0, ϕ′

2(x) 6 0 на [0,+∞),

f1(t, x) 6 0, f2(t, x) > 0, ∂xf1(t, x) > 0, ∂xf2(t, x) 6 0 на ΩT .

Тогда для всех 0 6 t 6 T2, где T2 = min
( Cϕ

4Cf
, 3
40Cϕl

)
, задача Коши (1), (2) имеет един-

ственное решение u(t, x), v(t, x) ∈ C
1,2,2

(ΩT2
), которое определяется из системы инте-

гральных уравнений (17)–(20).
Доказательство теоремы разбито на две леммы.

Лемма 3. Пусть

ϕ1(x), ϕ2(x) ∈ C 2([0,+∞)), f1(t, x), f2(t, x) ∈ C
2,2

(ΩT ),

a(t), b(t), c(t), g(t), h1(t), h2(t) ∈ C([0, T ])

и выполняются условия

a(t) > 0, b(t) < 0, c(t) > 0, g(t) < 0, h1(t) 6 0, h2(t) 6 0, t ∈ [0, T ],

ϕ1(x) 6 0, ϕ2(x) > 0 на [0,+∞), f1(t, x) 6 0, f2(t, x) > 0 на ΩT .

Тогда система интегральных уравнений (17)–(20) имеет единственное решение

wj ∈ C
1,1,1

(ΓT2
),

где j = 1, 2, 3, 4, T2 = min
( Cϕ

4Cf
, 3
40Cϕl

)
.

⊳ Нулевое приближение к решению системы уравнений (17)–(20) зададим равенства-
ми

w10(s, t, x) = ϕ1(x), w20(s, t, x) = ϕ2(x), w30(s, t, x) = ϕ2(x), w40(s, t, x) = ϕ1(x).

Первое и последующие приближения системы уравнений (17)–(20) определим при
помощи рекуррентной последовательности систем уравнений (n = 1, 2, . . .):

w1n = ϕ1

(
x−

t∫

0

(
a(ν)w1n + b(ν)w3n + h1(ν)

)
dν

)

+

s∫

0

f1

(
ν, x−

t∫

ν

(
a(τ)w1n + b(τ)w3n + h1(τ)

)
dτ

)
dν,

(21)
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w2n = ϕ2

(
x−

t∫

0

(
c(ν)w4n + g(ν)w2n + h2(ν)

)
dν

)

+

s∫

0

f2

(
ν, x−

t∫

ν

(
c(τ)w4n + g(τ)w2n + h2(τ)

)
dτ

)
dν,

(22)

w3n = w2(n−1)

(
s, s, x−

t∫

s

(
a(ν)w1n + b(ν)w3n + h1(ν)

)
dν

)
, (23)

w4n = w1(n−1)

(
s, s, x−

t∫

s

(
c(ν)w4n + g(ν)w2n + h2(ν)

)
dν

)
. (24)

Для системы уравнений (21)–(24) нулевое приближение определим равенствами

w0
jn = wj(n−1), j = 1, 2, 3, 4.

Для системы уравнений (21)–(24) первое и все последующие приближения определим
на основе соотношений:

wk+1
1n = ϕ1

(
x−

t∫

0

(
a(ν)wk

1n + b(ν)wk
3n + h1(ν)

)
dν

)

+

s∫

0

f1

(
ν, x−

t∫

ν

(
a(τ)wk

1n + b(τ)wk
3n + h1(τ)

)
dτ

)
dν,

(25)

wk+1
2n = ϕ2

(
x−

t∫

0

(
c(ν)wk

4n + g(ν)wk
2n + h2(ν)

)
dν

)

+

s∫

0

f2

(
ν, x−

t∫

ν

(
c(τ)wk

4n + g(τ)wk
2n + h2(τ)

)
dτ

)
dν,

(26)

wk+1
3n = w2(n−1)

(
s, s, x−

t∫

s

(
a(ν)wk

1n + b(ν)wk
3n + h1(ν)

)
dν

)
, (27)

wk+1
4n = w1(n−1)

(
s, s, x−

t∫

s

(
c(ν)wk

4n + g(ν)wk
2n + h2(ν)

)
dν

)
. (28)

В силу условий на коэффициенты, свободные члены, на начальные функции задачи
Коши для всех 0 6 t 6 T1, где T1 = min

( Cϕ

2Cf
, 1
12Cϕl

)
, справедливы оценки:

∥∥wk
jn

∥∥ 6 2Cϕ, j = 1, 2, 3, 4.

Далее, при выполнении условий леммы 3 последовательные приближения (25)–(28)
ограничены, непрерывны, сходятся к решению системы (21)–(24), справедливы оценки:

∥∥wjn

∥∥ 6 2Cϕ, j = 1, 2, 3, 4.
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Дифференцируя (25)–(28) по x, получим

wk+1
1nx (s, t, x)

= ϕ′

1

(
x−

t∫

0

(
a(τ)wk

1n + b(τ)wk
3n + h1(τ)

)
dτ

)(
1−

t∫

0

(
a(τ)wk

1nx + b(τ)wk
3nx

)
dτ

)

+

s∫

0

∂xf1

(
1−

t∫

ν

(
a(τ)wk

1nx + b(τ)wk
3nx

)
dτ

)
dν,

(29)

wk+1
2nx (s, t, x)

= ϕ′

2

(
x−

t∫

0

(
c(τ)wk

4n + g(τ)wk
2n + h2(τ)

)
dτ

)(
1−

t∫

0

(
c(τ)wk

4nx + g(τ)wk
2nx

)
dτ

)

+

s∫

0

∂xf2

(
1−

t∫

ν

(
c(τ)wk

4nx + g(τ)wk
2nx

)
dτ

)
dν,

(30)

wk+1
3nx (s, t, x) = w2(n−1)x

(
1−

t∫

s

(
a(τ)wk

1nx + b(τ)wk
3nx

)
dτ

)
, (31)

wk+1
4nx (s, t, x) = w1(n−1)x

(
1−

t

∫
s

(
c(τ)wk

4nx + g(τ)wk
2nx

)
dτ

)
. (32)

В силу условий на коэффициенты, свободные члены, на начальные функции задачи
Коши для всех 0 6 t 6 T1, где T1 = min

( Cϕ

2Cf
, 1
12Cϕl

)
, справедливы оценки:

∥∥wk
1nx

∥∥ 6 4Cϕ,
∥∥wk

2nx

∥∥ 6 4Cϕ,
∥∥wk

3nx

∥∥ 6 8Cϕ,
∥∥wk

4nx

∥∥ 6 8Cϕ.

Дифференцируя (21)–(24) по x, получим

w1nx = ϕ′

1

(
x−

t∫

0

(
a(τ)w1n + b(τ)w3n + h1(τ)

)
dτ

)(
1−

t∫

0

(
a(τ)w1nx + b(τ)w3nx

)
dτ

)

+

s∫

0

∂xf1

(
1−

t∫

ν

(
a(τ)w1nx + b(τ)w3nx

)
dτ

)
dν,

(33)

w2nx = ϕ′

2

(
x−

t∫

0

(
c(τ)w4n + g(τ)w2n + h2(τ)

)
dτ

)(
1−

t∫

0

(
c(τ)w4nx + g(τ)w2nx

)
dτ

)

+

s∫

0

∂xf2

(
1−

t∫

ν

(
c(τ)w4nx + g(τ)w2nx

)
dτ

)
dν,

(34)

w3nx = w2(n−1)x

(
1−

t∫

s

(
a(τ)w1nx + b(τ)w3nx

)
dτ

)
, (35)

w4nx = w1(n−1)x

(
1−

t∫

s

(
c(τ)w4nx + g(τ)w2nx

)
dτ

)
. (36)
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При выполнении условий леммы 3 последовательные приближения wk
1nx, w

k
2nx, w

k
3nx,

wk
4nx сходятся к w1nx, w2nx, w3nx, w4nx при k → ∞, справедливы оценки:

‖∂xw1n‖ 6 4Cϕ, ‖∂xw2n‖ 6 4Cϕ, ‖∂xw3n‖ 6 8Cϕ, ‖∂xw4n‖ 6 8Cϕ.

Последовательные приближения (21)–(24), сходятся к решению системы (17)–(20),
справедливы оценки:

‖wj‖ 6 2Cϕ, j = 1, 2, 3, 4.

Дважды продифференцируем (21)–(24) по x и обозначим ωn
j = wjnxx, j = 1, 2, 3, 4.

В результате получим систему уравнений:

ωn
1 (s, t, x) = −ϕ′

1

(
x−

t∫

0

(
a(ν)w1n + b(ν)w3n + h1(ν)

)
dν

) t∫

0

(
a(ν)ωn

1 + b(ν)ωn
3

)
dν

−
s∫

0

∂xf1

t∫

ν

(
a(τ)ωn

1 + b(τ)ωn
3

)
dτdν +G1(s, t, x, w1n, w3n, w1nx, w3nx),

(37)

ωn
2 (s, t, x) = −ϕ′

2

(
x−

t∫

0

(
c(ν)w4n + g(ν)w2n + h2(ν)

)
dν

) t∫

0

(
c(ν)ωn

4 + g(ν)ωn
2

)
dν

−
s∫

0

∂xf2

t∫

ν

(
c(τ)ωn

4 + g(τ)ωn
2

)
dτdν +G2(s, t, x, w2n, w4n, w2nx, w4nx),

(38)

ωn
3 = ωn−1

2

(
1−

t∫

s

(a(τ)w1nx + b(τ)w3nx

)
dτ

)2

− w2(n−1)x

t∫

s

(
a(τ)ωn

1 + b(τ)ωn
3

)
dτ, (39)

ωn
4 = ωn−1

1

(
1−

t∫

s

(
c(τ)w4nx + g(τ)w2nx

)
dτ

)2

− w1(n−1)x

t∫

s

(
c(τ)ωn

4 + g(τ)ωn
2

)
dτ, (40)

где Gi, i = 1, 2, — известные функции.
При выполнении условий леммы 3 для всех 0 6 t 6 T2, где T2 = min

( Cϕ

4Cf
, 3
40Cϕl

)
,

справедливы оценки:
∥∥ωn

i

∥∥ 6 18Cϕ, i = 1, 2,
∥∥ωn

3

∥∥ 6 111Cϕ,
∥∥ωn

4

∥∥ 6 111Cϕ.

Обозначим

qn =

(
w1nx

w2nx

)
, pn =

4∑

j=1

∥∥wj(n+1) −wjn

∥∥

и введем норму
‖qn‖ = ‖w1nx‖+ ‖w2nx‖.

При выполнении условий леммы 3, используя метод математической индукции, для
всех 0 6 t 6 T2, где T2 = min

( Cϕ

4Cf
, 3
40Cϕl

)
, получаем

N∑

n=0

‖qn+1 − qn‖ 6
97

67
‖q1 − q0‖+

123

134

N∑

n=1

pn,

где
∑N

n=1 pn ограничены при любом N .
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Следовательно, частичные суммы
∑N

n=0 ‖qn+1 − qn‖ ограничены при любом N и ряд∑
∞

n=0 ‖qn+1 − qn‖ сходится.
Поэтому winx → wix = ∂xwi, i = 1, 2. Далее,

w3nx → w3x = ∂xw3 и w4nx → w4x = ∂xw4.

Следовательно, wjnx → wjx = ∂xwj , j = 1, 2, 3, 4, где функции ∂xwj непрерывны по всем
своим аргументам на ΓT2

, T2 = min
( Cϕ

4Cf
, 3
40Cϕl

)
. Справедливы оценки:

‖∂xwi‖ 6 4Cϕ, i = 1, 2, ‖∂xw3‖ 6 8Cϕ, ‖∂xw4‖ 6 8Cϕ.

Аналогично wj, j = 1, 2, 3, 4, имеют непрерывные и ограниченные производные по
переменной t на ΓT2

. Единственность решения доказывается так же, как в статье [6]. ⊲

Лемма 4. Пусть

ϕ1(x), ϕ2(x) ∈ C
2
([0,+∞)), f1(t, x), f2(t, x) ∈ C

2,2
(ΩT ),

a(t), b(t), c(t), g(t), h1(t), h2(t) ∈ C([0, T ])

и выполняются условия

a(t) > 0, b(t) < 0, c(t) > 0, g(t) < 0, h1(t) 6 0, h2(t) 6 0, t ∈ [0, T ],

ϕ1(x) 6 0, ϕ2(x) > 0, ϕ′

1(x) > 0, ϕ′

2(x) 6 0 на [0,+∞),

f1(t, x) 6 0, f2(t, x) > 0, ∂xf1(t, x) > 0, ∂xf2(t, x) 6 0 на ΩT .

Тогда функции {wj}, j = 1, 2, 3, 4, представляющие собой решение системы уравне-

ний (17)–(20), имеют непрерывные и ограниченные производные
∂2wj

∂x2 ,
∂2wj

∂x∂t
, j = 1, 2, 3, 4,

на ΓT2
, где T2 = min

( Cϕ

4Cf
, 3
40Cϕl

)
.

⊳ Так как ‖wjn‖ 6 2Cϕ, j = 1, 2, 3, 4, то для всех 0 6 t 6 T2, где T2 = min
( Cϕ

4Cf
, 3
40Cϕl

)
,

получаем

∣∣∣∣∣

t∫

s

(
a(τ)w1n + b(τ)w3n + h1(τ)

)
dτ

∣∣∣∣∣ 6 t
(
l‖w1n‖+ l‖w3n‖+ h

)
6 4tlCϕ + ht 6 0.3 + hT2,

∣∣∣∣∣

t∫

s

(
c(τ)w4n + g(τ)w2n

)
dτ

∣∣∣∣∣ 6 t
(
l‖w4n‖+ l‖w2n‖+ h

)
6 4tlCϕ + ht 6 0.3 + hT2,

где h = max
{
sup[0,T ] |h1(t)|, sup[0,T ] |h2(t)|

}
.

Зафиксируем точку x0 ∈ [0,+∞) и рассмотрим множество

Ωx0
=

{
x
∣∣ 0 6 x 6 x0 + 0.3 + hT2

}
.

Пусть x1, x2 ∈ Ωx0
. Докажем, что

∣∣η1n(s, t, x1)− η1n(s, t, x2)
∣∣ 6 |x1 − x2|, (41)

∣∣η2n(s, t, x1)− η2n(s, t, x2)
∣∣ 6 |x1 − x2|, (42)
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где

η1n(s, t, x) = x−
t∫

s

(
a(τ)w1n(τ, t, x) + b(τ)w3n(τ, t, x) + h1(τ)

)
dτ,

η2n(s, t, x) = x−
t∫

s

(
c(τ)w4n(τ, t, x) + g(τ)w2n(τ, t, x) + h2(τ)

)
dτ.

Предположим, что
w1(n−1)x > 0, w2(n−1)x 6 0. (43)

При выполнении условий леммы 4 для всех n ∈ N на ΓT2
, где T2 = min

( Cϕ

4Cf
, 3
40Cϕl

)
,

справедливы неравенства

1−
t∫

s

(
a(τ)w1nx + b(τ)w3nx

)
dτ > 0, 1−

t∫

s

(
c(τ)w4nx + g(τ)w2nx

)
dτ > 0. (44)

Из (35), (43), (44), следует, что w3nx 6 0. Из (36), (43), (44), следует, что w4nx > 0.
Так как w3nx 6 0, то из (33), (44) в силу условий ϕ′

1(x) > 0 на [0,+∞), ∂xf1 > 0 на ΩT ,
получаем w1nx > 0.

Из (34), (44) в силу условий ϕ′

2(x) 6 0 на [0,+∞), ∂xf2 6 0 на ΩT , получаем w2nx 6 0.
Так как w1nx > 0, w2nx 6 0, w3nx 6 0, w4nx > 0, имеем

1−
t∫

s

(
a(τ)w1nx + b(τ)w3nx

)
dτ 6 1, 1−

t∫

s

(
c(τ)w4nx + g(τ)w2nx

)
dτ 6 1. (45)

В силу (44), (45) по теореме о конечных приращениях справедливы неравен-
ства (41), (42).

Далее так же, как в [7], устанавливается равностепенная непрерывность функций ωn
1 ,

ωn
2 по x в выбранной, произвольной точке x0 ∈ [0,+∞).

Рассмотрим систему уравнений:

ω̃ n
1 = −ϕ′

1

(
x−

t∫

0

(
a(ν)w1 + b(ν)w3 + h1(ν)

)
dν

) t∫

0

(
a(ν)ω̃ n

1 + b(ν)ω̃ n
3

)
dν

−
s∫

0

∂xf1

t∫

ν

(
a(τ)ω̃ n

1 + b(τ)ω̃ n
3

)
dτdν +G1(s, t, x, w1, w3, w1x, w3x),

ω̃ n
2 = −ϕ′

2

(
x−

t∫

0

(
c(ν)w4 + g(ν)w2 + h2(ν)

)
dν

) t∫

0

(
c(ν)ω̃ n

4 + g(ν)ω̃ n
2

)
dν

−
s∫

0

∂xf2

t∫

ν

(
c(τ)ω̃ n

4 + g(τ)ω̃ n
2

)
dτdν +G2(s, t, x, w2, w4, w2x, w4x),

ω̃ n
3 = ω̃ n−1

2

(
1−

t∫

s

(
a(τ)w1x + b(τ)w3x

)
dτ

)2

−w2x(s, s, η1(s, t, x))

t∫

s

(
a(τ)ω̃ n

1 + b(τ)ω̃ n
3

)
dτ,
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ω̃ n
4 = ω̃ n−1

1

(
1−

t∫

s

(
c(τ)w4x + g(τ)w2x

)
dτ

)2

− w1x(s, s, η2(s, t, x))

t∫

s

(
c(τ)ω̃ n

4 + g(τ)ω̃ n
2

)
dτ,

где Gi, i = 1, 2, — известные функции.
В силу условий на коэффициенты, свободные члены, на начальные функции задачи

Коши на ΓT2
справедливы оценки:

‖ω̃ n
1 ‖ 6 2Cϕ, ‖ω̃ n

2 ‖ 6 2Cϕ, ‖ω̃ n
3 ‖ 6 4Cϕ, ‖ω̃ n

4 ‖ 6 4Cϕ.

Далее, в силу условий на коэффициенты, свободные члены, на начальные функции
задачи Коши ω̃ n

j → ω̃j, j = 1, 2, 3, 4, на ΓT2
справедливы оценки:

‖ω̃1‖ 6 2Cϕ, ‖ω̃2‖ 6 2Cϕ, ‖ω̃3‖ 6 4Cϕ, ‖ω̃4‖ 6 4Cϕ.

Далее, ωn
j → ω̃j, j = 1, 2, 3, 4, при n → ∞ на ΓT2

справедливы оценки:

‖ω̃1‖ 6 2Cϕ, ‖ω̃2‖ 6 2Cϕ, ‖ω̃3‖ 6 4Cϕ, ‖ω̃4‖ 6 4Cϕ.

Получаем wjnxx → wjxx = ω̃j , где функции ∂2wj

∂x2 , j = 1, 2, 3, 4, непрерывны и ограни-

ченны на ΓT2
. Кроме того, существуют непрерывные и ограниченные производные ∂2wj

∂x∂t
,

j = 1, 2, 3, 4, на ΓT2
. ⊲

2. Существование глобального решения

Теорема 2. Пусть

ϕ1(x), ϕ2(x) ∈ C
2
([0,+∞)), f1(t, x), f2(t, x) ∈ C

2,2
(ΩT ),

a(t), b(t), c(t), g(t), h1(t), h2(t) ∈ C([0, T ])

и выполняются условия

a(t) > 0, b(t) < 0, c(t) > 0, g(t) < 0, h1(t) 6 0, h2(t) 6 0, t ∈ [0, T ],

ϕ1(x) 6 0, ϕ2(x) > 0, ϕ′

1(x) > 0, ϕ′

2(x) 6 0 на [0,+∞),

f1(t, x) 6 0, f2(t, x) > 0, ∂xf1(t, x) > 0, ∂xf2(t, x) 6 0 на ΩT .

Тогда для любого T > 0 задача Коши (1), (2) имеет единственное решение

u(t, x), v(t, x) ∈ C
1,2,2

(ΩT ),

которое определяется из системы интегральных уравнений (17)–(20).

⊳ Дифференцируя систему уравнений (1) по x и обозначая

p(t, x) = ux(t, x), q(t, x) = vx(t, x),

получим систему уравнений




∂tp+
(
a(t)u+ b(t)v + h1(t)

)
∂xp = −a(t)p2 − b(t)pq + ∂xf1,

∂tq +
(
c(t)u+ g(t)v + h2(t)

)
∂xq = −g(t)q2 − c(t)pq + ∂xf2,

p(0, x) = ϕ′

1(x), q(0, x) = ϕ′

2(x).

(46)
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Добавим к (12)–(16) два уравнения:




dγ1(s, t, x)

ds
= −a(s)γ21(s, t, x)− b(s)γ1(s, t, x)γ2(s, s, η1) + ∂xf1(s, η1),

dγ2(s, t, x)

ds
= −g(s)γ22(s, t, x)− c(s)γ1(s, s, η2)γ2(s, t, x) + ∂xf2(s, η2),

(47)

с условиями γ1(0, t, x) = ϕ′

1(η1), γ2(0, t, x) = ϕ′

2(η2). Перепишем систему уравнений (47)
в виде





γ1(s, t, x) = ϕ′

1(η1) exp

(
−

s∫

0

(
a(ν)γ1 + b(ν)γ2(ν, ν, η1)

)
dν

)

+

s∫

0

∂xf1 exp

(
−

s∫

τ

(
a(ν)γ1 + b(ν)γ2(ν, ν, η1)

)
dν

)
dτ,

γ2(s, t, x) = ϕ′

2(η2) exp

(
−

s∫

0

(
c(ν)γ1(ν, ν, η2) + g(ν)γ2

)
dν

)

+

s∫

0

∂xf2 exp

(
−

s∫

τ

(
c(ν)γ1(ν, ν, η2) + g(ν)γ2

)
dν

)
dτ.

(48)

В силу условий на коэффициенты, свободные члены, на начальные функции задачи
Коши, используя метод последовательных приближений, докажем существование непре-
рывного решения системы (48) на ΓT2

, где T2 = min
( Cϕ

4Cf
, 3
40Cϕl

)
. Определим последова-

тельные приближения




γn+1
1 = ϕ′

1(η1) exp

(
−

s∫

0

(
a(ν)γn1 + b(ν)γn2 (ν, ν, η1)

)
dν

)

+

s∫

0

∂xf1 exp

(
−

s∫

τ

(
a(ν)γn1 + b(ν)γn2 (ν, ν, η1)

)
dν

)
dτ,

γn+1
2 = ϕ′

2(η2) exp

(
−

s∫

0

(
c(ν)γn1 (ν, ν, η2) + g(ν)γn2

)
dν

)

+

s∫

0

∂xf2 exp

(
−

s∫

τ

(
c(ν)γn1 (ν, ν, η2) + g(ν)γn2

)
dν

)
dτ,

(49)

при этом γ01 = ϕ′

1(η1), γ
0
2 = ϕ′

2(η2). В силу условий на коэффициенты, свободные члены,
на начальные функции задачи Коши на ΓT2

справедливы оценки:
∣∣γn+1

i

∣∣ 6 2.5Cϕ, |ηix| 6 1,
∣∣γn+1

ix

∣∣ 6 5Cϕ, i = 1, 2.

В силу условий на коэффициенты, свободные члены, на начальные функции задачи
Коши из неравенства

∥∥γn+1
1 − γn1

∥∥+
∥∥γn+1

2 − γn2
∥∥ 6 0.75

(∥∥γn1 − γn−1
1

∥∥+
∥∥γn2 − γn−1

2

∥∥)

следует, что последовательные приближения {γni }, i = 1, 2, сходятся к непрерывному
решению системы (48) на ΓT2

.
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В силу условий на коэффициенты, свободные члены, на начальные функции задачи
Коши на ΓT2

справедливы оценки:

|γi| 6 2.5Cϕ, i = 1, 2.

В силу условий на коэффициенты, свободные члены, на начальные функции задачи
Коши, по той же схеме, как в [2], доказывается существование непрерывно дифферен-
цируемого решения задачи (48). Следовательно,

γ1(t, t, x) = p(t, x) =
∂u

∂x
, γ2(t, t, x) = q(t, x) =

∂v

∂x
.

Так же, как в [4], устанавливается, что при всех t и x на ΩT справедливы оценки:

‖u‖ 6 Cϕ + TCf , ‖v‖ 6 Cϕ + TCf . (50)

Из (48) в силу условий на коэффициенты, свободные члены, на начальные функции
задачи Коши получаем, что γ1 > 0, γ2 6 0 на ΓT и справедливы оценки:

‖γ1‖ 6 Cϕ + TCf , ‖γ2‖ 6 Cϕ + TCf .

Так как

γ1(t, t, x) =
∂u

∂x
, γ2(t, t, x) =

∂v

∂x
,

при всех t и x на ΩT справедливы оценки:

‖∂xu‖ 6 Cϕ + TCf , ‖∂xv‖ 6 Cϕ + TCf . (51)

По той же схеме, как в [4], получаем при всех t и x оценки:
∣∣∂2

x2u
∣∣ 6 E11ch

(
t
√

C12C21

)
+

E21C12 + C13√
C12C21

sh
(
t
√

C12C21

)
+ C12C23t

2, (52)

∣∣∂2
x2v

∣∣ 6 E21ch
(
t
√
C12C21

)
+

E11C21 + C23√
C12C21

sh
(
t
√
C12C21

)
+ C21C13t

2, (53)

где E11, E21, C12, C13, C21, C23 — постоянные. Полученные глобальные оценки (50),
(51)–(53) дают возможность продолжить решение на любой заданный промежуток [0, T ].
Возьмем в качестве начальных значений u(T0, x), v(T0, x), используя теорему 1, продлим
решение на [T0, T1]. Возьмем в качестве начальных значений u(T1, x), v(T1, x), используя
теорему 1, продлим решение на промежуток [T1, T2]. В частности, u(Tk, x), v(Tk, x) ∈
C

2
([0,+∞)) допускают оценки:

u(Tk, x), v(Tk, x) ∈ C
2
([0,+∞)), |u(Tk, x)| 6 Cϕ + TCf , |v(Tk, x)| 6 Cϕ + TCf ,

|∂xu(Tk, x)| 6 Cϕ + TCf , |∂xv(Tk, x)| 6 Cϕ + TCf .

Для вторых производных справедливы оценки (52), (53), где в качестве t можно
взять T. В результате за конечное число шагов решение можно продлить на любой за-
данный промежуток [0, T ].

Единственность решения задачи Коши (1), (2) доказывается с помощью оценок, ана-
логичных оценкам, которые использовались при доказательстве сходимости последова-
тельных приближений. ⊲
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