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Аннотация. В статье предложена методика вычисления регуляризованного следа для дифференци-
ального оператора с кусочно-гладким потенциалом и многоточечными граничными условиями. Ве-
совая функция дифференциального оператора является разрывной. С помощью метода Наймарка на
участках непрерывности потенциала и весовой функции при больших значениях спектрального па-
раметра получена асимптотика решений дифференциальных уравнений, задающих изучаемый опе-
ратор. Полученная асимптотика решений позволяет изучить условия «сопряжения» в точке разрыва
коэффициентов. Необходимость условий «сопряжения» следует из физических соображений. Изуча-
емые краевые задачи возникают при изучении колебаний стержней, балок и мостов, составленных
из материалов различной плотности. Изучены многоточечные граничные условия, определяющие
оператор. Успешно выполнена технически сложная часть исследования — изучена индикаторная
диаграмма уравнения, корни которого являются собственными значениями оператора. Вычисле-
на асимптотика собственных значений оператора. С помощью асимптотики собственных значений
методом Лидского — Садовничего вычислен первый регуляризованный след дифференциального
оператора.
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1. Постановка задачи

Изучим спектральные свойства многоточечной краевой задачи с разрывной весовой
функцией, задаваемой на отрезке [0;π] дифференциальными уравнениями четвертого
порядка

y
(4)
1 (x) + q1(x)y1(x) = λa4y1(x), 0 6 x < x1, a > 0,

2π

3
< x1 < π, (1)

y
(4)
2 (x) + q2(x)y2(x) = λb4y2(x), x1 < x 6 π, b > 0, (2)

Q(x) =

[
q1(x), 0 6 x < x1,

q2(x), x1 < x 6 π,
— потенциал, ρ(x) =

[
a4, 0 6 x < x1,

b4, x1 < x 6 π,
— разрывная весо-

вая функция, с граничными условиями вида

y1(0) = y1

(π
3

)
= y1

(
2π

3

)
= y2(π) = 0, (3)
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при этом в точке x1 разрыва коэффициентов требуем выполнения следующих условий
«сопряжения»:

y1(x1 − 0) = y2(x1 + 0);
y
(m)
1 (x1 − 0)

am
=
y
(m)
2 (x1 + 0)

bm
, m = 1, 2, 3. (4)

Мы предполагаем, что функции q1(x) и q2(x) удовлетворяют следующим условиям
гладкости:

q1(x) ∈ C4[0, x1); q2(x) ∈ C4(x1;π]. (5)

2. Исторический обзор

Спектральные свойства дифференциальных операторов второго и четвертого поряд-
ков с разрывной весовой функцией были изучены в работах [1] и [2]. В этих работах была
изучена сходимость разложений по собственным функциям в точках разрыва коэффици-
ентов (потенциала и весовой функции). В работе [3] были приведены примеры изоспек-
тральных операторов, у которых множества собственных значений совпадают, а весовые
функции различные (и при этом разрывные). В случае изоспектральных операторов об-
ратная задача не имеет единственного решения. Дифференциальные операторы порядка
выше четвертого с разрывными весовыми функциями фактически не изучались: с воз-
растанием порядка оператора сильно возрастает сложность математических выкладок.

Дифференциальные операторы с многоточечными граничными условиями фактиче-
ски также не изучены. В работе [4] был изучен дифференциальный оператор четвертого
порядка с многоточечными граничными условиями, но одна из серий собственных зна-
чений была вычислена неправильно (следствие того, что не до конца была исследована
индикаторная диаграмма возникающего при изучении уравнения на собственные значе-
ния оператора). Мы фактически показываем методику отыскания собственных значений
многоточечных краевых задач с помощью индикаторной диаграммы.

Впервые регуляризованный след оператора Штурма — Лиувилля был вычислен
в работе [5]. Эта работа дала начало бурному развитию теории вычисления регуля-
ризованных следов дифференциальных операторов (вначале с гладкими коэффици-
ентами). Регуляризованный след для самосопряженных дифференциальных операто-
ров высших порядков (с разделенными и самыми удобными граничными условиями
y(2m)(0) = y(2m)(π) = 0, m = 0, 1, 2, . . . , n−1) с бесконечно дифференцируемыми коэффи-
циентами были вычислены в работе [6]. В работе [7] предложен общий метод вычисления
регуляризованных следов дифференциальных операторов в случае регулярного распре-
деления корней функции, которая задает собственные значения оператора (и которая
зависит от граничных условий и гладкости коэффициентов).

В работах автора [8] и [9] были впервые вычислены регуляризованные следы для
дифференциальных операторов второго порядка с разрывными коэффициентами. В ра-
боте [10] изучен дифференциальный оператор с разрывной кусочно-постоянной весовой
функцией и вычислен его след. В работе [11] изучались операторы второго порядка
с разрывными весовыми функциями, также были приведены примеры изоспектральных
операторов. В работе [12] изучен эффект «расщепления» кратных в главном собственных
значений многоточечных краевых задач для дифференциальных операторов с суммиру-
емыми коэффициентами.
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3. Асимптотика решений дифференциальных
уравнений (1), (2) при λ→ ∞

Пусть λ = s4, s = 4
√
λ, причем зафиксируем ту ветвь арифметического корня, для

которой 4
√
1 = +1. Обозначим через ωk (k = 1, 2, 3, 4) различные корни четвертой степени

из единицы

ω4
k = 1; ωk = e

2πi
4

(k−1), k = 1, 2, 3, 4; ω1 = 1, ω2 = e
2πi
4 = i,

ω3 = e
4πi
4 = ω2

2 = −1, ω4 = e
6πi
4 = ω3

2 = −i. (6)

Для чисел ωk (k = 1, 2, 3, 4) из (6) справедливы следующие свойства:

4∑

k=1

ωmk = 0, m = 1, 2, 3;

4∑

k=1

ωmk = 4, m = 0, 4;

3∑

k=0

ωkm = 0, m = 2, 3, 4. (7)

Методами монографии [13, гл. 2] устанавливаются следующие утверждения.

Теорема 1. Общее решение дифференциального уравнения (1) имеет следующий

вид

y1(x, s) =

4∑

k=1

C1ky1k(x, s); y
(m)
1 (x, s) =

4∑

k=1

C1ky
(m)
1k (x, s), m = 1, 2, 3, x ∈ [0, x1), (8)

где C1k (k = 1, 2, 3, 4) — произвольные постоянные, при этом для фундаментальной

системы {y1k(x, s)}4k=1 справедливы следующие асимптотические разложения и оценки:

y1k(x, s) = eaωksx

[
1 +

ωkA3(x)

s3
+
A0

4(x)

s4
+O

(
e|Ims|ax

s5

)]
, k = 1, 2, 3, 4; (9)

y
(m)
1k (x, s) = (aωks)

meaωksx

[
1 +

ωkA3(x)

s3
+
Am4 (x)

s4
+O

(
e|Ims|ax

s5

)]
,

k = 1, 2, 3, 4, m = 1, 2, 3;

(10)

A3(x) = − 1

4a3

x∫

0

q1(t)dt, A3(0) = 0; A′
3(x) =

−q1(x)
4a3

; (11)

A0
4(x) =

3q1(x)− 3q1(0)

8a4
, A1

4(x) =
q1(x)− 3q1(0)

8a4
; A2

4(x) =
−q1(x)− 3q1(0)

8a4
;

A3
4(x) =

−3q1(x)− 3q1(0)

8a4
.

(12)

Для коэффициентов асимптотических разложений (9)–(12) справедливы следующие
свойства:

3∑

k=0

Ak4(x) =
3∑

k=0

Ak4(0) = D4 = −3q1(0)

2a4
. (13)
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Выполняются также следующие начальные условия:

A3(0) = 0; A0
4(0) = 0; y1k(0, s) = 1;

y
(m)
1k (0, s) = (aωks)

m

[
1 +

0

s3
+
Am4 (0)

s4
+O

(
1

s5

)]
, k = 1, 2, 3, 4; m = 1, 2, 3. (14)

Теорема 2. Общее решение дифференциального уравнения (2) имеет вид

y2(x, s) =
4∑

k=1

C2ky2k(x, s); y
(m)
2 (x, s) =

4∑

k=1

C2ky
(m)
2k (x, s), m = 1, 2, 3, x ∈ (x1, π], (15)

где C2k (k = 1, 2, 3, 4) — произвольные постоянные, при этом для фундаментальной

системы {y2k(x, s)}4k=1 справедливы следующие асимптотические разложения, оценки и

свойства:

y2k(x, s) = ebωksx

[
1 +

ωkB3(x)

s3
+
B0

4(x)

s4
+O

(
e|Ims|bx

s5

)]
, k = 1, 2, 3, 4; (16)

y
(m)
2k (x, s) = (bωks)

mebωksx

[
1 +

ωkB3(x)

s3
+
Bm

4 (x)

s4
+O

(
e|Ims|bx

s5

)]
,

k = 1, 2, 3, 4; m = 1, 2, 3;

(17)

B3(x) = − 1

4b3

x∫

x1

q2(t) dt, B3(x1) = 0; B′
3(x) =

−q2(x)
4b3

; (18)

B0
4(x) =

3q2(x)− 3q2(x1)

8b4
, B1

4(x) =
q2(x)− 3q2(x1)

8b4
; B2

4(x) =
−q2(x)− 3q2(x1)

8b4
;

B3
4(x) =

−3q2(x)− 3q2(x1)

8b4
; B0

4(x1) = 0;

(19)

3∑

k=0

Bk
4 (x) =

3∑

k=0

Bk
4 (x1) =

3∑

k=0

Bk
4 (π) = E4 = −3q2(x1)

2b4
;

B3(x1) = 0; B0
4(x1) = 0; y2k(x1, s) = ebωksx1 ;

(20)

y
(m)
2k (x1, s) = (bωks)

mebωksx1

[
1 +

0

s3
+
Bm

4 (x1)

s4
+O

(
1

s5

)]
,

k = 1, 2, 3, 4; m = 1, 2, 3.

(21)

Пусть ∆02(x, s) — определитель Вронского фундаментальной системы решений
{y2k(x, s)}4k=1 из (16)–(19)

∆02(x, s) = detWr[y21(x, s), y22(x, s), y23(x, s), y24(x, s)]

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y21(x, s) y22(x, s) y23(x, s) y24(x, s)

y′21(x,s)
bs

y′22(x,s)
bs

y′23(x,s)
bs

y′24(x,s)
bs

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y
(3)
21 (x,s)
(bs)3

y
(3)
22 (x,s)
(bs)3

y
(3)
23 (x,s)
(bs)3

y
(3)
24 (x,s)
(bs)3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (22)
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Обозначим через ∆00 определитель Вандермонда чисел ωk (k = 1, 2, 3, 4) из (6):

∆00 = det Wandermound′s(ω1, ω2, ω3, ω4)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1
ω1 ω2 ω3 ω4

ω2
1 ω2

2 ω2
3 ω2

4

ω3
1 ω3

2 ω3
3 ω3

4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1
1 i −1 −i
1 −1 1 −1
1 −i −1 i

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏

k>m;
k,m=1,2,3,4

(ωk − ωm) = −16i 6= 0. (23)

Тогда матрица (δkm) (k,m = 1, 2, 3, 4) алгебраических миноров к элементам bkm опре-
делителя ∆00 из (23) имеет следующий вид:

(δkm) =




δ11 δ12 . . . δ14
δ21 δ22 . . . δ24
. . . . . . . . . . .

δ41 δ42 . . . δ44


 =

∆00

4




1 −1 1 −1

−ω−1
1 ω−1

2 −ω−1
3 ω−1

4

ω−2
1 −ω−2

2 ω−2
3 −ω−2

4

−ω−3
1 ω−3

2 −ω−3
3 ω−3

4


 . (24)

Аналогичное свойство матрицы (δkm) для определителя Вандермонда шестого поряд-
ка доказано автором в работе [14].

Подставляя формулы (16)–(20) в (22), раскладывая определитель ∆02(x, s) на сум-
му определителей по столбцам и используя другие свойства определителей, применяя
формулы (23), (24), выводим

∆02(x, s) = ∆02(s) = ∆02(x1, s) = ∆00

[
1 +

0

s3
+
E4

s4
+O

(
1

s5

)]
6= 0, (25)

т. е. видим, что ∆02(x, s) = ∆02(s) не зависит от x (это известное свойство линейных диф-
ференциальных уравнений вида (2)), ∆02(x, s) не равен нулю, это подтверждает спра-
ведливость асимптотических формул (16)–(21).

Для определителя Вронского ∆01(x, s) фундаментальной системы решений
{y1k(x, s)}4k=1 дифференциального уравнения (1) справедлива аналогичная формула

∆01(x, s) = det Wr
[
y11(x, s); y12(x, s); y13(x, s); y14(x, s)

]

= ∆01(0, s) = ∆01(s) = ∆00

[
1 +

0

s3
+
D4

s4
+O

(
1

s5

)]
6= 0,

т. е. он тоже не равен нулю и не зависит от x.

4. Изучение условий «сопряжения» (4)

Подставляя формулы (9)–(12) и (16)–(20) в условия «сопряжения» (4), имеем





y2(x1 + 0, s)
(4)
= y1(x1 − 0, s) ⇐⇒∑4

k=1C21y2k(x1 + 0, s)

=
∑4

k=1C1ky1k(x1 − 0, s);

y
(m)
2 (x1+0,s)

(bs)m
(4)
=

y
(m)
1 (x1−0,s)

(as)m ⇐⇒∑4
k=1C2k

y
(m)
2k (x1+0,s)

(bs)m =
∑4

k=1C1k
y
(m)
1k (x1−0,s)

(as)m ,

m = 1, 2, 3.

(26)
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Система (26) — система из четырех линейных уравнений с четырьмя неизвестными
C21, C22, C23, C24 (при этом C1k (k = 1, 2, 3, 4) — параметры), определитель которой не
равен нулю, поэтому по методу Крамера она имеет единственное решение

C21 =
∆21

∆02(x1, s) 6= 0
; C22 =

∆22

∆02(x1, s)
; C23 =

∆23

∆02(x1, s)
; C24 =

∆24

∆02(x1, s)
, (27)

при этом определители ∆2k (k = 1, 2, 3, 4) получаются из определителя ∆02(x1, s) из (22)
заменой k-го столбца на столбец

(
4∑

k=1

C1ky1k(x1 − 0, s);
4∑

k=1

C1k
y′1k(x1 − 0, s)

as
; . . . ;

4∑

k=1

C1k
y
(3)
1k (x1 − 0, s)

(as)3

)∗

. (28)

Раскладывая определители ∆2k (k = 1, 2, 3, 4) из (27), (28) на сумму определителей
по k-му столбцу, получаем

∆21 = C11∆211 + C12∆212 + C13∆213 +C14∆214 =

4∑

k=1

C1k∆21k, (29)

∆22 =

4∑

k=1

C1k∆22k; ∆23 =

4∑

k=1

C1k∆23k, ∆24 =

4∑

k=1

C1k∆24k. (30)

Таким образом, для нахождения определителей ∆2mk (k = 1, 2, 3, 4) имеем

∆211 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y11 y22 y23 y24

y′11
as

y′22
bs

y′23
bs

y′24
bs

. . . . . . . . . . . . . . .

y
(3)
11

(as)3
y
(3)
22

(bs)3
y
(3)
23

(bs)3
y
(3)
24

(bs)3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1±0

; ∆21k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1k y22 y23 y24

y′1k
as

y′22
bs

y′23
bs

y′24
bs

. . . . . . . . . . . . . . .

y
(3)
1k

(as)3
y
(3)
22

(bs)3
y
(3)
23

(bs)3
y
(3)
24

(bs)3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1±0

, (31)

k = 2, 3, 4;

∆22k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y21 y1k y23 y24

y′21
bs

y′1k
as

y′23
bs

y′24
bs

. . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1±0

; ∆23k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y21 y22 y1k y24

y′21
bs

y′22
bs

y′1k
as

y′24
bs

. . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1±0

, k = 1, 2, 3, 4. (32)

Подставляя в формулу (31) для ∆211 формулы (16)–(20) и (9)–(12) и применяя свой-
ства определителей, имеем

∆211 = eaω1sx1ebω2sx1ebω3sx1ebω4sx1

×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ·
[
1 + ω1A3

s3
+

A0
4
s4

+ . . .
]

1 ·
[
1 + 0

s3
+

B0
4
s4

+ . . .
]

u13 u14

ω1

[
1 + ω1A3

s3
+

A1
4
s4

+ . . .
]

ω2

[
1 + 0

s3
+

B1
4
s4

+ . . .
]

u23 u24

ω2
1

[
1 + ω1A3

s3
+

A2
4
s4

+ . . .
]

ω2
2

[
1 + 0

s3
+

B2
4
s4

+ . . .
]

u33 u34

ω3
1

[
1 + ω1A3

s3
+

A3
4
s4

+ . . .
]

ω3
2

[
1 + 0

s3
+

B3
4
s4

+ . . .
]

u43 u44

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1±0

, (33)
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“ + . . . ” = +O

(
1

s5

)
; uk3 = ωk−1

3

[
1 +

0

s3
+
Bk−1

4

s4
+ . . .

]
;

uk4 = ωk−1
4

[
1 +

0

s3
+
Bk−1

4

s4
+ . . .

]
, k = 1, 2, 3, 4. (34)

Из (33), (34) и формул (7), (23), (24), следует

∆211 = eaω1sx1e−bω1sx1

[
∆00 +

ω1A3(x1)∆00

s3
+

∆211,4

s4
+O

(
1

s5

)]
, (35)

∆211,4
(24)
=

3∑

k=0

(−1)kωk1A
k
4(x1)δk+1,1 +

4∑

m=1

(−1)m−1ωm−1
2 δm2B

m−1
4 (x1)

+
4∑

m=1

(−1)mωm−1
3 δm3B

m−1
4 (x1) +

4∑

m=1

(−1)m−1ωm−1
4 δm4B

m−1
4 (x1)

(24)
=

∆00

4

[
3∑

k=0

Ak4(x1) + 3
3∑

k=0

Bk
4 (x1)

]
(13),(20)

=
∆00(D4 + 3E4)

4
;

(36)

∆211
(35),(36)

= ∆00e
(aω1−bω1)sx1

[
1 +

ω1A3(x1)

s3
+
D4 + 3E4

4s4
+O

(
1

s5

)]
. (37)

Для вычисления определителя ∆21k (k = 2, 3, 4) из (31) нужно в ∆211 из (33) на место
первого столбца поставить столбец

eaωksx1

(
1 ·
[
1 +

ω1A3(x1)

s3
+
A0

4

s4
+ . . .

]

x1−0

; ωk

[
1 +

ωkA3(x1)

s3
+
A1

4

s4
+ . . .

]

x1−0

; . . . ;

ω3
k

[
1 +

ωkA3(x1)

s3
+
A3

4

s4
+ . . .

]

x1−0

)∗

,

затем из первого столбца вычесть k-й столбец и получившийся определитель разложить
по первому столбцу

∆21k = eaωksx1e−bωksx1

[
0 +

ωkA3(x1) · 0
s3

+
∆21k,4

s4
+O

(
1

s5

)]
, k = 2, 3, 4, (38)

∆21k,4 =

4∑

m=1

(−1)m−1ωm−1
k δm1(A

m−1
4 (x1)−Bm−1

4 (x1))

(24)
=

∆00

4

4∑

m=1

Am−1
4 (x1)

(
ωk

ω1

)m−1

− ∆00

4

4∑

m=1

Bm−1
4 (x1)

(
ωk

ω1

)m−1

,

k = 2, 3, 4, ω1 = 1. (39)
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Подставляя в формулу (39) формулы (12), (20), учитывая формулы (6), (7), получаем

∆21k,4 =
∆00

4

1

8a4

[
(−3)q1(0)

3∑

n=0

ωn−1
k + q1(x1 − 0)

(
3 + ωk − ω2

k − 3ω3
k

)
]

−∆00

4

1

8b4

[
(−3)q2(x1)

3∑

n=0

ωn−1
k + q2(x1 + 0)

(
3 + ωk − ω2

k − 3ω3
k

)
]

= −∆00H̃k

8
∆q̃(x1); H̃2 = 1 + i, H̃3 = 1, H̃4 = 1− i =

¯̃
H2, k = 2, 3, 4,

(40)

где введено обозначение ∆q̃(x1) = q2(x1+0)
b4

− q1(x1−0)
a4

— так называемый «обобщенный
скачок» потенциала Q(x) в точке разрыва x1.

Вычисляя аналогично формулам (33)–(40) определители ∆2mk (m = 2, 3, 4; k =
1, 2, 3, 4) из (32) придем к выводу о справедливости следующего утверждения.

Теорема 3. Возникающая при изучении условий «сопряжения» матрица ∆2mk

(m,k = 1, 2, 3, 4) из (27)–(30) имеет следующий вид:

∆2kk = ∆00e
(aωk−bωk)sx1

[
1 +

ωkA3(x1)

s3
+
H1

s4
+O

(
1

s5

)]
, k = 1, 2, 3, 4; (41)

∆21k = ∆00e
(aωk−bω1)sx1

[
0 +

0

s3
+
Hk

s4
+O

(
1

s5

)]
, k = 2, 3, 4, (42)

∆2mk = ∆00e
(aωk−bωm)sx1

[
0 +

0

s3
+
Hk−m+1

s4
+O

(
1

s5

)]
, m, k = 1, 2, 3, 4, m 6= k;

Hm±4 = Hm; H1 =
D4 + 3E4

4
; Hk = −H̃k∆q̃(x1)

8
, k = 2, 3, 4;

H̃2 = 1 + i, H̃3 = 1, H̃4 = 1− i; ∆q̃(x1) =
q2(x1 + 0)

b4
− q2(x1 − 0)

a4
. (43)

5. Изучение граничных условий (3)

Подставляя формулы (8) в первые три из граничных условий (3), получим

y1

(πm
3
, s
)

(3)
= 0 ⇐⇒

4∑

k=1

C1ky1k

(πm
3
, s
)
= 0, m = 0, 1, 2. (44)

Из последнего из граничных условий (3) с помощью формул (15) и (27)–(30) получаем

y2(π, s)
(3)
= 0 ⇐⇒

4∑

k=1

C2ky2k(π, s) = 0 ⇐⇒
4∑

k=1

∆2k

∆02(s)
y2k(π, s) = 0

⇐⇒ 1

∆02(s)

4∑

k=1

(
4∑

n=1

C1n∆2kn

)
y2k(π, s) = 0 ⇐⇒ 1

∆02(s)

4∑

k=1

C1kφ4k(π, s) = 0, (45)

φ4k(π, s) =
4∑

n=1

∆2nky2k(π, s), k = 1, 2, 3, 4. (46)



Регуляризованный след многоточечной краевой задачи 73

Применяя формулы (41)–(43) и (16), можно уточнить вид функции φ4k(π, s) из (46)

φ41(π, s) = e(aω1−bω1)sx1

[
1 +

ω1A3(x1)

s3
+
H1

s4
+O

(
1

s5

)]

×ebω1sπ

[
1 +

ω1B3(π)

s3
+
B0

4(π)

s4
+O

(
1

s5

)]
+
H2

s4
e(aω2−bω1)sx1ebω2sπ

+e(aω3−bω1)sx1H3

s4
ebω3sπ +

H4

s4
e(aω4−bω1)sx1ebω4sπO

(
1

s5

)
,

(47)

φ42(π, s) = e(aω2−bω2)sx1

[
1 +

ω2A3(x1)

s3
+
H1

s4
+O

(
1

s5

)]

×ebω2sπ

[
1 +

ω2B3(π)

s3
+
B0

4(π)

s4
+O

(
1

s5

)]
+
H12

s4
e(aω2−bω1)sx1ebω4sπ

+
H14

s4
e(aω2−bω3)sx1ebω3sπ +

H13

s4
e(aω2−bω4)sx1ebω4sπ +O

(
1

s5

)
; . . .

(48)

Введя обозначение M = ax1+ b(π−x1), формулы (47), (48) можно переписать в виде

φ41(π, s) = eMω1s

[
1 +

ω1G3

s3
+
G4

s4
+O

(
1

s5

)]
+
R41

s4
+O

(
1

s5

)
,

G3 = A3(x1) +B3(π); G4 = H1 +B0
4(π);

R41 = H2e
(aω2−bω1)sx1ebω2sπ +H3e

(aω3−bω1)sx1ebω3sπ +H4e
(aω4−bω1)sx1ebω4sπ; (49)

φ42(π, s) = eMω2s

[
1 +

ω2G3

s3
+
G4

s4
+O

(
1

s5

)]
+
R42

s4
+O

(
1

s5

)
,

R42 = H12e
(aω2−bω1)sx1ebω1sπ +H14e

(aω2−bω1)sx1ebω3sπ +H13e
(aω2−bω4)sx1ebω4sπ. (50)

Однородная система (44)–(46) линейных уравнений относительно неизвестных C2k

(k = 1, 2, 3, 4) имеет ненулевые решения только в том случае, когда ее определитель
равен нулю. Поэтому справедливо следующее утверждение.

Теорема 4. Уравнение на собственные значения дифференциального оператора (1)–
(5) имеет следующий вид:

f(s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

b11 b12 b13 b14
b21 b22 b23 b24
b31 b32 b33 b34
b41 b42 b43 b44

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y11(0, s) y12(0, s) y13(0, s) y14(0, s)

y11
(
π
3 , s
)

y12
(
π
3 , s
)

y13
(
π
3 , s
)

y14
(
π
3 , s
)

y11
(
2π
3 , s

)
y12
(
2π
3 , s

)
y13
(
2π
3 , s

)
y14
(
2π
3 , s

)

φ41(π,s)
∆00∆02(s)

φ42(π,s)
∆00∆02(s)

φ43(π,s)
∆00∆02(s)

φ44(π,s)
∆00∆02(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0. (51)

Подставляя в уравнение (51) формулы (16), (21), (49), (50), получаем

b1n = y1n(0, s) = z0ωn = 1;

b2n = y1n

(π
3
, s
)
= zωn

[
1 +

ωnA3(
π
3 )

s3
+
A0

4(
π
3 )

s4
+O

(
1

s5

)]
;

b3n = y1n

(
2π

3
, s

)
= z2ωn

[
1 +

ωnA3(
2π
3 )

s3
+
A0

4(
2π
3 )

s4
+O

(
1

s5

)]
;
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b4n =
φ4n(π, s)

∆00∆02(s)
=

1

∆00∆02(s)

×
{
eMωns

[
1 +

ωnG3

s3
+
G4

s4
+O

(
1

s5

)]
+
R4n

s4
+O

(
1

s5

)}
,

n = 1, 2, 3, 4. (52)

Учитывая формулы (52), раскладывая определитель f(s) из (51) на сумму определи-
телей по столбцам, получаем

f(s) = f0(s) +
f3(s)

s3
+
f4

s4
++O

(
1

s5

)
= 0. (53)

Основное приближение этого уравнения имеет вид f0(s) = 0, где функция f0(s) имеет
следующий вид:

f0(s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

u11 = z0ω1 u12 = z0ω2 u13 = z0ω3 u14 = z0ω4

u21 = z1ω1 u22 = z1ω2 u23 = z1ω3 u24 = z1ω4

u31 = z2ω1 u32 = z2ω2 u33 = z2ω3 u34 = z2ω4

u41 = eMω1s u42 = eMω2s u43 = eMω3s u44 = eMω4s

∣∣∣∣∣∣∣∣
, (54)

f0(s) = u11u22u33u44 − u11u22u34u43 − u11u23u32u44 + . . . , (55)

f0(s) = 0 — основное приближение, z = e
aπs
3 .

Для нахождения корней уравнения (53)–(55) необходимо изучить индикаторную диа-
грамму (см. [15, гл. 12]), т. е. выпуклую оболочку показателей экспонент, входящих
в уравнение f0(s) = 0. В определитель f0(s) из (54), (55) входят 24 слагаемых, изу-
чив показатели экспонент которых приходим к выводу, что индикаторная диаграмма
уравнения (53)–(55) имеет следующий вид:

Рис. 1.
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Координаты точек M1,M2, . . . ,M24 задаются следующими формулами (M = ax1 +
b(π − x1)):

M1 ↔ z(0ω3 + 1ω2 + 2ω4 +Mω1) ↔ u13u22u34u41 ↔M1(M,−1);

M2 ↔ z(0ω3 + 1ω4 + 2ω2 +Mω1) ↔ u13u24u32u41 ↔M2(M,+1);

M3 ↔ z(0ω4 + 1ω3 + 2ω2 +Mω1) ↔ u14u23u32u41 ↔M3(M − 1, 2);

M4 ↔ z(0ω3 + 1ω4 + 2ω1 +Mω2) ↔ u13u24u31u42 ↔M4(2,M − 1);

M5 ↔ z(0ω4 + 1ω3 + 2ω1 +Mω2) ↔ u14u23u31u42 ↔M5(1,M);

M6 ↔ z(0ω4 + 1ω1 + 2ω3 +Mω2) ↔ u14u21u33u42 ↔M6(−1,M);

M7 ↔ z(0ω1 + 1ω4 + 2ω3 +Mω2) ↔ u11u24u33u42 ↔M7(−2,M − 1); . . . ;

M16 ↔ z(0ω2 + 1ω3 + 2ω4 +Mω1) ↔ u12u23u34u41 ↔M16(M − 1,−2);

M17 ↔ z(0ω2 + 1ω4 + 2ω3 +Mω1) ↔ u12u24u32u41 ↔M17(M − 2,−1);

M18 ↔ z(0ω4 + 1ω2 + 2ω3 +Mω1) ↔ u14u22u33u41 ↔M18(M − 1, 1);

M19 ↔ z(0ω3 + 1ω1 + 2ω4 +Mω2) ↔ u13u21u34u42 ↔M19(1,M − 2); . . .

(56)

Таким образом, индикаторная диаграмма уравнения (53)–(55) — выпуклый шестна-
дцатиугольник M1M2M3 . . .M16M1, осями симметрии которого являются оси Ox и Oy,
а также прямые y = x и y = −x. Точки M17,M18, . . . ,M24 попадают внутрь индикаторной
диаграммы и на асимптотику корней уравнения (53)–(55) они не влияют. Корни урав-
нения (53)–(55) находятся в восьми секторах 1), 2), . . . , 8) (см. рис. 1) бесконечно малого
раствора, биссектрисы которых являются серединными перпендикулярами к сторонам
многоугольника M1M2 . . .M16. Для нахождения асимптотики корней уравнения (53)–
(55) в секторе 1) (⊥ [M1M2]) в этом уравнении необходимо оставить только экспоненты
с показателями, соответствующими точкам M1 и M2; для нахождения асимптотики кор-
ней уравнения (53)–(55) в секторе 2) (⊥ [M2M5]) в этом уравнении необходимо оставить
только экспоненты с показателями, соответствующими точкам M2, M3, M4, M5, которые
находятся на прямой y = −x + (1 +M), M = ax1 + b(π − x1); сектор 3) соответствует
точкам M5 и M6, сектор 4) соответствует точкам M6, M7, M8 и M9; . . .

6. Асимптотика корней уравнения (53)–(55)
в секторе 1) индикаторной диаграммы рис. 1

Сектор 1) определяется точками M1 и M2 индикаторной диаграммы рис. 1, которые
соответствуют слагаемым u13u22u34u41 и u13u24u32u41 (с соответствующими знаками) ос-
новного приближения f0(s) = 0 из (54), (55), значит в уравнении (51), (52) надо оставить
соответствующие им слагаемые b13b22b34b41 и b13b24b32b41. Справедлива следующая тео-
рема.

Теорема 5. Уравнение на собственные значения дифференциального оператора (1)–
(5) в секторе 1) индикаторной диаграммы имеет следующий вид:

g1(s)=b13b22b34b41 − b13b24b32b41 = b13b41

∣∣∣∣
b22 b24
b32 b34

∣∣∣∣ = 0, (57)

при этом

b13
(52)
= y13(0, s) = 1 6= 0,

b41
(52)
= eMω1s

[
1 +

ω1G3

s3
+
G4

s4
+O

(
1

s5

)]
+
R41

s4
+O

(
1

s5

)
6= 0.
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Применяя формулы (52), уравнение (57) принимает следующий вид:

g1(s) =

∣∣∣∣∣∣∣

zω2

[
1 +

ω2A3(
π
3
)

s3
+

A0
4(

π
3
)

s4
+O

(
1
s5

)]
zω4

[
1 +

ω4A3(
π
3
)

s3
+

A0
4(

π
3
)

s4
+O

(
1
s5

)]

z2ω2

[
1 +

ω2A3(
2π
3
)

s3
+

A0
4(

2π
3
)

s4
+O

(
1
s5

)]
z2ω4

[
1 +

ω4A3(
2π
3
)

s3
+

A0
4(

2π
3
)

s4
+O

(
1
s5

)]

∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

которое после деления на zω4 6= 0 (z = ea
π
3
s) удобно записать следующим образом:

g1(s) = e
2aπis

3

[
1 +

ω4A3(
π
3 ) + ω2A3(

2π
3 )

s3
+
P4

s4
+O

(
1

s5

)]

−
[
1 +

ω2A3(
π
3 ) + ω4A3(

2π
3 )

s3
+
P4

s4
+O

(
1

s5

)]
= 0, P4 = A0

4

(π
3

)
+A0

4

(
2π

3

)
.

(58)

Основное приближение уравнения (58) имеет вид

e
2aπis

3 = 1 = e2πik⇐⇒sk,1,осн =
3k

a
, k ∈ N.

Теорема 6. Асимптотика собственных значений дифференциального оператора (1)–
(5) в секторе 1) имеет следующий вид:

sk,1 =
3

a

[
k +

d3k,1

k3
+
d4k,1

k4
+O

(
1

k5

)]
, k ∈ N. (59)

⊳ Применяя формулы Тейлора, имеем

e
2aπis

3

∣∣∣
sk,1

(59)
= exp

[
2aπi

3

3

a

(
k +

d3k,1

k3
+ . . .

)]

= e2πik
[
1 +

2πid3k,1
k3

+
2πid4k,1
k4

+O

(
1

k5

)]
, e2πik = 1, k ∈ N. (60)

Подставляя формулы (59), (60) в уравнение (58), получаем
[
1 +

2πid3k,1
k3

+
2πid4k,1
k4

+O

(
1

k5

)]

×
[
1 +

a3[ω4A3(
π
3 ) + ω2A3(

2π
3 )]

33k3

(
1− 3d3k,1

k4
+O

(
1

k5

))
+
P4a

4

34k4
+O

(
1

k5

)]

−
[
1 +

a3[ω2A3(
π
3 ) + ω4A3(

2π
3 )]

33k3
+
P4a

4

34k4
+O

(
1

k5

)]
= 0.

(61)

В уравнении (61) при k0 имеем: 1−1 = 0 — верно, что символизирует о правильности
выбора разложения (59). Приравнивая в (61) коэффициенты при k−3, получаем

d3k,1 = − 1

2πi

a3

33
(ω2 − ω4)

[
A3

(
2π

3

)
−A3

(
π

3

)]
,

откуда, применяя формулы (6) и (11), находим

d3k,1 = − 1

2πi

a32i

27

(
− 1

4a3

)



2π
3∫

0

q1(t)dt−

π
3∫

0

q1(t)dt


 =

1

108π

2π
3∫

π
3

q1(t)dt. (62)
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Приравнивая в уравнении (61) коэффициенты при k−4, находим

d4k,1 = − 1

2πi

a4

34
[P4 − P4] = 0 =⇒ d4k,1 = 0, k ∈ N. (63)

Получение формул (62), (63) завершает доказательство теоремы 6: мы доказали, что
все коэффициенты d4k,1 (k ∈ N) формулы (59) находятся единственным образом и при-
вели явные формулы для их вычисления. ⊲

7. Асимптотика собственных значений оператора (1)–(5)
в секторе 2) индикаторной диаграммы

Сектор 2) задается точками M2, M3, M4, M5, и из (56) следует, что в уравнении (53)–
(55) необходимо оставить соответствующие этим точкам слагаемые u13u24u32u41,
u14u23u32u41, u13u24u31u42 и u14u23u31u42 (с соответствующими им знаками), значит
в уравнении (50), (51) для сектора 2) необходимо оставить слагаемые b13b24b32b41,
b14b23b32b41, b13b24b31b42 и b14b23b31b42, оставшиеся слагаемые в секторе 2) будут пред-
ставлять собой бесконечно малые величины и их можно отбросить.

Теорема 7. Уравнение на собственные значения дифференциального оператора (1)–
(5) в секторе 2) индикаторной диаграммы (рис. 1) имеет следующий вид:

g2(s)=b13b24b32b41 − b14b23b32b41 − b13b24b31b42 + b14b23b31b42 = (−1)g2,1(s)g2,2(s) = 0;

g2,1(s) =

∣∣∣∣
b13 b14
b23 b24

∣∣∣∣ ; g2,2(s) =

∣∣∣∣
b31 b32
b41 b42

∣∣∣∣ . (64)

Таким образом, для нахождения собственных значений в секторе 2) необходимо ре-
шить два уравнения: g2,1(s) = 0 и g2,2(s) = 0. Точки M2, M3, M4, M5 лежат на прямой
y = −x+M + 1, M = ax1 + b(π − x1), и в зависимости от соотношений между парамет-
рами a, b и x1 (a > b, a < b, b → a, x1 → 2π

3 , x1 → π) точки M3 и M4 могут меняться
местами. При M = 3 точки M3 и M4 совпадают и в этом случае основное приближение
уравнения (64) будет иметь кратные корни, и теоретически возможен эффект «расщеп-
ления» кратных в главном собственных значений оператора (1)–(5), изученный автором
в работах [12, 16].

Изучим корни уравнения g2,1(s) = 0, где g2,1(s) — функция, определенная форму-
лой (64). Применяя формулы (52), имеем

g2,1(s)
(64)
=

∣∣∣∣
b13 b14
b23 b24

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
1 1

zω3

[
1 +

ω3A3(
π
3
)

s3
+

A0
4(

π
3
)

s4
+ . . .

]
zω4

[
1 +

ω4A3(
π
3
)

s3
+

A0
4(

π
3
)

s4
+ . . .

]
∣∣∣∣∣

= e
aπ(1−i)s

3

[
1 +

ω4A3(
π
3 )

s3
+
A0

4(
π
3 )

s4
+O

(
1

k5

)]

−
[
1 +

ω3A3(
π
3 )

s3
+
A0

4(
π
3 )

s4
+O

(
1

k5

)]
= 0.

(65)

Корни уравнения (65) находятся аналогично корням уравнения (58), в результате
получаем следующее утверждение.
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Теорема 8. Асимптотика первой серии собственных значений дифференциального

оператора (1)–(5) в секторе 2) имеет следующий вид:

sk,2,1 =
6i

a(1− i)

[
k +

d3k,2,1

k3
+
d4k,2,1

k4
+O

(
1

k5

)]
, k ∈ N, (66)

при этом

d3k,2,1 = −a
3(1− i)3(ω4 − ω3)A3(

π
3 )

2πi63i3
(11)
= − 1

432π

π
3∫

0

q1(t)dt, (67)

d4k,2,1 = −a
4(1− i)4

2πi64i4

[
A0

4

(π
3

)
−A0

4

(π
3

)]
; d4k,2,1 = 0, k ∈ N. (68)

Изучим корни уравнения g2,2(s) = 0,

g2,2(s)
(64)
=

∣∣∣∣
b31 b32
b41 b42

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

z2ω1

[
1 +

ω1A3(
2π
3
)

s3
+

A0
4(

2π
3
)

s4
+ . . .

]
z2ω2

[
1 +

ω2A3(
2π
3
)

s3
+

A0
4(

2π
3
)

s4
+ . . .

]

u21(s) +
R41
s4

+O
(

1
s5

)
u22(s) +

R42
s4

+O
(

1
s5

)

∣∣∣∣∣∣

= z2(ω2−ω1)eM(ω1−ω2)s

[
1 +

T31

s3
+
T41

s4
+O

(
1

s5

)]

−
[
1 +

T32

s3
+
T42

s4
+O

(
1

s5

)]
+
V42

s4
+O

(
1

s5

)
= 0,

(69)

u21(s) = eMω1s

[
1 +

G31

s3
+
G41

s4
+ . . .

]
, u22(s) = eMω2s

[
1 +

G32

s3
+
G42

s4
+ . . .

]
,

T31 = ω2A3

(
2π

3

)
+G31; T32 = ω1A3

(
2π

3

)
+G32;

T41 = A0
4

(
2π

3

)
+G41; T42 = A0

4

(
2π

3

)
+G42;

V42 = z2(ω2−ω1)e−Mω2sR41 −R42e
−Mω2s, z = e

aπs
3 , (70)

величины R41, R42 определены формулой (50),

G32 = ω2(A3(x1) +B3(π)); G31 = ω1(A3(x1) +B3(π));

G41 = G42 = H1 +B0
4(π), H1 =

D4 + 3E4

4
.

(71)

Основное приближение уравнения (69), (70) имеет вид

z2(ω2−ω1)eM(ω1−ω2)s = 1⇐⇒eM− 2aπ
3

(ω1−ω2)s = 1 = e2πik,

k ∈ N⇐⇒sk,2,2,осн =
6πik

(3M − 2aπ)(1 − i)
, k ∈ N.

Поэтому справедливо следующее утверждение.
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Теорема 9. Асимптотика второй серии собственных значений дифференциального

оператора (1)–(5) в секторе 2) индикаторной диаграммы (рис. 1) имеет вид

sk,2,2 =
6πi

(3M − 2aπ)(1 − i)

[
k +

d3k,2,2

k3
+
d4k,2,2

k4
+O

(
1

k5

)]
, k ∈ N, (72)

⊳ Применяя формулы Тейлора, имеем

z2(ω2−ω1)eM(ω1−ω2)s
∣∣∣
sk,2,2

= e
3M−2aπ

3
(1−i)s

∣∣∣
sk,2,2

= e2πik
[
1 +

2πid3k,2,2
k3

+
2πid4k,2,2

k4
+O

(
1

k5

)]
, e2πik = 1. (73)

Подставляя формулы (72), (73) в уравнение (69)–(71), получаем
[
1 +

2πid3k,2,2
k3

+
2πid4k,2,2

k4
+O

(
1

k5

)]

×
[
1 +

T32(3M − 2aπ)3(1− i)3

63π3i3k3
+
T42(3M − 2aπ)4(1− i)4

64π4i4k4
+O

(
1

k5

)]

−
[
1 +

T31(3M − 2aπ)3(1− i)3

63π3i3k3
+
T41(3M − 2aπ)4(1− i)4

64π4i4k4
+O

(
1

k5

)]

+
(3M − 2aπ)4(1− i)4

64π4i4k4

[
R41e

−Mω2sz−2(ω1−ω2) −R42e
−Mω2s

]∣∣∣
sk,2,2,осн

+O

(
1

k5

)
= 0.

(74)

Приравнивая в уравнении (74) коэффициенты при k−3, находим

d3k,2,2 = − 1

2πi

(3M − 2aπ)3(1− i)3[T32 − T31]

63π3i3

=
(−1)(3M − 2aπ)3(1− i)4

2π463

[
−A3

(
2π

3

)
+A3(x1) +B3(π)

]
,

откуда, применяя формулы (11) и (18), выводим

d3k,2,2 = −(3M − 2aπ)3

432π4




1

a3

x1∫

2π
3

q1(t)dt+
1

b3

π∫

x1

q2(t)dt


 . (75)

При k−4 в уравнении (74) имеем

d4k,2,2 = − 1

2πi

(3M − 2aπ)4(1− i)4[T42 − T41]

64π4i4

=

(
− 1

2πi

)
(3M − 2aπ)4(1− i)4

64π4i4

[
R41e

−Mω2sz−2(ω1−ω2) −R42e
−Mω2s

] ∣∣∣
sk,2,2,осн

,

при этом T42 − T41
(70),(71)

= 0, z = e
aπs
3 .

Применяя формулы (50), (70), (71), (40)–(42), из этой формулы находим

d4k,2,2 = − 1

2πi

(3M − 2aπ)4(1− i)4

64π4
(−

√
2)∆q̃(x1)

8

×
[
e

iπ
4 eaω1x1se−

2(1−i)aπs

3 e−ax1ω2s − e−
iπ
4 ebω1πse−bω1x1se−b(π−x1)ω2s

]

при s = sk,2,2,осн
(72)
= 6πik

(3M−2aπ)(1−i) , k ∈ N.
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Сделав необходимые преобразования, из этой формулы выводим

d4k,2,2 =
(−1)k

√
2(3M − 2aπ)4∆q̃(x1)

2592π5
sin

[
2aπ − 3ax1 + 3b(π − x1)

2aπ − 3ax1 − 3b(π − x1)
πk − π

4

]
, (76)

k = 1, 2, 3, . . . ,

∆q̃(x1) =
q2(x1 + 0)

b4
− q1(x1 − 0)

a4
.

8. Вычисление первого регуляризованного следа
дифференциального оператора (1)–(5)

Изучая аналогичным образом сектора 3), 4), . . . , 8) индикаторной диаграммы (рис. 1),
приходим к выводу о справедливости следующего утверждения.

Теорема 10. Асимптотика собственных значений дифференциального оператора

(1)–(5) в секторах 3), 4), . . . , 8) индикаторной диаграммы подчиняется следующим за-

конам распределения:

sk,3 = sk,1e
− 2πi

4 ; sk,5 = sk,3e
− 2πi

4 = sk,1e
− 4πi

4 ;

sk,7 = sk,5e
− 2πi

4 = sk,1e
− 6πi

4 ; sk,2m+1 = sk,1e
− 2πim

4 , m = 0, 1, 2, 3;
(77)

sk,4m = sk,2,me
− 2πi

4 ; . . . ; sk,2n,m = sk,2,me
− 2πi(n−1)

4 ,

n = 1, 2, 3, 4; m = 1, m = 2, k = 1, 2, 3, . . . ,
(78)

величины sk,1, sk,2,1 и sk,2,2 определены формулами (59)–(63), (66)–(68) и (72)–(76). При

этом
λk,2m+1 = s4k,2m+1; λk,2n,p = s4k,2n,p,

m = 0, 1, 2, 3; n = 1, 2, 3, 4; p = 1, p = 2; k = 1, 2, 3, . . .
(79)

Из формул (59), (63), (66), (68) и (72) имеем

s4k,1 =
81

a4

[
k4 + 4d3k,1 +O

(
1

k2

)]
; s4k,2,1 = −324

a4

[
k4 + 4d3k,2,1 +O

(
1

k2

)]
;

s4k,2,2 = − 324π4

(3M − 2aπ)4

[
k4 + 4d3k,2,2 +

4d4k,2,2
k

+O

(
1

k2

)]
,

поэтому ряды

∞∑

k=1

[
s4k,1 −

81k4

a4
− 324d3k,1

a4

]
=

∞∑

k=1

O

(
1

k2

)
,

∞∑

k=1

[
s4k,2,1 +

324k4

a4
+

1296d3k,2,1
a4

]
=

∞∑

k=1

O

(
1

k2

)
,

∞∑

k=1

[
s4k,2,2 +

324π4k4

(3M − 2aπ)4
+

1296π4d3k,2,2
(3M − 2aπ)4

+
1296π4

(3M − 2aπ)4
d4k,2,2

k

]
=

∞∑

k=1

O

(
1

k2

)

сходятся, и для вычисления регуляризованного следа оператора (1)–(5) необходимо
вычислить их суммы. Методика нахождения сумм таких рядов (с некоторыми изме-
нениями) предложена в работах [7] и [17, гл. 5]. При этом, учитывая формулу (76),
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видим, что ряд
∑∞

k=1
d4k,2,2
k

= U0
∑∞

k=1
(−1)k sin(ψπk−π

4
)

k
тоже сходится, так как пред-

ставляет собой сходящийся тригонометрический ряд Фурье, где введены обозначения

U0 =
√
2(3M−2aπ)4

2592π5 ∆q̃(x1), ψ = 2aπ−3ax1+3b(π−x1)
2aπ−3ax1−3b(π−x1) . Справедлива следующая основная теоре-

ма.

Теорема 11. Формула первого регуляризованного следа оператора (1)–(5) имеет сле-

дующий вид:

∞∑

k=1

′
[
λk,1 + λk,2,1 + λk,2,2 +

243k4

a4
+

324π4k4

(3M − 2aπ)4

−324d3k,1
a4

+
1296d3k,2,1

a4
+

1296π4d3k,2,2
(3M − 2aπ)4

]
= −3q2(π)

2b4
− 9q1(0) + 6q1(

π
3 ) + 6q1(

2π
3 )

2a4

−162d3k,1
a4

+
648d3k,2,1

a4
+

648π4d3k,2,2
(3M − 2aπ)4

+

√
2∆q̃(x1)

2π

∞∑

k=1

(−1)k
sin(ψπk − π

4 )

k
,

∆q̃(x1) =
q2(x1 + 0)

b4
− q1(x1 − 0)

a4
, (80)

d3k,1
(62)
=

1

108π

2π
3∫

π
3

q1(t)dt; d3k,2,1
(62)
= − 1

432π

π
3∫

0

q1(t)dt;

d3k,2,2
(75)
= −(3M − 2aπ)3

432π4




1

a3

x1∫

2π
3

q1(t)dt+
1

b3

π∫

x1

q2(t)dt


 . (81)

⊳ Пользуясь методикой работы [17, гл. 5] и формулами (59)–(63), получаем

∞∑

k=1




3∑

p=0

(
s4k,2p+1 −

81k4

a4
− 324d3k,1

a4

)
 =

∞∑

k=1

O

(
1

k2

)
= ω

(1)
5,1 − φ

(1)
5,1(−4), (82)

где

φ
(1)
5,1(−4) =

∞∑

k=1




3∑

p=0

(
− 81k4

a4
− 324d3k,1

a4

)
 ,

эта функция выражается через ζ-функцию Римана, ω(1)
5,1 — коэффициенты при s−5 в раз-

ложении h′1(s)
h1(s)

, где h′1(s)
h1(s)

= g1(s)
∆01(s)

, где функция g1(s) определена формулой (58), ∆01(s)

выражается формулой (25). Таким образом, имеем

φ
(1)
5,1(−4) = −81k4

a4
ζ(−4)− 324d3k,1

a4
ζ(0) =

162d3k,1
a4

, (83)

так как ζ(−4) = 0, ζ(0) = −1
2 .

Далее,
h′1(s)
h1(s)

=

(
g1(s)

∆01(s)

)′
:
g1(s)

∆01(s)
=
g′1(s)
g1(s)

− ∆′
01(s)

∆01(s)
,

поэтому ω
(1)
5,1 = ω

(1)
5,1,1 − ω

(1)
5,1,2, где ω(1)

5,1,1 и ω
(1)
5,1,2 — коэффициенты при s−5 в разложении

g′1(s)
g1(s)

и ∆′

01(s)
∆01(s)

соответственно.
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Так как ∆01(s)
(25)
= ∆00

[
1 + D4

s4
+O

(
1
s5

)]
, то

∆′
01(s)

∆01(s)
=

(
−4D4

s5
+O

(
1

s6

))(
1− D4

s4
+O

(
1

s5

))
= −4D4

s5
+O

(
1

s6

)
,

поэтому ω(1)
5,1,2 = −4D4, D4

(13)
= −3q1(0)

2a4 .

Из формулы (58) получаем

g′1(s)
g1(s)

=
2aπi
3 e

2aπis
3

(
1 + T3

s3
+ . . .

]
+ e

2aπis
3

[
−3T3

s4
− 4P5

s5
+ . . .

]
+ ¯̄o(1)

e
2aπis

3

[
1 + T3

s3
+ . . .

]
+ ¯̄o(1)

,

T3 = ω4A4(
π
3 ) + ω2A3(

2π
3 ), поэтому ω(1)

5,1,1 = −4P4. Значит, получим ω
(1)
5,1 = ω

(1)
5,1,1 − ω

(1)
5,1,2 =

(−4)[P4 −D4], P4
(58)
= A0

4(
π
3 ) +A0

4(
2π
3 ), D = −3q1(0)

2a4
.

Применяя формулы (12), выводим ω
(1)
5,1 = −3q1(

π
3
)+3q1(

2π
3
)+6q1(0)

2a4 , поэтому форму-
лы (82), (83) можно переписать в следующем виде:

∞∑

k=1

[
s4k,1 −

81k4

a4
− 324d3k,1

a4

]
= ω

(1)
5,1 − φ

(1)
5,1(−4)

= −3q1(
π
3 ) + 3q1(

2π
3 ) + 6q1(0)

2a4
− 162d3k,1

a4
, (84)

величины d3k,1 (k = 1, 2, 3, . . . ) определены формулой (62).
Аналогичным образом в секторе 2) индикаторной диаграммы для первой серии соб-

ственных значений из формул (66)–(68) имеем

∞∑

k=1

[
s4k,2,1 +

324k4

a4
+

1296d3k,2,1
a4

]
=

∞∑

k=1

O

(
1

k2

)
= ω

(1)
5,2,1 − φ

(1)
5,2,1(−4), (85)

где φ(1)5,2,1(−4) = 324
a4
ζ(−4) +

1296d3k,2,1
a4

ζ(0) = −648d3k,2,1
a4

, величины ω
(1)
5,2,1 — коэффициенты

при s−5 в разложении
h′2,1(s)

h2,1(s)
, h2,1(s) =

g2,1(s)
∆01(s)

, где функция g2,1(s) определена форму-

лой (65).
Аналогично выводу формул (82)–(84) получаем

φ
(1)
5,2,1(−4) =

324

a4
ζ(−4) +

1296d3k,2,1
a4

ζ(0) = −648d3k,2,1
a4

; (86)

h′2,1(s)

h2,1(s)
=
g′2,1(s)

g2,1(s)
− ∆′

01(s)

∆01(s)
⇒ ω

(1)
5,2,1 = ω

(1)
5,2,1,1 − ω

(1)
5,2,1,2,

величины ω
(1)
5,2,1,1 и ω

(1)
5,2,1,2 — коэффициенты при s−5 в разложениях

g′2,1(s)

g2,1(s)
и ∆′

01(s)
∆01(s)

соот-
ветственно, поэтому

ω
(1)
5,2,1,2 = ω

(1)
5,1,2 = −4D4, D4 = −3q1(0)

2a4
, ω

(1)
5,2,1,1

(65)
= (−4)A0

4

(π
3

)
,

значит,

ω
(1)
5,2,1 = (−4)

[
A0

4

(π
3

)
−D4

]
(12)
= −3q1(

π
3 ) + 9q1(0)

2a4
. (87)
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Подставляя формулы (86) и (87) в формулу (85), получаем следующую формулу для
формулы следа собственных значений первой серии сектора 2):

∞∑

k=1

[
s4k,2,1 +

324k4

a4
+

1296d3k,2,1
a4

]
= ω

(1)
5,2,1 − φ

(1)
5,2,1(−4)

= −3q1(
π
3 ) + 9q1(0)

2a4
+

648d3k,2,1
a4

, (88)

величины d3k,2,1 определены формулой (62).
Для второй серии собственных значений сектора 2) из формулы (72) имеем

∞∑

k=1

[
s4k,2,2 +

324π4k4

(3M − 2aπ)4
+

1296π4d3k,2,2
(3M − 2aπ)4

+
1296π4

(3M − 2aπ)4
d4k,2,2

k

]

=
∞∑

k=1

O

(
1

k2

)
= ω

(1)
5,2,2 − φ

(1)
5,2,2(−4), (89)

φ
(1)
5,2,2(−4) =

324π4

(3M − 2aπ)4
ζ(−4) +

1296π4d3k,2,2
(3M − 2aπ)4

ζ(0) = − 648π4d3k,2,2
(3M − 2aπ)4

;

ω
(1)
5,2,2 = ω

(1)
5,2,2,1 − ω

(1)
5,2,2,2,

(90)

где ω(1)
5,2,2,1 и ω(1)

5,2,2,2 — коэффициенты при s−5 в разложении функций
g′2,2(s)

g2,2(s)
и ∆′

02(s)
∆02(s)

соот-

ветственно, ∆02(s) — определитель Вронского, вычисляемый по формуле (25), поэтому

ω
(1)
5,2,2,2 = −4E4, E4

(20)
= −3q2(x1)

2b4
, функция g2,2(s) определена формулой (69)–(71), поэтому

ω
(1)
5,2,2,1 = −4T41 = (−4)[A0

4(
2π

3
) +G41] = (−4)[A0

4(
2π

3
) +B0

4(π) +
D4 + 3E4

4
],

значит с помощью формул (12), (13), (19) и (20) находим

ω
(1)
5,2,2,1 = (−4)

[
12q2(x1)

8b4
+

3q1
(
2π
3

)
− 3q1(0)

8b4
+

3q2(π)− 3q2(x1)

8b4

+
(−3)q1(0)

8a4
− 9q2(x1)

8b4

]
=

6q1(0) − 3q1
(
2π
3

)

2a4
− 3q2(π)

2b4
. (91)

Подставляя формулы (90), (91) в формулу (90), учтем, что
∑∞

k=1
d4k,2,2
k

в силу фор-
мулы (76) представляет собой сходящийся тригонометрический ряд Фурье, выводим

∞∑

k=1

[
s4k,2,2 +

324π4k4

(3M − 2aπ)4
+

1296π4d3k,2,2
(3M − 2aπ)4

]
=

6q1(0) − 3q1(
2π
3 )

2a4

− 3q2(π)

2b4
+

648π4d3k,2,2
(3M − 2aπ)4

− 1296π4

(3M − 2aπ)4

∞∑

k=1

d4k,2,2

k
, (92)

где величины d3k,2,2 и d4k2,2 определены формулами (75) и (76) соответственно.
Складывая суммы рядов (85), (88) и (92), учитывая формулы (78), (79), сделав необ-

ходимые преобразования, получим формулы (80), (81), что завершает доказательство
теоремы 11.
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В случае предельных переходов x1 → 0, x1 → π, b → a или q2(x1 + 0) → q1(x1 − 0)
полученные формулы (80), (81), (72)–(76), (66)–(68) и (59)–(63) переходят в классические
формулы для оператора с гладким потенциалом и непрерывной весовой функцией.
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Abstract. The article proposes a method for calculating the regularized trace for a differential operator
with a piecewise smooth potential and multipoint boundary conditions. The weight function of the differential
operator is discontinuous. Using the Naimark method on the sections of the continuity of the potential and
the weight function for large values of the spectral parameter, the asymptotics of solutions of differential
equations defining the operator under study is obtained. The asymptotics of the solutions enables us to study
the conditions of «conjugation» at the point of discontinuity of the coefficients. The necessity of the conditions
of «conjugation» follows from physical considerations. The studied boundary value problems arise in the study
of vibrations of rods, beams and bridges composed of materials of different densities. The multipoint boundary
conditions defining the operator are studied. The technically difficult part of the study was successfully
completed — the indicator diagram of the equation whose roots are the eigenvalues of the operator was studied.
The asymptotics of the eigenvalues of the operator is calculated. Using the asymptotics of the eigenvalues by
the Lidsky–Sadovnichy method, the first regularized trace of the differential operator is calculated.
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