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Аннотация. В модели «инвестиции–потребления» темп роста фондовооружености представляет со-
бой разность между собственными инвестициями и темпом амортизации. Если имеется цель достиг-
нуть заданного уровня фондовооружености к фиксированному моменту времени, но собственных
инвестиций для этого недостаточно, то необходимо привлекать дополнительные средства, которые
поступают в виде финансового потока. Величина потока ограничена сверху функцией — предельной
способностью к поглощению инвестиций. Получен ответ на вопрос о том, какова минимальная вели-
чина дополнительных средств и в форме какого финансового потока они должны поступить, чтобы
поставленная цель была достигнута. Оказывается, искомый поток устроен следующим образом. Су-
ществует пара значений фондовооруженности между начальным и целевым значениями, такая, что
пока фондовооруженность меняется от меньшего к большему значению, используются только соб-
ственные инвестиции. В остальное время используются дополнительные средства в максимальном
возможном темпе. Получены формулы для вычисления указанных значений фондовооруженности,
а также формула для вычисления объема дополнительных средств.
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1. Введение

Динамика фондовооруженности в модели «инвестиции–потребление» описывается
законом (см. [1, с. 243])

ẋ = sf(x)− µx,

где x — фондовооруженность, f — производственная функция, f(x) — произведенная
в единицу времени стоимость, приходящаяся на одного работающего, 0 < s < 1 — доля
произведенной стоимости, которая возвращается в производство в виде инвестиций, µ —
коэффициент амортизации производственных фондов.

Производственная функция обладает свойствами: f > 0, f ′ > 0, f ′′ < 0,

lim
x→0

f ′(x) = +∞, lim
x→+∞

f ′(x) = 0.

Рассматривается фиксированный промежуток времени [0, T ], фондовооруженность
на момент нуль составляет величину x0.
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Пусть поставлена цель: к моменту T достигнуть фондовооруженности x1 > x0, но
собственных инвестиций для достижения этой цели не хватает — это означает, что время
достижения величиной x значения x1 по закону

ẋ = sf(x)− µx

больше T :
x1
∫

x0

dx

sf(x)− µx
> T.

Предположим, что для достижения этой цели выделены средства объема S, которые
поступают в виде финансового потока u(t), где u — кусочно-непрерывная функция,

T
∫

0

u(t) dt = S,

причем
0 6 u(t) 6 p(x(t)),

величина p(x) — предельная способность к поглощению инвестиций, предполагается, что
она непрерывно-дифференцируема. Тогда динамика фондовооруженности примет вид:

ẋ = F (x) + u,

где F (x) = sf(x)− µx.
Поставим вопрос: каков минимальный объем средств S и в виде какого финансового

потока они должны поступить, чтобы поставленная цель была достигнута?
Будем считать, что F положительна на отрезке [x0, x1] и

x̃ ∈ (x0, x1),

где x̃ — точка максимума F .
Если x̃ окажется вне интервала (x0, x1), то ответ на поставленный вопрос легко усмат-

ривается из нижеизложенного.
Отметим, что задача о наискорейшем выходе на заданный уровень фондовооружен-

ности была в упрощенной постановке изучена ранее в работе [2].

2. Задача управления

Запишем поставленную задачу как задачу теории управления:

J(u) =

T
∫

0

u(t) dt → min,

ẋ = F (x) + u,

x(0) = x0, x(T ) = x1,

b1(x, u) = u− p(x) 6 0, b2(x, u) = −u 6 0,
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время T фиксировано. Исследуем эту задачу с помощью принципа максимума Понтря-
гина. Условия оптимальности для таких задач сформулированы Болтянским [3, с. 400].
Согласно этим условиям оптимальный процесс (x, u) доставляет максимум по u функции
Понтрягина

H = ψ0u+ ψ(F (x) + u) :

max
06v6p(x(t))

H
(

ψ(t), x(t), v
)

= H
(

ψ(t), x(t), u(t)
)

(1)

(для всех, кроме, возможно, конечного числа моментов t), где ψ0 6 0 — константа, ψ —
непрерывное решение вспомогательного уравнения

ψ̇ = −
∂H

∂x
+

2
∑

i=1

ρi
∂bi

∂x
:

ψ̇ = −ψF ′(x)− ρ1p
′(x), (2)

где ρi — кусочно-непрерывные неотрицательные функции такие, что

ρi(t)bi(x(t), u(t)) ≡ 0, i = 1, 2, (3)

и для всех, кроме конечного числа, значений t, выполняется соотношение

∂

∂u

(

H(ψ(t), x(t), u(t)
)

=
∂

∂u

(

2
∑

i=1

ρi(t)bi(x(t), u(t))

)

:

ψ0 + ψ = ρ1 − ρ2; (4)

вектор (ψ0, ψ(T )) ненулевой. (5)

Следует рассмотреть два случая: ψ0 = 0, ψ0 = −1.

3. О числе переключений

а) Рассмотрим случай ψ0 = 0, из условия максимума (1) следует, что

u(t) =

{

p(x(t)), если ψ(t) > 0,
0, если ψ(t) < 0.

Из условия (5) следует, что ψ(T ) 6= 0. Если ψ(T ) > 0, то u(T ) = p(x(T )) и из (3) получаем
ρ2 = 0 для всех t, где ψ > 0. Тогда из формулы (4) получаем, что ψ = ρ1 и, подставляя
в (2), получаем

ψ̇ = −ψ(F ′(x) + p′(x)).

Поскольку ψ — решение однородного линейного уравнения, оно сохраняет знак, сле-
довательно, точки переключения управления отсутствуют:

u(t) = p(x(t)) для всех t ∈ [0, T ].

Если ψ(T ) < 0, то u(T ) = 0 и, следовательно, ρ1 = 0 на промежутке, содержащем T .
Подставляя ρ1 = 0 в (2), получаем

ψ̇ = −ψF ′(x),

и, в силу сохранения величиной ψ знака, u(t) = 0 для всех t ∈ [0, T ].
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б) Рассмотрим случай ψ0 = −1. Тогда H = −u+ψ(F (x)+u), из условия (1) получаем

u =

{

p(x), если ψ > 1,
0, если ψ < 1.

Если для всех t из некоторого промежутка u(t) < p(x(t)), то в силу (3), (2) ρ1 = 0 и
ψ̇ = −ψF ′(x).

Поскольку, в силу уравнения динамики, x монотонно возрастает и F ′ обращается в
нуль лишь в одной точке, равенство ψ = 1 может выполняться не более, чем в двух
точках и на указанном промежутке u = 0.

Пусть [α, β] — промежуток максимальной длины, на котором u = 0. Это означает,
что либо α = 0, либо α — точка переключения u, следовательно, ψ(α) = 1 (если α > 0).
Аналогично, ψ(β) = 1 (если β < T ).

Если α > 0, то из условий

ψ̇ = −ψF ′(x), ψ(α) = 1, ψ 6 1

следует, что
F ′(x(α)) > 0,

т. е. x(α) < x̃. Аналогично, x(β) > x̃.
Таким образом, управление u содержит не более двух точек переключения. Причем,

если τ — момент переключения с u = p(x) на u = 0, то x(τ) < x̃; если с u = 0 на u = p(x),
то x(τ) > x̃.

4. Нахождение точек переключения

Точки переключения определяются из условия x(T ) = x1. Величина x монотонно
возрастает, поэтому управление u является также функцией x.

Если имеется одна точка переключения с p(x) на 0 в момент τ ′, причем

x(τ ′) = x′ < x̃,

то x меняется по закону

ẋ =

{

F (x) + p(x), при 0 6 t < τ ′,

F (x), при τ ′ < t 6 T.

Тогда

T = τ ′ + (T − τ ′) =

x′

∫

x0

dx

F (x) + p(x)
+

x1
∫

x′

dx

F (x)
. (6)

Функция от x′ в правой части равенства (6) является монотонной, поэтому x′ из (6)
является монотонной, поэтому x′ из (6) определяется однозначно (в случае разрешимости
уравнения). В случае разрешимости (6) будем обозначать x1 через x′′.

Аналогично, если имеется одна точка переключения с 0 на p(x) в момент τ ′′ (x(τ ′′) =
x′′ > x), то

T =

x′′

∫

x0

dx

F (x)
+

x1
∫

x′′

dx

F (x) + p(x)
. (7)

Из (7) (в случае разрешимости) x′′ определяется однозначно. В случае разрешимо-
сти (7) переобозначим x0 через x′.
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Если имеются две точки переключения: с p(x) на 0 в момент τ ′ (x(τ ′) = x′), с 0 на
p(x) в момент τ ′′ (x(τ ′′) = x′′), то на промежутке от τ ′ до τ ′′

{

ẋ = F (x),

ψ̇ = −ψF ′(x),

причем ψ(τ ′) = ψ(τ ′′) = 1.
Данная система является гамильтоновой с функцией H = ψF (x), поэтому

ψ(τ ′)F (x(τ ′)) = ψ(τ ′′)F (x(τ ′′)).

Следовательно, F (x′) = F (x′′).
Тогда x′, x′′ однозначно определены из соотношений

T =

x′

∫

x0

dx

F (x) + p(x)
+

x′′

∫

x′

dx

F (x)
+

x1
∫

x′′

dx

F (x) + p(x)
, F (x′) = F (x′′). (8)

Запишем значение функционала

J(u) =

T
∫

0

u(t) dt =

∫

[0,T ]\[τ ′,τ ′′]

p(x(t)) dt =

∫

[x0,x1]\(x′,x′′)

p(z) dz

F (z) + p(z)
. (9)

Таким образом, установлена

Теорема. Если процесс (x, u) оптимальный, то динамика x описывается законом

ẋ =

{

F (x), при x ∈ (x′, x′′),
F (x) + p(x), при x ∈ [x0, x1] \ (x

′, x′′),

где x′, x′′ удовлетворяют одной из формула (6)–(8). Значение J(u) определяет форму-

ла (9).

Выводы. Минимальная сумма, которая обеспечит достижение фондовооруженно-
стью значения x1 к моменту T , определяется из формулы (9). При этом рост фондо-
вооруженности от значения x′ до значения x′′ обеспечивают собственные инвестиции,
в остальное время, кроме собственных инвестиций, в максимальном темпе используются
привлеченные средства.
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Abstract. In the «investment–consumption» model, the growth rate of capital-labor ratio is the difference
between own investments and the rate of depreciation. If there is a goal to achieve a given level of capital-labor
ratio by a fixed point in time, but own investment is not enough for this, it is necessary to attract additional
funds that come in the form of financial flow. The amount of flow is limited from above by the function — the
ultimate ability to absorb investments. The article provides an answer to the question of what is the minimum
amount of additional funds and in the form of what financial flow they must arrive in order for the goal to be
achieved. It turns out that the desired flow is arranged as follows. There is a pair of capital-labor ratio values
between the initial and target values such that as long as the capital-labor ratio varies from the lower to the
higher value, only own investment is used. The rest of the time, additional funds are used at the maximum
possible pace. Formulas for calculating the specified values of capital-labor ratio, as well as a formula for
calculating the amount of additional funds have been obtained.
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