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Аннотация. Приведена постановка коэффициентной обратной задачи термоупругости для конеч-
ных неоднородных тел. Для решения нелинейной обратной задачи на основе итерационного процесса
получены операторные уравнения 1-го рода в трансформантах Лапласа. Решение обратных задач
термоупругости в оригиналах, основано на обращении операторных соотношений в трансформантах
при помощи теорем операционного исчисления о свертке и дифференцирования оригинала. Рас-
смотрена процедура реконструкции термомеханических характеристик стержня, слоя, цилиндра.
Начальное приближение для итерационного процесса находят на основе двух подходов. При первом
подходе начальное приближение находят в классе положительных ограниченных линейных функ-
ций. Коэффициенты линейных функций определяют из условия минимизации функционала невязки.
Второй подход нахождения начального приближения основан на методе алгебраизации. Проведены
вычислительные эксперименты по восстановлению как монотонных, так и немонотонных функций.
Восстанавливалась одна характеристика при известных остальных. Монотонные функции восста-
навливаются лучше немонотонных. В случае реконструкции характеристик слоистых материалов
наибольшая погрешность возникала в окрестностях точек сопряжения. Процедура реконструкции
оказалась устойчива к зашумлению входной информации.
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1. Введение

Для расчета прочности элементов конструкций, находящихся в условиях высокотем-
пературного окружения, необходимо решать задачи, связанные с нахождением напря-
женно-деформированного состояния. Такие расчеты обычно проводят для однородных
материалов. Однако в настоящее время все шире применяются неоднородные материа-
лы — слоистые композиты и функционально-градиентные материалы (ФГМ). При этом
термомеханические характеристики неоднородных материалов являются функциями ко-
ординат [1] и поэтому могут быть определены только на основе аппарата коэффициент-
ных обратных задач (КОЗ).
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В настоящее время проведено много исследований по решению КОЗ теплопровод-
ности [2–6] и теории упругости [7–9]. Обычно исследование обратных задач сводится
к решению соответствующих экстремальных задач [2, 3]. Для этого вводится функцио-
нал невязки, который минимизируется в конечномерном подпространстве при помощи
градиентных методов [2].

Для некоторых материалов необходимо учитывать связанность полей и решать КОЗ
термоупругости [10, 11], которые для неоднородных материалов в настоящий момент
слабо изучены. Первоначально рассматривались обратные задачи термоупругости для
слоистых тел. Так в [10] восстанавливаются термомеханические характеристики и тол-
щина трехслойной пластины путем сведения обратной задачи термоупругости к экстре-
мальной и применении градиентного метода минимизации функционала невязки.

В монографии [12] был развит новый подход к решению КОЗ механики связанных
полей. Нелинейная обратная задача решается путем построения итерационного процесса,
на каждом этапе которого решается операторное уравнение 1-го рода, полученное на
основе слабой постановки, обобщенного соотношения взаимности и линеаризации.

Настоящая работа представляет собой обзор ранее полученных авторами результатов
по решению КОЗ термоупругости для стержня, слоя, цилиндра на основе разработанного
итерационного подхода.

2. Общая постановка КОЗ термоупругости для конечного тела

Рассмотрим неустановившиеся колебания конечного термоупругого тела [12]:

σij,j = ρüi, (1)

σij = cijkluk,l − γijθ, (2)

(kijθ,i),j = cθ̇ + T0γiju̇i,j, (3)

θ|ST
= 0, −kijθ,inj|Sq = q, (4)

ui|Su = 0, σijnj|Sσ = pi, (5)

θ(x, 0) = ui(x, 0) = u̇i(x, 0) = 0. (6)

Здесь σij — компоненты тензора напряжений, ui — компоненты вектора перемещения,
θ — приращение температуры от естественного состояния с температурой T0, cijkl —
компоненты тензора модулей упругости, ρ — плотность, cε — удельная объемная тепло-
емкость при постоянном тензоре деформации, kij — компоненты тензора коэффициента
теплопроводности, γij — компоненты тензора температурных напряжений, nj — компо-
ненты единичного вектора внешней нормали к Sσ, pi — компоненты вектора активной
механической нагрузки, приложенной к телу, q — плотность теплового потока.

Решение прямой задачи термоупругости заключается в определении функций ui(x, t)
и θ(x, t) из (1)–(6) при известных термомеханических характеристиках cijkl, ρ, cε, kij , γij .

Обратная задача состоит в определении законов изменения термомеханических ха-
рактеристик ρ, cijkl, cε, kij , γij из (1)–(6) по дополнительной информации о компонентах
вектора перемещения, измеренных на части границы тела Sσ

ui|Sσ = gi, t ∈ [T1, T2] , (7)

или информации о приращении температуры, измеренной на части границы тела Sq

θ|Sq = f, t ∈ [T3, T4] . (8)
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Применив к уравнениям (1)–(3) и граничным условиям (4), (5) преобразование Ла-
пласа по переменной t, с учетом начального условия (6), получим:

σ̃ij,j = p2ρũi, (9)

σ̃ij = cijklũk,l − γij θ̃, (10)

(kij θ̃,i),j = pcθ̃ + pT0γij ũi,j, (11)

θ̃|ST
= 0, −kij θ̃,inj|Sq = q̃, (12)

ũi|Su = 0, σ̃ijnj|Sσ = p̃i. (13)

КОЗ термоупругости является нелинейной задачей. Ее решение основано на постро-
ении итерационного процесса, операторные уравнения для которого в [12] получены на
основе слабой постановки прямой задачи в трансформантах Лапласа (9)–(13) и ее лине-
аризации. Система интегральных уравнений Фредгольма (ИУФ) 1-го рода для нахожде-

ния поправок термомеханических характеристик δρ(n−1), δc
(n−1)
ijkl , δc

(n−1)
ε , δk

(n−1)
ij , δγ

(n−1)
ij

на (n − 1)-й итерации имеет вид:

∫

V

δc
(n−1)
ijkl ũ

(n−1)
i,j ũ

(n−1)
k,l dV + p2

∫

V

δρ(n−1)
(

ũ
(n−1)
i

)2
dV

−

∫

V

δγ
(n−1)
ij ũ

(n−1)
i,j θ̃(n−1) dV = −

∫

Sσ

p̃i

(

g̃i − ũ
(n−1)
i

)

dS, (14)

∫

V

δk
(n−1)
ij θ̃

(n−1)
i θ̃

(n−1)
j dV + p

∫

V

δc(n−1)
ε

(

θ̃(n−1)
)2
dV

− pT0

∫

V

δγ
(n−1)
ij ũ

(n−1)
i,j θ̃(n−1) dV =

∫

Sq

q̃
(

f̃ − θ̃(n−1)
)

dS. (15)

3. КОЗ термоупругости для стержня

В качестве первого примера рассмотрим задачу о продольных колебаниях жестко
закрепленного на торце x = 0 неоднородного термоупругого стержня длины l и при
этом будем различать два способа возбуждения колебаний — тепловой и механический.
Начально-краевая задача при тепловом способе возбуждения колебаний имеет вид [13]:

∂Ω

∂z
= ε2ρ̄(z)

∂2U

∂τ21
, (16)

Ω = Ē(z)
∂U

∂z
− γ̄(z)W, (17)

∂

∂z

(

k̄(z)
∂W

∂z

)

= c̄(z)
∂W

∂τ1
+ δ0γ̄(z)

∂2U

∂z∂τ1
, (18)

U(0, τ1) =W (0, τ1) = 0, −k̄(1)
∂W

∂z
(1, τ1) = ωφ(τ1), Ω(1, τ1) = 0, (19)

W (z, 0) = U(z, 0) =
∂U

∂τ1
(z, 0) = 0. (20)
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Здесь z = x
l
, k̄(z) = k(zl)

k0
, c̄(z) = cε(zl)

c0
, ρ̄(z) = ρ(zl)

ρ0
, Ē(z) = E(zl)

E0
, γ̄(z) = γ(zl)

γ0
, t1 =

l2c0
k0

,

t2 = l
√

ρ0
E0

, τ1 = t
t1

, τ2 = t
t2

, W = γ0θ
E0

, U = u
l
, Ω = σx

E0
, δ0 =

γ2

0
T0

c0E0
, ω = q0γ0l

k0E0
, ε = t2

t1
,

k0 = max
x∈[0,l]

k(x), c0 = max
x∈[0,l]

cε(x), E0 = max
x∈[0,l]

E(x), ρ0 = max
x∈[0,l]

ρ(x), γ0 = max
x∈[0,l]

γ(x), δ0 —

безразмерный параметр связанности, ε — отношение характерных времен звуковых и
тепловых возмущений.

Прямая задача (16)–(20) после применения преобразования Лапласа решалась на
основе сведения к системе интегральных уравнений Фредгольма 2-го рода и обращении
трансформант на основе теории вычетов.

В обратной задаче требуется восстановить одну из механических характеристик
(Ē, ρ̄, γ̄) из (16)–(20) по информации о смещении на торце стержня z = 1:

U(1, τ2) = g(τ2), τ2 ∈ [c, d] , (21)

и одну из теплофизических характеристик (c̄, k̄, γ̄) из (16)–(20) по информации о при-
ращении температуры на торце стержня:

W (1, τ1) = f(τ1), τ1 ∈ [a, b] . (22)

Операторные уравнения в трансформантах Лапласа для нахождения поправок тер-
момеханических характеристик стержня при нагрузке φ(τ1) = H(τ1) имеют вид [13]:

1
∫

0

δĒ(n−1)

(

dŨ (n−1)

dz

)2

dz + p2
1
∫

0

δρ̄(n−1)
(

Ũ (n−1)
)2

dz

−

1
∫

0

δγ̄(n−1) dŨ
(n−1)

dz
W̃ (n−1)dz = −

1

p

(

g̃(p)− Ũ (n−1)(1, p)
)

, (23)

1
∫

0

δk̄(n−1)

(

dW (n−1)

dz

)2

dz + p

1
∫

0

δc̄(n−1)
(

W̃ (n−1)
)2

dz

+ δ0p

1
∫

0

δγ̄(n−1) dŨ
(n−1)

dz
W̃ (n−1) dz =

ω

p

(

f̃(p)− W̃ (n−1)(1, p)
)

. (24)

В случае, если требуется восстановить только одну термомеханическую характери-
стику при известных остальных, полагая в (23) и (24) равными нулю все поправки осталь-
ных характеристик, получим ИУФ 1-го рода с гладкими ядрами. Так, для нахождения
поправок δk̄(n−1)(z) на (n− 1) имеем:

p

1
∫

0

δk̄(n−1)

(

dW̃ (n−1)

dz

)2

dz = ω
(

f̃(p)− W̃ (n−1)(1, p)
)

. (25)

Решение обратных задач термоупругости в оригиналах основано на обращении опе-
раторных соотношений в трансформантах. Так, для нахождения поправок δk̄(n−1)(z) на
(n− 1) итерации имеем ИУФ 1-го рода:

1
∫

0

δk̄(n−1)R(z, τ1) dz = ω
(

f(τ1)−W (n−1)(1, τ1)
)

, τ1 ∈ [a, b], (26)
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где ядро уравнения (26) имеет вид:

R(z, τ1) =

τ1
∫

0

∂2W (n−1)(z, τ)

∂z ∂τ

∂W (n−1)(z, τ1 − τ)

∂z
dτ.

Решение уравнения (26) является некорректной задачей. Регуляризация таких урав-
нений осуществлялась на основе метода А. Н. Тихонова [14].

4. КОЗ термоупругости для слоя

В качестве второго примера рассмотрим задачу о неустановившихся колебаниях изо-
тропного неоднородного по координате x3 термоупругого слоя в условиях плоской де-
формации. Нижняя грань слоя жестко защемлена, а на верхней грани приложены меха-
нические и тепловые нагрузки.

В [12] для решения поставленной задачи к дифференциальным уравнениям и гранич-
ным условиям применяется преобразование Фурье по координате x1. Положив параметр
преобразования Фурье равным нулю, получим, что двумерная задача распадается на две
более простые одномерные задачи. На первом этапе из решения первой обратной задачи
при известной плотности определяется модуль сдвига. На втором этапе идентификации,
исходя из известных функций плотности и модуля сдвига, из решения второй обратной
задачи находятся либо одна из теплофизических характеристик (коэффициент тепло-
проводности, плотность, коэффициент температурного напряжения), либо коэффициент
Ламе.

На основе модели термоупругого слоя были проведены вычислительные эксперимен-
ты по идентификации термомеханических характеристик: а) модуля сдвига термоупру-
гого слоя при наличии зон деструкции; б) коэффициента теплопроводности кожного
покрова; в) коэффициента теплопроводности и коэффициента Ламе функционально-гра-
диентного покрытия.

5. КОЗ термоупругости для трубы

В качестве третьего примера рассмотрим задачу о радиальных колебаниях неодно-
родной трубы под действием равномерно распределенной тепловой и механической на-
грузки, приложенной на внешней границе. Начально-краевая задача при механическом
способе возбуждения колебаний имеет вид [15]:

∂Ωrr

∂ξ
+

Ωrr − Ωφφ

ξ
= ρ̄

∂2U

∂τ22
, (27)

Ωrr =
(

λ̄+ 2µ̄
) ∂U

∂ξ
+ λ̄

U

ξ
− γ̄W, Ωφφ = λ̄

∂U

∂ξ
+
(

λ̄+ 2µ̄
) U

ξ
− γ̄W, (28)

1

ξ

∂

∂ξ

(

k̄(ξ)ξ
∂W

∂ξ

)

=
1

ε
c̄(ξ)

∂W

∂τ2
+
δ0

ε
γ̄(ξ)

(

∂2U

∂ξ∂τ2
+

1

ξ

∂U

∂τ2

)

, (29)

Ωrr(ξ0, τ2) = 0, W (ξ0, τ2) = 0, (30)

Ωrr(1, τ2) = χ0ϕ(τ2), W (1, τ2) = 0, (31)

W (ξ, 0) = U(ξ, 0) =
∂U

∂τ2
(ξ, 0) = 0. (32)
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Здесь ξ = r
r2

, ξ0 = r1
r2

, U = ur

r2
, W = γ0θ

λ0
, v =

√

λ0+2µ0

ρ0
, τ1 = t

t1
, τ2 = t

t2
, t1 = r2c0

k0
, t2 = r2

v
,

δ0 =
γ2

0
T0

c0λ0
, ε = t2

t1
, Ωrr = σrr

λ0
, Ωφφ =

σφφ

λ0
, λ̄ = λ

λ0
, y0 = µ0

λ0
, µ̄ = µ

µ0
, ρ̄ = ρ

ρ0
, γ̄ = γ

γ0
, k̄ = k

k0
,

c̄ = c
c0

, χ0 =
p0
λ0

, ω0 =
q0r2γ0
k0λ0

.

Прямая задача (27)–(32) после преобразования Лапласа решалась на основе метода
пристрелки.

В обратной задаче требуется восстановить одну из термомеханических характеристик
при известных остальных из (27)–(32) по дополнительной информации о температуре
или смещении, измеренной на внешней поверхности трубы.

Операторные уравнения в трансформантах Лапласа для нахождения поправок тер-
момеханических характеристик трубы при нагрузке ψ(τ2) = H(τ2) имеют вид [15]:

1
∫

ξ0

δλ̄(n−1)

(

dŨ (n−1)

dξ
+
Ũ (n−1)

ξ

)2

ξ dξ

+ y0

1
∫

ξ0

δµ̄(n−1)





(

dŨ (n−1)

dξ

)2

+

(

Ũ (n−1)

ξ

)2


 ξ dξ + p2
1
∫

ξ0

δρ̄(n−1)
(

Ũ (n−1)
)2
ξ dξ

− δ0

1
∫

ξ0

δγ̄(n−1)

(

dŨ (n−1)

d
ξ +

Ũ (n−1)

ξ

)

W̃ (n−1)ξ dξ = −
χ0

p

(

g̃(p)− Ũ (n−1)(1, p)
)

,

(33)

∫

ξ1
0

δk̄(n−1)

(

dW̃ (n−1)

dξ

)2

ξ dξ + p

1
∫

ξ0

δc̄(n−1)
ε

(

W̃ (n−1)
)2
ξ dξ

+ δ0p

1
∫

ξ0

δγ̄(n−1)

(

dŨ (n−1)

dξ
+
Ũ (n−1)

ξ

)

W̃ (n−1)ξ dξ =
ω0

p

(

f̃(p)− W̃ (n−1)(1, p)
)

.

(34)

6. Об особенностях нахождения начального приближения

Предложены два подхода к нахождению начального приближения для итерационного
процесса реконструкции термомеханических характеристик.

При первом подходе будем искать начальное приближение в классе положительных
ограниченных линейных функций вида C1 + C2z. Способ нахождения констант C1 и C2

основан на использовании априорной информации о границах изменении термомехани-
ческих характеристик. Исходя из априорной информации, можно построить ограниче-
ния на искомые константы, которые формируют область изменения коэффициентов C1

и C2 — компактное множество в R2. Разбив эту область на сетку, из условия минимизации
соответствующего функционала на построенном компактном множестве осуществляется
подбор подходящей пары (C1, C2).

В случае теплового нагружения стержня функционал невязки имеет вид:

J1 =

b
∫

a

(

f(τ1)−W (n−1)(1, τ1)
)2

dτ1. (35)
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В случае механического нагружения стержня функционал невязки примет вид:

J2 =

d
∫

c

(

g(τ2)− U (n−1)(1, τ2)
)2

dτ2. (36)

При втором подходе будем искать приближенное решение обратной задачи в виде
разложения:

c̄(z) =
m
∑

j=1

sjz
j−1, j = 1, . . . ,m. (37)

Представим трансформанты перемещений и температуры в виде разложения по си-
стеме базисных функций, аналогично как это сделано в [12]:

W̃1(z, p) = ϕ0(z, p) +

n
∑

i=1

b̃i(p)ϕi(z), Ũ1(z, p) = φ0(z, p) +

n
∑

i=1

ãi(p)φi(z). (38)

Здесь φ0(z, p), ϕ0(z, p) — функция, удовлетворяющая неоднородным граничным услови-
ям, φi(z), ϕi(z), i = 1, . . . , n, — ортогональные функции, удовлетворяющие однородным
граничным условиям.

Подставим разложения (37), (38) в (16)–(20). Умножим уравнение (16) на φi(z), а (18)
на ϕi(z) и проинтегрируем по z от 0 до 1. Получим систему алгебраических уравнений
относительно коэффициентов разложения ãi(p), b̃i(p). Аналитическое выражение для
определителя системы, найденное в Maple, представляет собой многочлен от парамет-
ра p и неизвестных c1, . . . , cm. Для нахождения набора неизвестных коэффициентов раз-
ложения c1, . . . , cm воспользуемся дополнительной информацией (21), (22). Аппроксими-
руем дополнительную информацию, заданную таблично на информативном временном
отрезке измерения, в виде линейной комбинации экспоненциальных функций. Показате-
ли экспонент в полученном разложении находились по методу Прони, аналогично как
в [12]. По найденному набору c1, . . . , cm восстанавливается неизвестная функция c̄(z)
согласно (37).

7. Результаты вычислительных экспериментов

Проведены вычислительные эксперименты по реконструкции термомеханических ха-
рактеристик стержня, слоя, цилиндра. При этом восстанавливалась одна характеристика
при известных остальных. Выход из итерационного процесса осуществлялся по достиже-
нию функционалом невязки (35) или (36) предельного значения, равного 10−6. В рабо-
те восстанавливались как гипотетические законы неоднородности в классах степенных,
экспоненциальных и тригонометрических функций, так и законы, моделирующие мате-
риальные характеристики реальных ФГМ, созданных, например, на основе Ni− T iC.

В ходе вычислительных экспериментов выяснено, что: 1) при выборе начального при-
ближения среди констант для достижения предельного значения в (35) или (36) требо-
валось большее количество итераций, чем при выборе среди линейных функций; 2) мо-
нотонные функции восстанавливаются лучше немонотонных; 3) максимальная погреш-
ность реконструкции теплоемкости, плотности, коэффициента температурного напря-
жения возникала в окрестности торца z = 0, что связано с особенностями ядер соот-
ветствующих интегральных уравнений; 4) в случае реконструкции характеристик слои-
стых материалов наибольшая погрешность возникала в окрестностях точек сопряжения;
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6) процедура реконструкции дает удовлетворительные результаты при зашумлении вход-
ной информации; 7) метод алгебраизации позволяет находить начальное приближение
с меньшими затратами машинного времени, чем минимизация функционала невязки,
однако он обладает неустойчивостью решения к зашумлению входной информации.
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Abstract. The formulation of the coefficient inverse problem of thermoelasticity for finite inhomogeneous
bodies is given. Operator equations of the first kind in Laplace transforms are obtained to solve a nonlinear
inverse problem on the basis of an iterative process. The solution of inverse problems of thermoelasticity in the
originals is based on the inversion of operator relations in transformants using theorems of operational calculus
on the convolution and differentiation of the original. The procedure for reconstruction of thermomechanical
characteristics of a rod, layer, cylinder is considered. The initial approximation for the iterative process is
found on the basis of two approaches. In the first approach, the initial approximation is found in the class
of positive bounded linear functions. The coefficients of linear functions are determined from the condition
of minimizing the residual functional. The second approach to finding the initial approximation is based on the
method of algebraization. Computational experiments were carried out to recover both monotone and non-
monotonic functions. One characteristic was restored while the others were known. Monotonic functions are
restored better than non-monotonic ones. In the case of reconstructing the characteristics of layered materials,
the greatest error occurred in the vicinity of the points of conjugate. The reconstruction procedure turned out
to be resistant to noise in the input information.
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