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Аннотация. Рассмотрена задача деформирования слоистого прямоугольника, нижняя сторона ко-
торого жестко защемлена, на верхней стороне действует распределенная нормальная нагрузка, а бо-
ковые стороны находятся в условиях скользящей заделки. Для учета масштабных эффектов приме-
няется однопараметрическая градиентная теория упругости. Граничные условия на боковых гранях
допускают применение метода разделения переменных. Перемещения и механическая нагрузка были
разложены в ряды Фурье. Для нахождения гармоник перемещений имеем систему двух дифференци-
альных уравнений четвертого порядка. Решение системы дифференциальных уравнений основано на
введении упругого потенциала перемещений. Неизвестные константы интегрирования находят путем
удовлетворения граничных условий и условий сопряжения, записанных для гармоник перемещений.
На конкретных примерах проведены вычисления горизонтального и вертикального распределения
перемещений, моментных и полных напряжений слоистого прямоугольника. Показано отличие рас-
пределений перемещений и напряжений, найденных на основе решений задачи в классической по-
становке и в градиентной постановке. Выяснено, что полные напряжения испытывают небольшой
скачок на линии сопряжения, обусловленный тем, что согласно градиентной теории упругости на
линии сопряжения должны быть непрерывны не полные напряжения, а компоненты векторов на-
грузки. Выявлено значительное влияние увеличения масштабного параметра на изменения значений
перемещений, полных и моментных напряжений.
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1. Введение

В последние годы в связи с развитием микроэлектроники и микро-электромехани-
ческих систем, большое внимание ученых привлечено к исследованию напряженно-де-
формированного состояния (НДС) составных тел малых размеров. В таких структурах
размеры исследуемых элементов могут становиться соизмеримыми с характерными раз-
мерами микроструктуры материала и согласно экспериментальным данным [1] могут
проявляться масштабные эффекты, т. е. зависимость НДС от характерных размерных
параметров исследуемой модели. Для описания масштабных эффектов используется гра-
диентная теория упругости, в определяющие уравнения которой входят градиентные
параметры размерности длины.

c© 2022 Ватульян А. О., Нестеров С. А.
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Градиентная теория упругости (ГТУ) получила свое развитие в 60-е годы прошлого
века в работах Тупина [2] и Миндлина [3]. В модели Тупина — Миндлина плотность
энергии деформации зависит не только от деформации, но и от ее градиента. Модель
Тупина — Миндлина содержит в определяющих уравнениях 5 градиентных парамет-
ров, что затрудняет нахождение аналитического решения. Для преодоления этой труд-
ности Айфантис в [4] предложил однопараметрическую модель ГТУ. За последние 20
лет в рамках модели Айфантиса выполнено немало аналитических исследований НДС
однородных тел, как в одномерной постановке задачи, так и в двумерной. В частности
в [5, 6] были построены точные аналитические решения плоской задачи ГТУ для прямо-
угольника. В работе [7] на основе метода коллокаций Треффтца получено приближенное
аналитическое решение задачи ГТУ для прямоугольника.

Исследованию задач ГТУ для слоистых тел посвящено небольшое количество ра-
бот [8–14]. При этом исследования обычно ограничиваются одномерной постановкой за-
дачи. Так, в [9] решается задача изгиба слоистой микро-балки с частичным покрытием.
В [11] решена задача о термоупругом деформировании составного стержня. Для нахож-
дения напряжений Коши применялся асимптотический метод Вишика — Люстерника,
учитывающий наличие погранслойных решений в окрестности границ и точки сопряже-
ния стержней. В [12, 13] на основе вариационного принципа Лагранжа получены урав-
нения равновесия и граничные условия для составного цилиндра. После нахождения
радиального распределения температуры решение для радиальных перемещений пред-
ставлено в виде суммы решений задачи в классической постановке и дополнительных
погранслойных слагаемых.

В случае двумерной постановки решена плоская задача ГТУ о равновесии полосы
с покрытием, на верхней границе которого действует локализованная на небольшом от-
резке нормальная нагрузка [10, 14]. Решение проводилось с использованием интегрально-
го преобразования Фурье и его численного обращения. Проведен сравнительный анализ
НДС тел, рассчитанный в рамках классической постановки и градиентной постановки,
оценены масштабные эффекты. Однако плоская задача ГТУ для составных прямоуголь-
ных областей остается неисследованной.

В настоящей работе в рамках градиентной модели Айфантиса исследуется НДС слои-
стого прямоугольника с граничными условиями на боковых гранях, допускающими при-
менение метода разделения переменных.

2. Постановка задачи

В случае линейного изотропного материала выражение для плотности энергии де-
формации для модели Айфантиса имеет вид [4]:

w =
1

2
λεiiεjj + µεijεij + l2

(

1

2
λεii,kεjj,k + µεij,kεij,k

)

. (1)

Здесь λ и µ — параметры Ламе, εij — компоненты тензора малых деформаций, l —
градиентный параметр, имеющий размерность длины.

Вводятся определяющие соотношения для компонент тензора напряжений Коши
τij = ∂w

∂εij
, тензора моментных напряжений mijk = ∂w

∂εij,k
= l2τij,k, тензора полных на-

пряжений σij = τij − mijk,k. Математическая постановка задачи градиентной теории
упругости состоит из уравнений равновесия, записанных в полных напряжениях

σij,j = 0, (2)
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естественных статических граничных условий

mijk,knjnk = ri, τijnj −mijk,knj − (mijk,knk),j + (mijk,knjnk),sns = ti, (3)

кинематических граничных условий

ui = ūi, ui,lnl =
∂ūi

∂n
. (4)

Здесь ti, ri — компоненты векторов заданных сил на поверхности тела, ni — компоненты
единичного вектора нормали к поверхности тела в рассматриваемой точке.

В рамках плоской деформации (u1 = u1(x1, x3), u2 = 0, u3 = u3(x1, x3)) рассмотрим
равновесие двухслойного прямоугольника S = [−L,L]× [0, h], имеющего линию сопряже-
ния x3 = h1. Нижняя граница прямоугольника x3 = 0 жестко защемлена, а на верхней
границе x3 = h действует нормальная механическая нагрузка p0g(x1), x1 ∈ [−L,L]. Бо-
ковые стороны прямоугольника x1 = ±L находятся в условиях скользящей заделки.

В декартовой системе координат (x1, x3) выражения для ненулевых компонент тен-
зоров напряжений Коши, моментных и полных напряжений имеют вид [5]: τ11 =
(λ + 2µ)∂u1

∂x1
+ λ∂u3

∂x3
, τ13 = µ(∂u1

∂x3
+ ∂u3

∂x1
), τ33 = (λ + 2µ)∂u3

∂x3
+ λ∂u1

∂x1
, m111 = l2 ∂τ11

∂x1
,

m311 = m131 = l2 ∂τ13
∂x1

, m113 = l2 ∂τ11
∂x3

, m133 = m313 = l2 ∂τ13
∂x3

, m331 = l2 ∂τ33
∂x1

, m333 = l2 ∂τ33
∂x3

,

σ11 = τ11 −
∂m111

∂x1
− ∂m133

∂x3
, σ13 = τ13 −

∂m131

∂x1
− ∂m133

∂x3
, σ33 = τ33 −

∂m331

∂x1
− ∂m333

∂x3
.

Поскольку уравнения равновесия в градиентной теории упругости имеют повышен-
ный порядок дифференциальных уравнений по сравнению с классической теорией, то,
применяя вариационный принцип Лагранжа, были получены дополнительные гранич-
ные условия и условия сопряжения. В качестве дополнительных условий имеем:

1) ∂u3

∂x1
(±L, x3) = 0, r1(±L, x3) = m111(±L, x3) = 0;

2) ∂u1

∂x3
(x1, 0) =

∂u3

∂x3
(x1, 0), r1(x1, h) = m133(x1, h) = 0, r3(x1, h) = m333(x1, h) = 0;

3) непрерывность градиентов перемещений и компонентов векторов напряжений
r1 = m133, r3 = m333, t1 = τ13 −m131,1 −m133,3 −m113,1, t3 = τ33 −m331,1 −m333,3 −m313,1

на линии сопряжения x3 = h1.
Для упрощения расчетов примем градиентный параметр одинаковым для слоев пря-

моугольника, т. е. l1 = l2 = l. Тогда постановка краевой задачи о деформировании
слоистого прямоугольника примет вид:

∂σ11

∂x1
+

∂σ13

∂x3
= 0,

∂σ31

∂x1
+

∂σ33

∂x3
= 0, x1 ∈ [−L,L], x3 ∈ [0, h], (5)

u1(±L, x3) =
∂u3

∂x1
(±L, x3) = 0, (6)

{τ31 −m311,1 −m313,3 −m331,3} (±L, x3) = m111(±L, x3) = 0, x3 ∈ [0, h], (7)

u
(1)
1 (x1, 0) = u

(1)
3 (x1, 0) =

∂u
(1)
1

∂x3
(x1, 0) =

∂u
(1)
3

∂x3
(x1, 0) = 0, x1 ∈ [−L,L], (8)

t
(2)
1 (x1, h) = 0, t

(2)
3 (x1, h) = p0g(x1), r

(2)
1 (x1, h) = r

(2)
3 (x1, h) = 0, (9)

u
(1)
1 (x1, h1)= u

(2)
1 (x1, h1), u

(1)
3 (x1, h1)= u

(2)
3 (x1, h1),

∂u
(1)
1

∂x3
(x1, h1)=

∂u
(2)
1

∂x3
(x1, h1),

∂u
(1)
3

∂x3
(x1, h1) =

∂u
(2)
3

∂x3
(x1, h1),

t
(1)
1 (x1, h1) = t

(2)
1 (x1, h1), t

(1)
3 (x1, h1) = t

(2)
3 (x1, h1),

r
(1)
1 (x1, h1) = r

(2)
1 (x1, h1), r

(1)
3 (x1, h1) = r

(2)
3 (x1, h1), x1 ∈ [−L,L].

(10)
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Обезразмерим задачу (5)–(10) согласно формулам: ξ1 =
x1

h
, ξ3 = x3

h
, Ui =

ui

h
, t̄i =

ti
µ0

,

r̄i =
ri
µ0h

, Ωij =
σij

µ0
, Sij =

τij
µ0

, Mijk =
mijk

µ0h
, P = t3

µ0
, λ̄ = λ

µ0
, µ̄ = µ

µ0
, γ̄ = γ

γ0
, h̄1 =

h1

h
, α = l

h
,

η = L
h
, µ0 = maxx3∈[0,h] µ(x3).

Тогда постановка обезразмеренной задачи (5)–(10) примет вид:

∂Ω11

∂ξ1
+

∂Ω13

∂ξ3
= 0,

∂Ω31

∂ξ1
+

∂Ω33

∂ξ3
= 0, ξ1 ∈ [−η, η], ξ3 ∈ [0, 1], (11)

U1(±η, ξ3) =
∂U3

∂ξ1
(±η, ξ3) = 0, (12)

{S31 −M311,1 −M313,3 −M331,3} (±η, ξ3) = M111(±η, ξ3) = 0, ξ3 ∈ [0, 1], (13)

U
(1)
1 (ξ1, 0) = U

(1)
3 (ξ1, 0) =

∂U
(1)
1

∂ξ3
(ξ1, 0) =

∂U
(1)
3

∂ξ3
(ξ1, 0) = 0, ξ1 ∈ [−η, η], (14)

t̄
(2)
1 (ξ1, 1) = 0, t̄

(2)
3 (ξ1, 1) = P (ξ1), ξ1 ∈ [−η, η], (15)

U
(1)
1 (ξ1, h̄1)= U

(2)
1 (ξ1, h̄1), U

(1)
3 (ξ1, h̄1)= U

(2)
3 (ξ1, h̄1),

∂U
(1)
1

∂ξ3
(ξ1, h̄1)=

∂U
(2)
1

∂ξ3
(ξ1, h̄1),

∂U
(1)
3

∂ξ3
(ξ1, h̄1) =

∂U
(2)
3

∂ξ3
(ξ1, h̄1),

t̄
(1)
1 (ξ1, h̄1) = t̄

(2)
1 (ξ1, h̄1), t̄

(1)
3 (ξ1, h̄1) = t̄

(2)
3 (ξ1, h̄1),

r̄
(1)
1 (ξ1, h̄1) = r̄

(2)
1 (ξ1, h̄1), r̄

(1)
3 (ξ1, h̄1) = r̄

(2)
3 (ξ1, h̄1), ξ1 ∈ [−η, η].

(16)

3. Решение задачи

Решения задачи (11)–(16) основано на методе разделения переменных. Разложим пе-
ремещения в ряды по формулам:

U1 =
∞
∑

n=0

w1n(ξ3) sin(νnξ1), U3 =
∞
∑

n=0

w3n(ξ3) cos(νnξ1).

Тогда граничные условия на боковых сторонах прямоугольника выполняются тожде-
ственно. Будем предполагать, что нагрузка P (ξ1) — четная функция, которая допускает
представление в виде

P (ξ1) =

∞
∑

n=0

gn cos(νnξ1), где gn =
1

η

η
∫

−η

P (ξ1) cos(νnξ1) dξ1

— коэффициенты разложения.
Гармоники перемещений w1n, w3n находят из решения следующих дифференциаль-

ных уравнений:

− α2µ̄wIV
1n +

(

µ̄(1 + α2ν2n) + (λ̄+ 2µ̄)α2ν2n
)

w′′
1n − ν2n

(

λ̄+ 2µ̄
)

(1 + α2ν2n)w1n

− νn(λ̄+ µ̄)
(

(1 + α2ν2n)w
′
3n − α2w′′′

3n

)

= 0, ξ3 ∈ [0, 1], (17)

− νn(λ̄+ µ̄)
(

(1 + α2ν2n)w
′
1n − α2w′′′

1n

)

+ α2(λ̄+ 2µ̄)wIV
3n

−
(

(λ̄+ 2µ̄)(1 + α2ν2n) + µ̄α2ν2n
)

w′′
3n + µ̄ν2n(1 + α2ν2n)w3n = 0, ξ3 ∈ [0, 1]. (18)

Приведем систему (17), (18) к виду, аналогичному [10] по формулам:

R11w1n +R12w3n = 0, R21w1n +R22w3n = 0, (19)
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где

R11 = −α2µ̄
d4

dξ43
+

(

µ̄
(

1 + α2ν2n
)

+ (λ̄+ 2µ̄)α2ν2n
) d2

dξ23
− ν2n

(

λ̄+ 2µ̄
) (

1 + α2ν2n
)

,

R12 = R21 = −νn
(

λ̄+ µ̄
) d

dξ3

(

(

1 + α2ν2n
)

− α2 d2

dξ23

)

,

R22 = α2(λ̄+ 2µ̄)
d4

dξ43
−

(

(λ̄+ 2µ̄)(1 + α2ν2n) + µ̄α2ν2n
) d2

dξ23
+ µ̄ν2n(1 + α2ν2n).

Введем упругий потенциал перемещений φn(ξ3), n = 0, 1, 2, . . . , такой, что

w1n = R12φn, w3n = −R11φn. (20)

Тогда первое уравнение системы (20) удовлетворяется автоматически, а второе уравне-
ние (20) сводится к уравнению восьмого порядка относительно введенного потенциала,
характеристическое уравнение которого содержит корни второй кратности:

1) ±νn, соответствующие задачи в классической постановке при α = 0;

2) ±
√

1
α2 + ν2n, отвечающие за градиентные эффекты.

Тогда представим потенциалы для каждого слоя в виде:

φ1n = C1e
νnξ3 + C2ξ3e

νnξ3 + C3e
−νnξ3 + C4ξ3e

−νnξ3 + C5e

√

1

α2
+ν2nξ3

+ C6ξ3e

√

1

α2
+ν2nξ3 + C7e

−

√

1

α2
+ν2nξ3 + C8ξ3e

−

√

1

α2
+ν2nξ3 , (21)

φ2n = G1e
νnξ3 +G2ξ3e

νnξ3 +G3e
−νnξ3 +G4ξ3e

−νnξ3 +G5e

√

1

α2
+ν2nξ3

+G6ξ3e

√

1

α2
+ν2nξ3 +G7e

−

√

1

α2
+ν2nξ3 +G8ξ3e

−

√

1

α2
+ν2nξ3 . (22)

Неизвестные константы интегрирования находят путем удовлетворения граничных
условий и условий сопряжения, записанных для гармоник перемещений:

w
(1)
1n (0) = w

(1)
3n (0) = w′(1)

1n (0) = w′(1)
3n (0) = 0, (23)

w′′(2)
1n (1)− νnw

′(2)
3n (1) = (λ̄2 + 2µ̄2)w

′′(2)
3n (1) + λ̄2νnw

′(2)
1n (1) = 0, (24)

w
(1)
1n (h̄1) = w

(2)
1n (h̄1), w

(1)
3n (h̄1) = w

(2)
3n (h̄1), (25)

w′(1)
1n (h̄1) = w′(2)

1n (h̄1), w′(1)
3n (h̄1) = w′(2)

3n (h̄1), (26)

µ̄1(w
′′(1)
1n (h̄1)− νnw

′(1)
3n (h̄1)) = µ̄2(w

′′(2)
1n (h̄1)− νnw

′(2)
3n (h̄1)), (27)

(λ̄1 + 2µ̄1)w
′′(1)
3n (h̄1) + λ̄1νnw

′(1)
1n (h̄1) = (λ̄2 + 2µ̄2)w

′′(2)
3n (h̄1) + λ̄2νnw

′(2)
1n (h̄1), (28)

t̄
(2)
1n (1) = 0, t̄

(2)
3n (1) = gn, (29)

t̄
(1)
1n (h̄1) = t̄

(2)
1n (h̄1), t̄

(1)
3n (h̄1) = t̄

(2)
3n (h̄1). (30)

Здесь знак «штрих» обозначает производную по координате ξ3,

t̄1n = −α2µ̄w′′′
1n +

(

µ̄
(

1 + α2ν2n
)

+ α2ν2n(λ̄+ 2µ̄)
)

w′
1n

+ α2νn(λ̄+ µ̄)w′′
3n − µ̄νn

(

1 + α2ν2n
)

w3n,
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t̄3n = −α2(λ̄+ 2µ̄)w′′′
3n +

(

(λ̄+ 2µ̄)(1 + α2ν2n) + α2ν2nµ̄
)

w′

3n

− α2νn(λ̄+ µ̄)w′′
1n + λ̄νn

(

1 + α2ν2n
)

w1n.

4. Результаты вычислений

Рассмотрим результаты вычисления распределений по координатам ξ1 и ξ3 безраз-
мерных перемещений и полных напряжений двухслойного прямоугольника. В расчетах
принято:

h̄1 = 0.6, λ̄1 = 0.25, µ̄1 = 0.2, η = 2, λ̄2 = 1, µ̄2 = 0.8,

g(ξ1) =

{

1−
4ξ2

1

η2
, ξ1 ∈

[

−η
2 ,

η
2

]

,

0, ξ1 ∈
[

−η,−η
2

)

∪
(

η
2 , η

]

.

На рисунках ниже сплошной линией изображено решение задачи на основе класси-
ческой постановке при α = 0, точками — решение задачи в градиентной постановке при
α = 0.05.

На рис. 1–3 представлены распределения безразмерных функций: горизонтального
перемещения U1 (рис. 1), вертикального перемещения U3 (рис. 2), нормального напря-
жения Ω11 (рис. 3) по горизонтальной координате ξ1 (при ξ3 = 0.8) и вертикальной
координате ξ3 (при ξ1 = 1).
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a) б)

Рис. 1. График распределения безразмерного перемещения U1 по координатам: а) ξ1; б) ξ3.

На рис. 4 представлены распределения безразмерных полных напряжений: Ω33

(рис. 4а) и Ω13 (рис. 4б) по вертикальной координате ξ3 при ξ1 = 1.
Из рис. 1–4 следует, что: 1) полные напряжения испытывают небольшой скачок на

линии сопряжения, обусловленный тем, что согласно градиентной теории упругости на
линии сопряжения должны быть непрерывны не полные напряжения, а компоненты
векторов t̄1, t̄3; 2) увеличения масштабного параметра оказывает значительное влияние
на изменения значений перемещений, полных и моментных напряжений.
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Рис. 2. График распределения безразмерного перемещения U3 по координатам: а) ξ1; б) ξ3.
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Рис. 3. График распределения безразмерного перемещения Ω11 по координатам: а) ξ1; б) ξ3.
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Рис. 4. График распределения безразмерных полных напряжения по координате ξ3: а) Ω33, б) Ω13.
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SCALE-DEPENDENT DEFORMATION MODEL
OF A LAYERED RECTANGLE
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Abstract. We consider the problem of deformation of a layered rectangle, the lower side of which is rigidly
clamped, a distributed normal load acts on the upper side, and the sides are in conditions of sliding termination.
One-parameter gradient theory of elasticity is used to take into account the scale effects. The boundary
conditions on the side faces allow the use of the method of separation of variables. The displacements and
mechanical loads were decomposed into Fourier series. To find the harmonics of displacements, we have a system
of two differential equations of the fourth order. The solution of the system of differential equations is based
on the introduction of the elastic potential of displacements. The unknown integration constants are found
by satisfying the boundary conditions and the conjugation conditions written in the displacement harmonics.
Based on specific examples, the calculations of the horizontal and vertical distribution of displacements,
couple and total stresses of a layered rectangle are carried out. The difference between the distributions of
displacements and stresses found on the basis of solutions to the problem in the classical formulation and
in the gradient formulation is shown. It was found that the total stresses experience a small jump on the
conjugation line, due to the fact that, according to the gradient theory of elasticity, not the total stresses, but
the components of the load vectors, should be continuous on the conjugation line. A significant influence of
an increase in the scale parameter on changes in the values of displacements, total and couple stresses was
revealed.

Key words: gradient theory of elasticity, scale effects, layered rectangle, deformation, couple stresses,
total stresses.
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