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Аннотация. В работах автора было начато изучение особого вида ограниченности решений систем
дифференциальных уравнений, а именно, их ограниченности по Пуассону. Понятие ограниченности
по Пуассону решения обобщает классическое понятие ограниченности решения и состоит в том, что в
фазовом пространстве найдутся такой шар и на временно

′

й полуоси такая счетная система непересе-
кающихся интервалов, последовательность правых концов которых стремится к плюс бесконечности,
что решение при всех значениях времени из этих интервалов содержится в данном шаре. Далее в
работах автора на основе методов функций Ляпунова, вектор-функций Ляпунова и высших произ-
водных функций Ляпунова были получены достаточные условия различных видов ограниченности
по Пуассону всех решений. В частности, были получены достаточные условия тотальной ограничен-
ности (ограниченности при малых возмущениях) по Пуассону, частичной тотальной ограниченности
по Пуассону, а также частичной тотальной ограниченности по Пуассону решений с частично контро-
лируемыми начальными условиями. В настоящей работе автором была получена асимптотическая
или, как еще говорят, финальная характеризация понятия ограниченности по Пуассону решения, ко-
торая позволила установить связь между понятием ограниченного по Пуассону решения и понятием
осциллирующего решения. Далее в работе введены понятия тотальной осциллируемости решений,
частичной тотальной осциллируемости решений и частичной тотальной осциллируемости решений с
частично контролируемыми начальными условиями. На основе указанной выше финальной харак-
теризации понятия ограниченности по Пуассону решения, а также на основе метода вектор-функций
Ляпунова с системами сравнений в работе получены достаточные условия тотальной осциллируемо-
сти, частичной тотальной осциллируемости, а также частичной тотальной осциллируемости решений
с частично контролируемыми начальными условиями. Как следствия получены достаточные усло-
вия указанных выше видов тотальной осциллируемости решений в терминах функций Ляпунова.
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1. Введение

В работе французского астронома и математика Ж. Шази [1] было введено понятие
осциллирующего движения динамической системы и высказано предположение о воз-
можности подобных движений в задаче трех тел. Понятие осциллирующего движения

# Работа выполнена при поддержке гранта Президента Российской Федерации МК-211.2020.1.
c© 2022 Лапин К. С.



106 Лапин К. С.

в конечномерном евклидовом пространстве состоит в том, что движение не является
ограниченным, но и не стремится к бесконечности при стремлении времени к плюс бес-
конечности. В работе [2] К. А. Ситников доказал, что в задаче трех тел для модели Кол-
могорова действительно существуют осциллирующие движения. В работе А. М. Леонто-
вича [3] также было доказано существование осциллирующих движений в некоторых бил-
лиардных задачах. Кроме того, в работе В. М. Алексеева [4] осциллирующие движения
были найдены при изучении квазислучайных динамических систем. Далее в большом
цикле работ Л. Д. Пустыльникова (см., например, [5–7]) было доказано существование
осциллирующих движений в задачах, связанных с физикой высоких энергий, термодина-
микой и астрофизикой. Существование осциллирующих движений в указанных задачах
позволило дать строгие математические обоснования существования космических частиц
высоких энергий [7], второго начала термодинамики (закона возрастания энтропии) [8] и,
наконец, существования гравитационных черных дыр в космосе [9]. Указанные выше ре-
зультаты об осциллирующих движениях динамических систем говорят о том, что поиск
таких движений является очень важной и, как правило, очень трудной задачей. Поэтому
проблема разработки новых методов исследования условий существования осциллиру-
ющих движений динамических систем и, в частности, осциллирующих решений систем
дифференциальных уравнений на протяжении последних уже почти ста лет всегда была
актуальной.

С другой стороны, независимо от указанных выше работ об осциллирующих движе-
ниях в работе автора [10] было начато изучение особого вида ограниченности решений
систем дифференциальных уравнений, а именно, их ограниченности по Пуассону. Поня-
тие ограниченности по Пуассону решения обобщает классическое понятие ограниченно-
сти решения [11] и состоит в том, что в фазовом пространстве найдутся такой шар и на
временно

′

й полуоси такая счетная система непересекающихся интервалов, последователь-
ность правых концов которых стремится к плюс бесконечности, что решение при всех
значениях времени из этих интервалов содержится в данном шаре. В серии работ автора
(см., например, [10]) на основе методов функций Ляпунова, вектор-функций Ляпунова и
высших производных функций Ляпунова получены достаточные условия ограниченно-
сти по Пуассону всех решений. Кроме того, в недавних работах автора (см., например,
[12] и [13]) на основе синтеза методов вектор-функций Ляпунова и канонических областей
Красносельского, а также синтеза методов вектор-функций Ляпунова, вращений вектор-
ных полей и направляющих функций Красносельского-Перова, получены достаточные
условия существования ограниченных по Пуассону решений. Отметим теперь, что совсем
недавно автором была получена асимптотическая или, как еще говорят, финальная ха-
рактеризация понятия ограниченности по Пуассону решения (см. предложение 1 в этой
статье), которая позволила установить связь между понятиями ограниченности по Пуас-
сону и осциллируемости решений. В связи с этим возникла важная и интересная задача
получения при помощи техники исследования ограниченности по Пуассону решений,
развитой в указанных выше работах автора, новых достаточных условий существования
осциллирующих решений.

В настоящей работе введены понятия тотальной осциллируемости, частичной тоталь-
ной осциллируемости и частичной тотальной осциллируемости с частично контролируе-
мыми начальными условиями решений, которые являются специальными случаями со-
ответствующих видов тотальной ограниченности по Пуассону решений систем диффе-
ренциальных уравнений. На основе метода вектор-функций Ляпунова получены доста-
точные условия тотальной осциллируемости, частичной тотальной осциллируемости и
частичной тотальной осциллируемости с частично контролируемыми начальными усло-
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виями решений. Как следствия получены достаточные условия указанных выше видов
тотальной осциллируемости решений в терминах функций Ляпунова. Перейдем теперь
к точным определениям и формулировкам.

2. Предварительные сведения

Пусть задана произвольная система дифференциальных уравнений

dx

dt
= F (t, x), F (t, x) =

(
F1(t, x), . . . , Fn(t, x)

)T
, n > 1, (1)

где x ∈ R
n, t ∈ R

+ ≡ [0;+∞) и F : R+ × R
n → R

n — любая непрерывная функция.
Далее будем предполагать, что все решения системы (1) продолжимы на всю временну

′

ю
полуось R

+.
Далее под ‖ ·‖ будем понимать стандартную евклидову норму в R

n. Для решения
x = x(t) системы (1), проходящего через точку (t0, x0) ∈ R

+ × R
n, будем использо-

вать запись x = x(t, t0, x0). Для любого t0 ∈ R
+ множество [t0; +∞) будем обозна-

чать через R
+(t0). Любую неотрицательную возрастающую числовую последователь-

ность τ = (τi)i∈N такую, что limi→∞ τi = +∞, будем называть P-последовательностью.
Для каждой P-последовательности τ = {τi}i>1 будем через M(τ) обозначать множество⋃

∞

i=1[τ2i−1; τ2i].
Напомним сначала необходимые определения, связанные с понятием ограниченности

решения системы (1).
Далее для каждого элемента x = (x1, . . . , xn)

T ∈ R
n и любого числа 1 6 k 6 n будем

использовать обозначение y = (x1, . . . , xk)
T ∈ R

k.

Определение 1 [14]. Решение x(t, t0, x0) системы (1) называется ограниченным по

части переменных y = (x1, . . . , xk)
T , 1 6 k 6 n, или, более кратко, y-ограниченным,

если для этого решения существует число β > 0, для которого выполнено условие
‖y(t, t0, x0)‖ 6 β при всех t ∈ R

+(t0). Решение системы (1), которое не является y-ог-
раниченным, называют y-неограниченным.

При k = n, т. е. при y = x, определение 1 становится определением из работы [11]
ограниченного решения системы (1). Решение системы (1), которое не является ограни-
ченным, называют неограниченным.

Определение 2 [12]. Решение x(t, t0, x0) системы (1) называется ограниченным по

Пуассону относительно части переменных y = (x1, . . . , xk)
T , 1 6 k 6 n, или, более

кратко, y-ограниченным по Пуассону, если для этого решения существуют такие P-по-
следовательность τ = (τi)i∈N и число β > 0, что при всех t ∈ R+(t0)

⋂
M(τ) выполнено

условие ‖y(t, t0, x0)‖ 6 β. При k = n y-ограниченное по Пуассону решение системы (1)
называется ограниченным по Пуассону решением этой системы.

Легко видеть, что если решение системы (1) является y-ограниченным, то это решение
будет и y-ограниченным по Пуассону, поскольку в этом случае в качестве требуемой
P-последовательности можно взять любую P-последовательность. В частности, если
решение системы (1) является ограниченным, то это решение будет и ограниченным по
Пуассону.

Отметим, что имеется также следующее определение y-ограниченного по Пуассону
решения системы (1), которое, как показано в [13], эквивалентно определению 2.

Определение 3 [13]. Решение x(t, t0, x0) системы (1) называется y-ограниченным по

Пуассону, если для этого решения существуют такие P-последовательность ξ = (ξi)i∈N
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и число β > 0, что для каждого i ∈ N выполнено условие ‖y(ξi, t0, x0)‖ 6 β. При k = n
y-ограниченное по Пуассону решение системы (1) называется ограниченным по Пуассону

решением этой системы.
Рассмотрим теперь определения некоторых видов тотальной ограниченности всех ре-

шений системы (1). Пусть вместе с системой (1) задана еще одна система

dx

dt
= F (t, x) +H(t, x), H(t, x) = (H1(t, x), . . . ,Hn(t, x))

T , n > 1, (2)

где x ∈ R
n, t ∈ R

+ и H : R+ × R
n → R

n — любая непрерывная функция, называемая
возмущением системы (1). Далее будем предполагать, что все решения системы (2)
продолжимы на всю временну

′

ю полуось R
+.

Далее для каждого элемента x = (x1, . . . , xn)
T ∈ R

n и произвольных чисел 1 6 k 6

m 6 n будем использовать обозначения y = (x1, . . . , xk)
T ∈ R

k и z = (x1, . . . , xm)T ∈ R
m.

Определение 4 [15]. О решениях системы (1) говорят, что они тотально ограничены
по части переменных y = (x1, . . . , xk)

T , 1 6 k 6 n, с контролируемой частью начальных
условий z0 = ((x0)1, . . . , (x0)m)T , 1 6 k 6 m 6 n, или, более кратко, тотально y-огра-
ничены с z0-контролем, если для каждого числа α > 0 существуют такие числа β > 0
и γ > 0, что для любого решения x = x(t, t0, x0), t0 > 0, ‖z0‖ 6 α, любой системы (2),
удовлетворяющей неравенству ‖H(t, x)‖ 6 γ при t > 0 и x ∈ Bz,y(α, β) = {x ∈ R

n : ‖z‖ >

α, ‖y‖ 6 β}, выполнено условие ‖y(t, t0, x0)‖ < β для всех t ∈ R
+(t0).

При k < m = n определение 4 становится определением из работы [16] тотальной
y-ограниченности решений системы (1). При k = m = n определение 4 становится опре-
делением из работы [11] тотальной ограниченности решений системы (1).

Определение 5 [17]. О решениях системы (1) говорят, что они тотально y-огра-
ничены по Пуассону с z0-контролем, если для системы (1) найдется такая P-последо-
вательность τ = (τi)i∈N, и для каждого числа α > 0 существуют такие числа β > 0 и
γ > 0, что для любого решения x = x(t, t0, x0), t0 ∈ M(τ), ‖z0‖ 6 α, любой системы (2),
удовлетворяющей неравенству ‖H(t, x)‖ 6 γ при t > 0 и x ∈ Bz,y(α, β) = {x ∈ R

n | ‖z‖ >

α, ‖y‖ 6 β}, выполнено условие ‖y(t, t0, x0)‖ < β для всех t ∈ R
+(t0)

⋂
M(τ). При

k 6 m = n о решениях системы (1) говорят, что они тотально y-ограничены по Пуассону.
При k = m = n о решениях системы (1) говорят, что они тотально ограничены по

Пуассону.
Очевидно, что если решения системы (1) тотально y-ограничены с z0-контролем, то

они тотально y-ограничены по Пуассону с z0-контролем. В частности, если решения си-
стемы (1) тотально y-ограничены, то они тотально y-ограничены по Пуассону. Наконец,
если решения системы (1) тотально ограничены, то они тотально ограничены по Пуас-
сону. Кроме того, легко видеть, что без ограничения общности функцию β = β(α) из
определения 6 всегда можно считать неубывающей.

Далее, если требуется точно указать соответствующую P-последовательность τ =
(τi)i∈N, будем говорить, что решения системы (1) тотально y-ограничены по Пуассону
с z0-контролем относительно P-последовательности τ = (τi)i∈N. Аналогично будем го-
ворить и в случае тотальной y-ограниченности по Пуассону, а также в случае тотальной
ограниченности по Пуассону решений системы (1).

Напомним теперь необходимые понятия и конструкции, связанные с вектор-функ-
циями Ляпунова [18]. Пусть задана произвольная система дифференциальных уравнений

dx

dt
= X(t, x), X(t, x) =

(
X1(t, x), . . . ,Xn(t, x)

)T
, n > 1, (3)
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правая часть которой определена и непрерывна в R
+×Ω, где Ω ⊆ R

n — замкнутое связное
множество. Кроме того, пусть задана непрерывно дифференцируемая вектор-функция

V : R+ × Ω → R
l, V (t, x) =

(
V1(t, x), . . . , Vl(t, x)

)T
, l > 1.

Производная в силу системы (3) этой вектор-функции определяется равенством V̇ (t, x) =
(V̇1(t, x), . . . , V̇l(t, x))

T , где V̇i(t, x) — производная в силу системы (3) функции Vi(t, x),
1 6 i 6 l. Для векторов ξ = (ξ1, . . . , ξl)

T , η = (η1, . . . , ηl)
T ∈ R

l далее используется запись
ξ 6 η, если ξi 6 ηi для любого 1 6 i 6 l. Пусть теперь задана непрерывная вектор-функ-
ция

f : R+ × R
l → R

l, f(t, ξ) =
(
f1(t, ξ), . . . , fl(t, ξ)

)T
, l > 1.

Далее используется запись f ∈ W , если f удовлетворяет условию Важевского (см., на-
пример, [14]), которое заключается в том, что для каждого 1 6 s 6 l функция fs не
убывает по переменным ξ1, . . . , ξs−1, ξs+1, . . . , ξl, т. е. из ξi 6 ηi, 1 6 i 6 l, i 6= s, ξs = ηs
следует fs(t, ξ) 6 fs(t, η). Отметим, что при l = 1 условие f ∈ W вырождается. Далее для
любой непрерывной функции f : R+×R → R условимся считать, что f ∈ W . Непрерывно
дифференцируемая вектор-функция V : R+ × Ω → R

l и система

dξ

dt
= f(t, ξ), f ∈ W (4)

называются, соответственно, вектор-функцией Ляпунова и системой сравнения для си-

стемы (3), если для всех (t, x) ∈ R
+ × Ω выполнено следующее условие:

V̇ (t, x) 6 f(t, V (t, x)). (5)

Так как правая часть системы (4) непрерывна, то единственность решения задачи Коши
для этой системы может нарушиться. Однако, условие f ∈ W позволяет среди всех реше-
ний системы (4), проходящих через произвольную точку (t0, ξ0), выбрать верхнее реше-
ние ξ(t, t0, ξ0), т. е. решение, для которого справедливо неравенство ξ(t, t0, ξ0) 6 ξ(t, t0, ξ0)
при всех t > t0, где ξ(t, t0, ξ0) — любое решение системы (4). Из теоремы Важевского
(см., например, [14]) следует, что решение x(t, t0, x0) системы (3), вектор-функция Ля-
пунова V : R+ × Ω → R

l и верхнее решение ξ(t, t0, V (t0, x0)) системы сравнения (4) для
системы (3) связаны между собой неравенством

V (t, x(t, t0, x0) 6 ξ(t, t0, V (t0, x0)), (6)

справедливым при всех t > t0.

3. Основные результаты

Рассмотрим решение x(t, t0, x0) системы (1), для которого выполнено условие
limt→+∞ y(t, t0, x0) 6= ∞. Очевидно, что для этого решения найдется такая последова-
тельность (ti)i∈N, где limi→∞ ti = +∞, что limi→∞ y(ti, t0, x0) 6= ∞. Если воспользовать-
ся эквивалентностью определений 2 и 3, а также расписать по определению условие
limi→∞ y(ti, t0, x0) 6= ∞, то получим следующее необходимое и достаточное условие, ха-
рактеризующее асимптотическое поведение y-ограниченного по Пуассону и, в частности,
ограниченного по Пуассону решения системы (1).
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Предложение 1. Решение x(t, t0, x0) системы (1) является y-ограниченным по

Пуассону тогда и только тогда, когда limt→+∞ y(t, t0, x0) 6= ∞. В частности, реше-

ние системы (1) является ограниченным по Пуассону тогда и только тогда, когда

limt→+∞ x(t, t0, x0) 6= ∞.

Определение 6. Решение x(t, t0, x0) системы (1) будем называть y-осциллирующим,
если это решение является y-неограниченным и limt→+∞ y(t, t0, x0) 6= ∞.

При k = n определение 6 становится определением из работы [1] (см. также [5])
осциллирующего решения системы (1).

Из предложения 1 и определения 6 следует, что любое y-ограниченное по Пуассону ре-
шение системы (1) является либо y-ограниченным либо y-осциллирующим. В частности,
при k = n получаем, что любое ограниченное по Пуассону решение системы (1) является
либо ограниченным, либо осциллирующим. Из этого имеем следующее утверждение.

Предложение 2. Решение системы (1) является y-осциллирующим тогда и только

тогда, когда это решение y-ограничено по Пуассону, но y-неограничено. В частности,

решение системы (1) является осциллирующим тогда и только тогда, когда это решение

ограничено по Пуассону, но неограничено.

Введем теперь понятие тотальной y-осциллируемости с z0-контролем решений, кото-
рое является специальным случаем понятия тотальной y-ограниченности по Пуассону
с z0-контролем решений.

Определение 7. Будем говорить, что решения системы (1) тотально y-осцил-

лируют с z0-контролем, если решения этой системы тотально y-ограничены по Пуассону
с z0-контролем и, кроме того, каждое решение любой системы (2), удовлетворяющей при
t > 0 и x ∈ Bz,y(α, β) неравенству ‖H(t, x)‖ 6 γ, является y-неограниченным (здесь α,
β, γ и Bz,y(α, β) такие же, как в определении 6). При k 6 m = n будем говорить, что
решения системы (1) равномерно y-осциллируют. При k = m = n будем говорить, что
решения системы (1) равномерно осциллируют.

Далее через a, b, s, c : R+ → R
+ будем обозначать произвольные функции, обладаю-

щие следующими свойствами:
1) a и s — возрастающие функции, которые удовлетворяют условиям a(r) > 0 и

s(r) > 0 при любом r ∈ R
+;

2) b — неубывающая функция, которая удовлетворяет условию b(r) → +∞ при
r → +∞;

3) c — неубывающая функция, которая удовлетворяет условию c(r) > 0 при любом
r > 0.
Для каждого элемента ξ = (ξ1, . . . , ξl)

T ∈ R
l и любых чисел 1 6 p 6 q 6 l далее будем

использовать обозначения µ = (ξ1, . . . , ξp)
T и γ = (ξ1, . . . , ξq)

T . Кроме того, для лю-
бой P-последовательности τ = (τi)i∈N наряду с указанным выше множеством M(τ) =⋃

∞

i=1[τ2i−1; τ2i] далее будет рассматриваться еще и множество N(τ) =
⋃

∞

i=1[τ2i; τ2i+1].
Сформулируем и докажем теперь достаточное условие тотальной y-осциллируемости

с z0-контролем решений системы (1) в терминах вектор-функций Ляпунова.

Теорема 1. Пусть для системы (1) существуют P-последовательность τ = (τi)i∈N,

вектор-функция Ляпунова V : R+ × Ω → R
l, где Ω = R

n, с системой сравнения (4),
функции a, b, s, c : R+ → R

+, обладающие указанными выше свойствами 1) – 3), числа 1 6

p 6 q 6 l и непрерывно дифференцируемая положительная функция L : R+ × R
n → R,

для которых выполнены следующие условия:

1) V1(t, x) > 0, . . . , Vq(t, x) > 0 для всех (t, x) ∈ R
+ × R

n;
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2) b(‖y‖) 6
∑p

i=1 Vi(t, x) для всех (t, x) ∈ M(τ)× R
n;

3)
∑q

i=1 Vi(t, x) 6 a(‖z‖) для всех (t, x) ∈ M(τ)× R
n;

4) ‖(∂Vi/∂x)(t, x)‖ 6 Li, 1 6 i 6 l, для всех (t, y) ∈ R
+×K, где K — любое компактное

подмножество в R
k и L = (L1, . . . , Ll)

T > 0 — постоянный вектор, зависящий от K;

5) L(t, x) 6 s(‖y‖) для всех (t, x) ∈ N(τ)× R
n;

6) L̇(t, x) > c(L(t, x)) для всех (t, x) ∈ R
+ × R

n, где L̇(t, y) — производная функции

L(t, x) в силу системы (1).
Кроме того, пусть решения системы сравнения (4) для системы (1) тотально µ-огра-

ничены по Пуассону с γ0-контролем относительно P-последовательности τ = (τi)i∈N.

Тогда решения системы (1) тотально y-осциллируют с z0-контролем.

⊳ Покажем сначала, что решения системы (1) тотально y-ограничены по Пуассону
с z0-контролем. Пусть задано произвольное число α > 0. Заметим сначала, что из усло-
вий 1) и 3) теоремы следует, что для вектора V γ(t0, x0) = (V1(t0, x0), . . . , Vq(t0, x0))

T , где
(t0, x0) ∈ M(τ)× R

n и ‖z0‖ 6 α, справедливы неравенства

‖V γ(t0, x0)‖ 6

q∑

i=1

|Vi(t0, x0)| =

q∑

i=1

Vi(t0, x0) 6 a(‖z0‖) 6 a(α).

Для нахождения требуемых чисел β = β(α) и γ = γ(α) рассмотрим систему срав-
нения (4) для системы (1). Так как по условию решения системы сравнения тоталь-
но µ-ограничены по Пуассону γ0-контролем, то для числа a(α) найдутся такие числа
λ = λ(a(α)) и δ = δ(a(α)), что для произвольного решения ξ(t, t0, V (t0, x0)) любой систе-
мы ξ̇ = f(t, ξ) + h(t, ξ), где ‖h(t, ξ)‖ 6 δ при t > 0 и ξ ∈ Bγ, µ(a(α), λ), выполнено условие
‖µ(t, t0, V (t0, x0))‖ < λ для всех t ∈ R

+(t0) ∩M(τ). Пользуясь условием b(r) → +∞ при
r → +∞ и тем, что число p > 1 из условий теоремы фиксировано, выберем такое число
β = β(α), что (p·λ(a(α))) < b(β). Число γ = γ(α) определим, полагая γ = (1/‖L‖)δ(a(α)),
где постоянный вектор L выбран для компактного в R

k множества Bz,y(α, β) ∩ R
k. Рас-

смотрим теперь любую систему

dx

dt
= F (t, x) +H(t, x), (t, x) ∈ R

+ ×Bz,y(α, β), (2′)

удовлетворяющую условию ‖H(t, x)‖ 6 γ = γ(α) = (1/‖L‖)δ(a(α)). Для производной
V̇F (t,x)+H(t,x)(t, x) вектор-функции V (t, x) в силу системы (2′), пользуясь условием 4)
теоремы, имеем

V̇F (t,x)+H(t,x)(t, x) = V̇F (t,x)(t, x) + ((∂V (t, x))/(∂x)) ·H(t, x) 6 f(t, V (t, x)) + Lγ,

где ((∂V (t, x))/(∂x))·H(t, x) — умножение матрицы на вектор и Lγ — умножение вектора
на число. Так как для непрерывной вектор-функции g : R+×R

l → R
l, g(t, ξ) = f(t, ξ)+Lγ,

выполнено условие g ∈ W , то система ξ̇ = f(t, ξ) + Lγ является системой сравнения
для системы (2′). По условию решения системы сравнения ξ̇ = f(t, ξ) для системы (1)
тотально µ-ограничены по Пуассону с γ0-контролем относительно P-последовательности
τ = (τi)i∈N. Поэтому из равенства ‖Lγ‖ = δ(a(α)) получаем, что для верхнего решения
ξ(t, t0, V (t0, x0)) системы сравнения ξ̇ = f(t, ξ)+Lγ при всех t ∈ R

+(t0)
⋂

M(τ) выполнено
условие

‖µ(t, t0, V (t0, x0))‖ < λ(a(α)),

где µ(t, t0, V (t0, x0)) = (ξ1(t, t0, V (t0, x0)), . . . , ξp(t, t0, V (t0, x0))). Пользуясь условием 2)
теоремы и неравенством (6), получаем для решения x̃(t, t0, x0) системы (2′) и верхнего
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решения ξ(t, t0, V (t0, x0)) системы сравнения ξ̇ = f(t, ξ) + Lγ справедливые при всех
t ∈ R

+(t0) ∩M(τ) неравенства

b
(∥∥ỹ(t, t0, x0)

∥∥) 6
p∑

i=1

Vi

(
t, x̃(t, t0, x0)

)
6

p∑

i=1

ξi
(
t, t0, V (t0, x0)

)
,

где ỹ(t, t0, x0) = (x̃1(t, t0, x0), . . . , x̃k(t, t0, x0)). Кроме того, для всех t ∈ R
+ имеем очевид-

ные неравенства

p∑

i=1

ξi(t, t0, V (t0, x0)) 6

p∑

i=1

∣∣ ξi(t, t0, V (t0, x0))
∣∣ 6 p ·

∥∥µ(t, t0, V (t0, x0))
∥∥.

Так как p · ‖µ(t, t0, V (t0, x0))‖ 6 p · λ(a(α)) < b(β), то из указанных выше неравенств
получаем b(‖ỹ(t, t0, x0)‖) < b(β) при всех t ∈ R

+(t0) ∩ M(τ) и, следовательно, для всех
t ∈ R+(t0) ∩M(τ) имеем ‖ỹ(t, t0, x0)‖ < β, поскольку функция b(r) неубывающая. Пока-
жем теперь, что для любого решения x(t, t0, x0), t0 ∈ M(τ), ‖z0‖ 6 α, системы (2), где
‖H(t, x)‖ 6 γ(α) при t > 0 и x ∈ Bz,y(α, β), выполнено условие ‖y(t, t0, x0)‖ < β при всех
t ∈ R

+(t0) ∩M(τ). Предположим от противного, что для некоторого t1 > t0, t1 ∈ M(τ),
выполнены условия ‖y(t, t0, x0)‖ < β при t0 6 t < t1, t ∈ M(τ), и ‖y(t1, t0, x0)‖ = β1 > β.
Пусть t1 ∈ [τ2i−1; τ2i] для некоторого i > 1. Рассмотрим несколько случаев.

1) Пусть τ2i−1 < t1 6 τ2i. Тогда из непрерывности на интервале [τ2i−1; τ2i] функ-
ции ‖y(t, t0, x0)‖ по переменной t следует, что β1 = β. В этом случае решение x(t, t0, x0)
системы (2), рассматриваемое при t0 6 t 6 t1, является решением системы (2′), рассмат-
риваемым при t0 6 t 6 t1. Из этого, как было сказано выше, следует, что ‖y(t, t0, x0‖ < β
при t0 6 t 6 t1, t ∈ M(τ). В частности, получаем ‖y(t1, t0, x0)‖ < β, что противоречит
равенству ‖y(t1, t0, x0)‖ = β.

2) Пусть t1 = τ2i−1 и β1 = β. В этом случае, так же, как и в случае 1), получаем
‖y(t1, t0, x0)‖ < β, что противоречит равенству ‖y(t1, t0, x0)‖ = β.

3) Пусть t1 = τ2i−1 и β1 > β. В этом случае рассмотрим любую систему

dx

dt
= F (t, x) +H(t, x), (t, x) ∈ R

+ ×Bz,y(α, β1), (2′′)

удовлетворяющую условию ‖H(t, x)‖ 6 γ1 = γ1(α) = (1/‖L1‖)δ(a(α)), где постоянный
вектор L1 выбран для компактного в R

k множества Bz,y(α, β1) ∩ R
k. Так как β < β1

и функция b(r) неубывающая, то имеем (p · λ(a(α))) < b(β) 6 b(β1). Поэтому, если
в проведенных выше рассуждениях вместо β взять β1, то аналогично тому, как это бы-
ло сделано выше для системы (2′), получаем, что для решения x̂(t, t0, x0) системы (2′′)
при всех t ∈ R

+(t0)
⋂

M(τ) справедливо неравенство ‖ŷ(t, t0, x0)‖ < β1. Рассуждая те-
перь аналогично случаю 2), получим для решения x(t, t0, x0) системы (2) неравенство
‖y(t1, t0, x0)‖ < β1, что противоречит равенству ‖y(t1, t0, x0)‖ = β1.

Подводя итог рассмотрению случаев 1) – 3), заключаем, что сделанное выше пред-
положение от противного неверно и, следовательно, для любого решения x(t, t0, x0),
t0 ∈ M(τ), ‖z0‖ 6 α, системы (2), где ‖H(t, x)‖ 6 γ(α) при t > 0 и x ∈ Bz,y(α, β),
выполнено условие ‖y(t, t0, x0)‖ < β для всех t ∈ R

+(t0)
⋂

M(τ). Таким образом, показа-
но, что решения системы (1) тотально y-ограничены по Пуассону с z0-контролем.

Покажем теперь, что каждое решение системы (1) является y-неограниченным. Пред-
положим от противного, что при выполнении условий теоремы любое решение систе-
мы (1) является y-ограниченным, т. е. для каждого решения x(t, t0, x0) этой системы
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существует такое число β > 0, что ‖y(t, t0, x0)‖ 6 β при всех t ∈ R
+(t0). Из этого,

пользуясь условием 4) теоремы, имеем

L(t, x(t, t0, x0)) 6 s(‖y(t, t0, x0)‖) 6 s(β)

при всех t ∈ R
+(t0)∩N(τ). С другой стороны, при помощи условия 5) теоремы получаем

для всех R
+(t0) неравенство

L(t, x(t, t0, x0)) = L(t0, x0) +

t∫

t0

L̇(ξ, x(ξ, t0, x0))dξ > L(t0, x0) + c(L(t0, x0))(t− t0).

Из этого неравенства и неравенства s(β) > L(t, x(t, t0, x0)), справедливого для всех t ∈
R
+(t0)∩N(τ), следует, что s(β) > L(t0, x0)+c(L(t0, x0))(t−t0) при всех t ∈ R

+(t0)∩N(τ),
что невозможно, поскольку s(β) – фиксированное число и c(L(t0, x0)) > 0. Таким обра-
зом, предположение о том, что любое решение системы (1) является y-ограниченным
привело к противоречию и, следовательно, каждое решение этой системы является y-
неограниченным. Из этого, учитывая доказанную выше тотальную y-ограниченность по
Пуассону с z0-контролем решений системы (1), получаем, что решения системы (1) то-
тально y-осциллируют с z0-контролем. ⊲

Отметим, что если для присутствующих в формулировке теоремы 1 элементов
x ∈ R

n, y ∈ R
k и z ∈ R

m, где 1 6 k 6 m 6 n, выполнено условие k 6 m = n, то
теорема 1 становится достаточным условием тотальной y-осциллируемости решений си-
стемы (1). При k = m = n теорема 1 превращается в достаточное условие тотальной
осциллируемости решений системы (1).

Рассмотрим отдельно случай, когда в теореме 1 для вектор-функций Ляпунова бе-
рется l = 1, т. е. когда в качестве вектор-функций Ляпунова берутся функции Ляпунова.
Легко видеть, что если в рассматриваемом случае воспользоваться неравенством (5), то
получим следующее достаточное условие тотальной y-осциллируемости с z0-контролем
решений системы (1) в терминах функций Ляпунова.

Следствие 1. Пусть для системы (1) существуют такие P-последовательность

τ = (τi)i∈N, неотрицательная непрерывно дифференцируемая функция V : R+×R
n → R,

функции a, b, s, c : R+ → R
+, обладающие указанными выше свойствами 1)–3), непре-

рывно дифференцируемая положительная функция L : R+ × R
n → R и непрерывная

функция f : R+ × R → R, что выполнены следующие условия:

1) b(‖y‖) 6 V (t, x) 6 a(‖z‖) для всех (t, x) ∈ M(τ)× R
n;

2) V̇ (t, x) 6 f(t, V (t, x)) для всех (t, x) ∈ R
+ × R

n;

3) ‖(∂V/∂x)(t, x)‖ 6 M для всех (t, y) ∈ R
+ ×K, где K — любое компактное подмно-

жество в R
k и M > 0 — число, которое зависит от K;

4) L(t, x) 6 s(‖y‖) для всех (t, y) ∈ R
+ × R

n;

5) L̇(t, x) > c(L(t, x)) для всех (t, y) ∈ R
+ × R

n.

Кроме того, пусть решения уравнения ξ̇ = f(t, ξ) тотально ограничены по Пуассону

относительно P-последовательности τ = (τi)i∈N. Тогда решения системы (1) тотально

y-осциллируют с z0-контролем.

Отметим, что если для присутствующих в формулировке следствия 1 элементов
x ∈ R

n, y ∈ R
k и z ∈ R

m, где 1 6 k 6 m 6 n, выполнено условие k 6 m = n, то
следствие 1 становится достаточными условием тотальной y-осциллируемости решений
системы (1). При k = m = n следствие 1 превращается в достаточное условие тотальной
осциллируемости решений системы (1).
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Abstract. In the works of the author, the study of a special form of boundedness of solutions of systems
of differential equations, namely, their Poisson boundedness, has started. The concept of Poisson boundedness
of a solution generalizes the classical concept of boundedness of a solution and means that there is a ball in the
phase space and there is a countable system of disjoint intervals on the time semiaxis such that the sequence
of right ends of intervals tends to plus infinity and the solution for all values of time from these intervals is
contained in the ball. Further, in the author’s papers, on the basis of methods of Lyapunov functions, Lyapunov
vector functions, and higher-order derivatives of Lyapunov functions, sufficient conditions for various types of
Poisson boundedness of all solutions were obtained. In particular, sufficient conditions were obtained for total
Poisson boundedness (Poisson boundedness under small perturbations), partial total Poisson boundedness, and
also partial total Poisson boundedness of solutions with partially controlled initial conditions. In this paper,
we obtaine an asymptotic or, in other words, final characterization of the concept of Poisson boundedness of a
solution, which made it possible to establish a connection between the concept of a Poisson bounded solution
and the concept of an oscillating solution. Further, the concepts of total oscillating of solutions, partial total
oscillating of solutions, and partial total oscillating of solutions with partially controlled initial conditions are
introduced. Based on the above final characterization of the concept of Poisson boundedness of a solution, and
also on the basis of the method of Lyapunov vector functions with comparison systems, we obtain sufficient
conditions for total oscillating, partial total oscillating, and partial total oscillating of solutions with partially
controlled initial conditions. As a consequence, sufficient conditions for the above types of total oscillating of
solutions are obtained in terms of Lyapunov functions.
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