Computer-Graphik
Helmut Alt, FU Berlin

1 Einleitung

Bekanntlich wurden anfangs Computer dafiir entwickelt und eingesetzt, lange und
schwierige numerische Rechnungen durchzufiihren, danach wurde auch die nicht-
numerische elektronische Datenverarbeitung immer wichtiger. Ein- und Ausgabe
geschah schriftlich in Form von aus Buchstaben und Zahlen bestehenden Tex-
ten, Tabellen usw. In den letzten zwanzig Jahren jedoch hat die Erzeugung von
Bildern mit Hilfe des Computers, die Computer-Graphik, sehr an Bedeutung ge-
wonnen, vor allem deshalb, weil fiir viele Anwendungen eine bildliche Ausgabe fiir
den Benutzer wesentlich informativer und ausdrucksstirker ist als eine textuelle.
Zu den wichtigsten dieser Anwendungen gehéren die unter dem Begrifft CAD
( “Computer-Aided Design”) zusammengefafiten. Beim CAD geht es darum, spéter
industriell anzufertigende Objekte, wie z.B. Gebdude, Autokarosserien, Maschi-
nenteile oder elektronische Schaltkreise zunéchst mit Hilfe des Computers bildlich
zu entwerfen. (Natiirlich werden gleichzeitig auch die genauen Mafle numerisch
abgespeichert.) Dies 148t sich leichter und schneller durchfiihren als das bishe-
rige manuelle “technische Zeichnen”. Vor allem konnen Anderungen mit Hilfe
von Eingabegeriten wie Maus oder Lichtgriffel am Bild direkt innerhalb weniger
Minuten vorgenommen werden.

Weitere bedeutende Einsatzgebiete der Computer-Graphik sind die Flugsimula-
tion, die die Pilotenausbildung wesentlich vereinfacht hat, die Computerkunst,
und nicht zuletzt, die wahrscheinlich hiufigste Anwendung, die Videospiele. Fast
alle diese Anwendungen sind interaktiv, das heifit beruhen auf einem sténdigen
Austausch von Signalen zwischen Computer und Benutzer, einige davon erfordern
auch die Erzeugung bewegter Bilder (Computer-Animation).

Fertige Graphik- und CAD-Softwarepakete sind im Handel erhiltlich. In diesem
Artikel sollen nicht die Einsatzmdglichkeiten und die Eigenschaften solcher Syste-
me erldutert werden, sondern vielmehr die theoretischen Grundlagen und wich-
tigsten Algorithmen und Datenstrukturen zur Herstellung graphischer Software.
Neben physikalischen Grundlagen aus der geometrischen Optik werden dabei auch
mathematische Methoden und Erkenntnisse, insbesondere aus der darstellenden
und der analytischen Geometrie benutzt. Geeignete Algorithmen und Datenstruk-
turen werden in der algorithmischen Geometrie entwickelt, einem Teilgebiet der
theoretischen Informatik, das sich in den letzten Jahren, vor allem inspiriert durch
Computer-Graphik-Anwendungen, entwickelt hat.

Abschnitt 2 dieses Artikels wird Methoden angeben, wie man Objekte und Szenen
des dreidimensionalen Raums formal beschreibt und im Computer abspeichert.
Abschnitt 3 behandelt die Sichtbarmachung solcherart gespeicherter Szenen auf

1



2 H. Alt: Computer-Graphik

einem zweidimensionalen Ausgabemedium, wie etwa einem Bildschirm. Abschnitt
4 behandelt das Problem von Ausleuchtung und Schattierung, insbesondere auch
bei durchsichtigen und reflektierenden Objekten, wenn diese Effekte moglichst
realistisch (“photorealistisch”) erzielt werden sollen. Tafel 1 zeigt ein mit Mitteln
der Computer-Graphik erzeugtes photorealistisches Bild!.

2 Darstellung dreidimensionaler Objekte

Wir wenden uns zunichst der Frage zu, wie man eine dreidimensionale Szene,
wie z.B. die in Tafel 1 dargestellte?, im Rechner abspeichern kann.

Eine Moglichkeit ist, die auftretenden Objekte aus einer kleinen Menge leicht zu
beschreibender Objekte (“Primitive”), wie Quader, Zylinder, Pyramiden, Kegel,
Kugeln “zusammenzubauen”. Als mengentheoretische Operationen nimmt man
dabei etwa “Vereinigung”, “Durchschnitt” und “Mengendifferenz”. Dieser in der
englischsprachigen Literatur “constructive solid geometry” (CSG) genannte An-
satz ist bei technischen Anwendungen, etwa beim CAD, sehr sinnvoll, zumal er
auch Hinweise fiir die Konstruktion der Objekte gibt. Jedoch bei der Darstellung
natiirlicher Objekte, z.B. Pflanzen oder Gesichtern, oder bei kiinstlerischen An-
wendungen der Computer-Graphik reichen diese einfachen Bausteine nicht aus.
Die Form der auftretenden Oberflichen ist wesentlich komplizierter und kann
beliebig unregelmifiig werden. Solche “Freiformflichen” kénnen z.B. durch viele
kleine regelmifige Flachenstiicke approximiert werden.

Beide Ansitze sollen in diesem Kapitel vorgestellt werden.

2.1 Geometrisches Modellieren

Wie schon erwihnt, ist die Grundidee der CSG, komplizierte Objekte aus einfa-
chen Bausteinen mit Hilfe der Mengenoperationen 3

U, N, \ aufzubauen. Wir wollen uns dies an einem Beispiel veranschaulichen und
zwar an dem in Abb. 1 dargestellem Objekt.

Die folgenden Bausteine sollen verwendet werden konnen:

a) Q (U, by, Lo, 63) u c Rg; l1,0y,03 € IR

sei der Quader mit w als linkem unteren, vorderen Eckpunkt und Kanten parallel
zur x-, y- und z-Achse mit den Seitenléngen ¢, 5, /3.

b) Z(u, v, r) u,ve R re R

sei der Zylinder vom Radius r, dessen Grundflichen die Mittelpunkte u, v haben.

'Tafel 1 wurde nicht in die vorliegende Datei mit aufgenommen son-
dern befindet sich separat auf den Webseiten der Electronic Library, siehe
http://www.emis.de/monographs/schulz/alt.html.

Zsiehe die vorhergehende Fufinote.

3Fiir Mengen A, B ist definiert:

AUB:={z|zr € A oderz € B}, ANB:={yly€ A und y € B} und A\B := {z € A|z ¢ B}.
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Abbildung 1: Kurbel

Dann 148t sich die Kurbel K aus Abb. 1 z.B. wie folgt als Objekt in IR® beschrei-
ben:

S0 := Z((0,0,0),(1,0,0),7) Scheibe
Bl = Z((0,0,4),(1,0,4),1)

B2 = Z((0,0, 4),(1,0,—4),1) } Bohrungen
A = Q((O -1),20,2 ,2) Achse

T = Q((18 -9),2,2,8) Querstange
H = Z((20 0 8), (28,0, —8),1) Handgriff

Damit sind die Einzelteile definiert, das Gesamtobjekt 148t sich aus ihnen mit
mengentheoretischen Operationen aufbauen:

K:=AUTUHU((S0\ B1)\ B2).

Oft wird dies auch mit Hilfe eines “Konstruktionsbaumes” beschrieben, der fiir
unser Beispiel in Abb. 2 angegeben ist.

Fiir einige spezielle dreidimensionale Objekte, die jedoch in der Praxis hiufig
auftreten, gibt es noch einfachere Methoden des “solid modeling”. So ist z.B. ein
Translationskérper K die Teilmenge des dreidimensionalen Raumes, die iiberstri-
chen wird, wenn man eine ebene Figur F' um einen Vektor v verschiebt (siehe
Abb. 3). K 1488t sich also durch Angabe von v und F' darstellen. Dies kann man
dadurch verallgemeinern, dafl statt einer geradlinigen Bewegung entlang v eine
Bewegung entlang einer beliebigen Kurve C' méglich ist. Falls C' ein Kreis ist,
so spricht man von einem Rotationskdorper, in diesem Fall ist es aber sinnvoller,
neben dem zweidimensionalen Objekt F' die Rotationsachse a direkt anzugeben
(sieche Abb. 4).

Eine allgemeine Methode, bei der dreidimensionale Objekte jedoch nicht exakt
dargestellt, sondern nur approximiert werden, ist die Verwendung von sogenann-
ten Octrees, d.h. Bdumen, deren innere Knoten acht Nachfolger haben. Die zu-
grunde liegende Idee ist folgende:
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Abbildung 2: CSG-Konstruktionsbaum

Abbildung 3: Translationskorper
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Abbildung 4: Rotationskoérper
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Abbildung 5: Oktanden eines Wiirfels, zugehoriger Knoten eines Octrees.

Angenommen, das darzustellende Objekt K befinde sich innerhalb eines Wiirfels
W. W gilt als erste Approximation fiir K. Will man K genauer darstellen, so teilt
man W in acht Wiirfel der halben Seitenléinge, (“Oktanden”), die wie in Abb. 5
durchnumeriert, sind.

Diese Aufteilung kann man durch einen Baum mit einer Wurzel und acht Nach-
folgern darstellen, so dal die Knoten im Baum verschiedenen Teilwiirfeln ent-
sprechen. Fiir diejenigen, die einen nichtleeren Schnitt mit K haben, sind die
entsprechenden Knoten schwarz gefiirbt. Die zweite Approximation fiir K wéire
also die Vereinigung der Teilwiirfel 2,3,4,6 und 7. Nun kann man durch wieder-
holtes Anwenden dieser Methode das dreidimensionale Raster zur Darstellung
von K beliebig verfeinern, wodurch der Octree immer hher wird (siehe Abb. 6).
Effizient wird die Methode dadurch, daf§ Teilwiirfel die ganz im Innern oder ganz
aufBerhalb von K liegen nicht mehr weiter aufgespaltet werden miissen.
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Abbildung 6: Feinere Aufteilung und zugehoriger Octree.

2.2 Freiformflichen

Viele in der Computer-Graphik auftretende Objekte sind nicht regelméflig genug,
um mit den im vorherigen Abschnitt angegebenen Methoden effizient dargestellt
werden zu konnen. Dies gilt insbesondere bei der Modellierung von natirlichen
Objekten wie z.B. Gesichtern, Pflanzen, Bergen, Wolken, oder wenn eine gewisse
kiinstlerische Freiheit gewiinscht ist wie z.B. beim Design von Kleidern, Autoka-
rosserien usw. Da in der Computer-Graphik meist nur die Oberfliche dieser Ob-
jekte dargestellt werden soll, geht es also um effiziente Modellierung von Flichen
im dreidimensionalen Raum.

2.2.1 Polyederflichen

Eine naheliegende und zugleich allgemein verwendbare Art, Oberflichen darzu-
stellen besteht darin, die Fliche mit hinreichend vielen Rasterpunkten zu iiberzie-
hen und benachbarte Punkte durch gerade Linien (Kanten) zu verbinden (siehe
Abb. 7 und das Waschbecken* in Tafel 1)

Ist das Raster dicht genug, so ergibt diese Darstellung eine realistische Approxi-
mation der Oberfliche. Sogenannte Polyeder, das heifit dreidimensionale Gebilde,
deren Oberfliche wirklich durch ebene Flichen begrenzt ist (z.B. Wiirfel, Tetra-
eder), lassen sich natiirlich auf diese Weise exakt darstellen. Will man sicherstel-
len, daf ein von Kanten umrahmtes Flichenstiick (Facette) in dieser Darstellung
eben ist, so wihlt man die Kanten sinnvollerweise so, dafl man ein dreieckiges
Netz erhilt.

Ublicherweise wird eine solche polyedrische Darstellung einer Fliche im Compu-
ter so abgespeichert, dal man eine Liste aller Punkte, eine Liste aller Kanten und
eine Liste aller Facetten anlegt. Zu jedem Punkt speichert man seine Koordina-
ten ab. Auflerdem legt man Zeiger zwischen den drei Listen an, etwa von jeder

“Tafel 1 wurde nicht in die vorliegende Datei mit aufgenommen son-
dern befindet sich separat auf den Webseiten der Electronic Library, siehe
http://www.emis.de/monographs/schulz/alt.html.
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Abbildung 7: Polyederapproximation eines Ellipsoids

Kante zu ihren beiden Endpunkten und zu den beiden anliegenden Facetten und
von jeder Facette zu den drei sie begrenzenden Kanten. Dies ermoglicht es zum
Beispiel, zu einer gegebenen Facette schnell ihre Nachbarfacetten zu finden und
die ganze Oberfliche systematisch Facette fiir Facette zu durchlaufen, was fiir
viele Algorithmen der Computer-Graphik eine wichtige Teilprozedur ist.

Ein Nachteil der Polyederdarstellung von Flichen ist, dafl bei manchen Anwen-
dungen in der Computer-Graphik insbesondere, wenn die Reflexion von darauffal-
lendem Licht simuliert werden soll, sich die Facettenstruktur im Bild bemerkbar
macht. Im folgenden sollen deswegen Flichendarstellungen vorgestellt werden,
mit denen man auch “glatte” Flichen beschreiben kann.

2.2.2 Parametrisierte Darstellung von Kurven und Flichen

Die in der Mathematik iibliche Darstellung von Flichen im IR® und Kurven
im IR? oder IR? ist die sogenannte Parameterdarstellung. Fiir Kurven ist dies
eine stetige Abbildung ¢ : [0,1] — IR (oder IR?) ®°, also jede reelle Zahl ¢
aus dem Einheitsintervall [0,1] wird auf einen Punkt e(t) = (z(t),y(t), 2(t))
(oder (z(t),y(t))) abgebildet. Zum Beispiel liefert die Parametrisierung z(t) =
acos(2mt),y(t) = bsin(27t), fiir t € [0,1] in IR* die Ellipse mit dem Nullpunkt
als Mittelpunkt und den Halbachsen a,b (siche Abb. 8a). Die Parametrisierung
z(t) = cos(67t),y(t) = sin(6nt),2(t) = t liefert die in Abb. 8b dargestellte
Schraubenlinie im IR®.

Parameterdarstellungen von Fldchen sind definiert als stetige Abbildungen der
Form ¢ : [0,1] x [0,1] — IR? , d.h. jedes Paar (u,v) aus dem “Einheitsquadrat”
wird abgebildet in einen Punkt e(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)). Zum Beispiel
liefert die Parameterdarstellung

z(u,v) = wusin(27v)

®Dabei bezeichnet f : A — B eine Abbbildung von 4 in B und [0,1]:= {z € R|0 <z < 1}
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Abbildung 8: a) Ellipse b) Schraubenlinie

y(u,v) = wucos(2mv)

z(u,v) = 1/2sin(27u)

die in Abb. 9 dargestellte Fliche.

2.2.3 B-Splines

Bei Anwendungen in der Computer-Graphik werden parametrisierte Kurven und
Fldchen oft als Linearkombination einer festen Menge von sogenannten Basis-
funktionen By, ..., B, von [0,1] nach [0, 1] dargestellt. Eine Kurve dieser Art in
IR? hat also die Form

(2.2.1) ot) = >_p:Bi()

d.h. die Kurve ist durch Angabe der Koeffizienten p,,...,p, € IR? eindeutig spe-
zifiziert. Welche Eigenschaften die so darstellbaren Kurven haben, hingt natiirlich
von der Wahl der Basisfunktionen ab. Eine spezielle Menge von Basisfunktionen,
die rekursiv definiert werden, liefert als moégliche Kurven die sogenannten B-
Splines. Sie sind von groflem Interesse im CAD und sollen deswegen im folgenden
kurz beschrieben werden:

Angenommen, die Anwendung erfordert es, da§ die Kurven der Form (2.2.1)
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Abbildung 9: Parametrische Fliche
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Abbildung 10: BasisfunktionenBy(t),B1(t) und B;(t) , 2 < ¢ < n—2 fiir B-Splines
2. Ordnung. B,,_1, B, sind symmetrisch zu By, By.

“hinreichend glatt” sind, also zumindest stetig differenzierbar.® Dies wird da-

durch erreicht, dafl man eine Basis By, ..., B, auswihlt, die bereits diese Eigen-
schaft hat. Nehmen wir dazu an, daf§ das Einheitsintervall [0, 1] in n gleiche Teile
[to, t1], - - -, [tn_1, tn] mit t; = i/n fiir : = 0,1, ..., n, aufgeteilt ist. Die Basisfunk-

tionen B; haben nun die in Abb. 10 angedeutete Form. B; (2 < i < n —2) ist nur
auf dem Intervall [t; o,%;+1] von Null verschieden und hat ihr Maximum an der
Stelle (t; 1 +1%;)/2. Dort ist auch der “Einflufl” der anderen Basisfunktionen rela-
tiv gering, ohnehin haben nur B;_; und B;;; dort einen von Null verschiedenen
Wert. Dies bedeutet, daf eine Kurve der Form (2.2.1) sich fiir diesen Parame-
ter dem durch den Koeffizienten p; gegebenen Punkt im IR® nihert. Aus diesem

6Eine Funktion f heifit stetig differenzierbar, wenn die Ableitung f' existiert und stetig ist.

Livg
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Abbildung 11: B-Spline mit Stiitzpunkten

Grund bezeichnet man die Punkte p,, ..., p, auch als Stitzpunkte des B-Splines
c. Abb. 11 illustriert an einem Beispiel den Einflufl der Stiitzpunkte auf den
Verlauf der Kurve.

Verdndert man den Stiitzpunkt p,, so dndert die Kurve lokal ihren Verlauf im
Bereich zwischen p,_, und p, ;. Beim Einsatz von B-Splines etwa im CAD
ermoglicht dies dem Designer, nach Belieben die Kurve lokal zu verdndern bis
ihr Verlauf seinen Vorstellungen entspricht. Entscheidend fiir Anwendungen ist,
daf} die Kurve auch unter diesen Manipulationen immer “glatt” bleibt; statt “ste-
tig differenzierbar” 148t sich auch “k-mal stetig differenzierbar” fiir beliebiges
k € IN erreichen.Auch kann man die Kurve “zwingen”, durch einen bestimmten
Punkt p € IR? hindurchzugehen, indem man fiir das gewiinschte ¢ die Stiitzpunk-
te p; = p;y1 = P;yo = P setzt. Die Glattheit der Kurve geht dabei allerdings
an dieser Stelle verloren. Die Basisfunktionen fiir solche B-Splines k-ter Ordnung
haben eine dhnliche Form wie die in Abb. 10, sind aber auf k + 1 Teilintervallen
von Null verschieden.

Die Idee der B-Splines 18t sich leicht von Kurven in IR? auf Flichen im IR? ver-
allgemeinern. Man braucht noch nicht einmal neue Basisfunktionen zu definieren,
sondern kommt mit denjenigen fiir Kurven aus. Eine Fliche ¢ : [0,1]x[0,1] — R?
wird dargestellt in der Form

(2.2.2) c(u,v) = Y p;Bi(u)B;(v)

i=0 5=0

Die Fléche wird bestimmt durch die Koeffizienten p;; € R? 1<i,j <n, diese
bilden ein m x n-“Netz” von Stiitzpunkten in JIR*. Abbildung 12 zeigt ein Beispiel
eines solchen Netzes mit der dazugehorigen Fléche.

B-Spline-Fliachen konnen auf dhnliche Art manipuliert werden wie B-Spline-
Kurven, und sie sind daher von grofiler Bedeutung im CAD. Durch einen &hn-
lichen Ansatz werden die sogenannten Bézier-Kurven und -Fldchen definiert, die
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Abbildung 12: B-Spline-Fliche mit Stiitzpunkten

von Pierre Bézier beim Autohersteller Renault zum Design von Autokarosserien
entwickelt wurden. Auch das Waschbecken in Tafel 1 wurde mit B-Spline-Fliachen
modelliert”.

3 Wiedergabe dreidimensionaler Szenen

Hat man eine dreidimensionale Szene auf eine der im vorigen Abschnitt beschrie-
benen Arten im Computer abgespeichert, so ist das néchste wichtige Problem, wie
man sie dem Benutzer sichtbar macht. Das geschieht meist iiber einen Bildschirm,
moglicherweise auch iiber einen Plotter. Jedenfalls mufl ein zweidimensionales
Bild der dreidimensionalen Szene erzeugt werden.

Natiirlich ist diese Problematik, da sie Gegenstand von Kiinsten und Wissen-
schaften wie der Malerei, des technischen Zeichnens oder der Kartographie ist,
schon seit langer Zeit ausgiebig theoretisch untersucht worden. Die entsprechen-
de mathematische Disziplin ist die darstellende Geometrie. Algorithmisch weitaus
schwieriger als die reine Projektion einer dreidimensionalen Szene in die Bilde-
bene ist das Auffinden und Entfernen von Kanten und Flichen, die von anderen
Objekten der Szene verdeckt werden und deswegen bei der zweidimensionalen

"Tafel 1 wurde nicht in die vorliegende Datei mit aufgenommen son-
dern befindet sich separat auf den Webseiten der Electronic Library, siehe
http://www.emis.de/monographs/schulz/alt.html.
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Abbildung 13: Zentralprojektion des Dreiecks P, Py Pj

Wiedergabe nicht erscheinen sollen.

3.1 Projektionen in die Bildebene

Eine sehr gebrduchliche Abbildung des dreidimensionalen Raumes in die Bil-
debene ist die Zentralprojektion, weil ihre Abbildungseigenschaften denen des
menschlichen Auges oder einer Kamera &hnlich sind. Sie hat die Eigenschaft,
dafl niherliegende Gegenstinde grofler, weiter entfernt liegende kleiner abgebil-
det werden. Dabei werden ein Punkt im Raum, das Projektionszentrum (Aug-
punkt) und eine Ebene, die Bildebene festgelegt. Ein beliebiger Punkt P, der vom
Projektionszentrum aus gesehen im Halbraum jenseits der Bildebene liegt, wird
nun auf diese Weise abgebildet, indem man ihn durch einen Strahl (Projektions-
strahl oder Sehstrahl) mit dem Projektionspunkt verbindet. Der Schnittpunkt P’
des Projektionsstrahls mit der Bildebene ist der zu P gehorige Bildpunkt (siehe
Abb. 13).

Einfachheitshalber wihlt man das Koordinatensystem so (wie in Abb. 13 an-
gedeutet), dal die Bildebene die x-y-Ebene ist und das Projektionszentrum
im Punkt (0,0, —a) der negativen z-Achse liegt. Nun kann man mit Hilfe des
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Abbildung 14: Zentralprojektion, v Verschwindungspunkt

Strahlensatzes leicht ausrechnen, daf ein Punkt P € IR® mit den Koordinaten
(Py, Py, P,), P, > 0 auf den Punkt P’ mit Koordinaten

a

3.1.3 P = . P,
(3.1 : =
a
P = -P
y P,+a Y

abgebildet wird. Die Tatsache, da} P, im Nenner steht, bewirkt auch, dafl Ob-
jekte, die weit von der Bildebene entfernt sind, also grofle z-Koordinaten haben,
entsprechend kleiner abgebildet werden. Auch parallele Geraden g; und gy, sofern
sie nicht parallel zur z- y-Ebene sind, werden nicht wieder auf parallele Geraden
abgebildet sondern auf Geraden g}, g5, die sich immer weiter nihern je grofier
die z-Koordinate auf g, go wird. Sie beriihren sich schliefflich in einem Punkt,
dem sogenannten Verschwindungspunkt. Abb. 14 zeigt die Zentralprojektion einer
dreidimensionalen Szene.

Laft man das Projektionszentrum auf der negativen z-Achse gegen unendlich
gehen, so werden alle Sehstrahlen parallel und senkrecht zur Bildebene. Diese
Projektion heifit Parallelprojektion. Fiir a — oo entsteht aus (3.1.3) einfach

(3.1.4) P = P,
P = P,

das heif}t, diese Parallelprojektion ist einfach die Projektion auf die xz-y-Ebene.
Sind die Kanten der Objekte der Szene parallel zu den Koordinatenachsen, was
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Abbildung 15: Parallelprojektionen; a) orthogonale b) Kavaliersperspektive

bei rechtwinkligen Objekten oft einfachheitshalber so gewihlt wird, so hat die
Projektion (3.1.4) den Nachteil, dal nur eine Seite der Objekte im Bild sichtbar
wird (siehe Abb. 15a). Um einen besseren visuellen Eindruck zu erzielen wihlt
man daher oft eine schiefe Parallelprojektion bei der die Sehstrahlen nicht mehr
senkrecht auf der Bildebene stehen. Dadurch konnen Kanten in allen drei Koor-
dinatenrichtungen sichtbar werden. Die allgemeine Form dieser Projektion ist

(3.1.5) P, = P,+P,-d-cosa
P, = P,+P,-d-sina

wobei o der Winkel zwischen dem Bild der z-Richtung und der z-Richtung und
d der Faktor ist, um die Strecken in z-Richtung verkiirzt bzw. verlingert werden
(Strecken in z- oder y-Richtung bleiben gleich lang.) Hiufig benutzt wird o =
45° d = 1/2, die sogenannte Kavalierperspektive (siche Abb. 15b)

Alle Parallelprojektionen erhalten Parallelitit von Geraden, weil sie, im Gegen-
satz zur Zentralprojektion, lineare Abbildungen sind.

Um also eine im Computer abgespeicherte Szene z.B. auf dem Bildschirm gem#f
einer Projektion p der Form (3.1.3) - (3.1.5) wiederzugeben, geniigt es, alle Teile
(Punkte, Kanten, Oberflichen) mit Hilfe von p in das Bildschirmkoordinatensy-
stem abzubilden. Bei der Darstellung durch CSG geniigt es, dazu die Bilder der
Bausteine unter p zu berechnen und bei Octrees sind die einzelnen Teilwiirfel
abzubilden. Bei Polyederflichen bildet man jede Ecke und jede Kante einzeln ab,
withrend bei einer parametrisierten Fliche F', gegeben durch ¢ : [0,1]x[0, 1] — R?
man durch Verkniipfung mit p eine Abbildung ® ¢ = poc:[0,1] x [0,1] — IR?
erhilt, deren Bildmenge F' das Bild von F' unter p ist. Um es wirklich auf dem
Bildschirm zu erhalten, kann man z.B. iiber [0,1] x [0, 1] ein hinreichend feines
Raster legen und jedes Rechteck des Rasters mittels ¢’ abbilden.

8p o ¢ ist definiert durch po c(z) = p(c(x)).
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a) b) C)

Abbildung 16: a) Drahtmodell eines Quaders; b) ¢) Interpretationsméglichkeiten

3.2 Entfernung verdeckter Kanten und Flichen:
Der Tiefenpufferalgorithmus

Fiir einfache Anwendungen der Computer-Graphik geniigt es manchmal, insbe-
sondere dann, wenn die auftretenden Objekte durch Polyederflichen dargestellt
sind, alle Kanten gemé&f einer im vorigen Abschnitt behandelten Projektion ab-
zubilden. Bei diesem sogenannten Drahtmodell nimmt man also an, daf alle Teile
des Objekte sichtbar, also nicht durch andere verdeckt sind. Fiir anspruchsvollere
Bilder ist es jedoch notwendig, festzustellen, welche Teile von Kanten und Fléchen
verdeckt sind, und diese nicht erscheinen zu lassen (dieses wurde bei den Abbil-
dungen dieses Abschnitts bereits getan). Abbildung 16a) zeigt das Drahtmodell
eines Quaders, 16b) und c) zeigen zwei mogliche Interpretationen, je nachdem,
welche Kanten man als verdeckt ansieht.

Das gebrauchlichste Verfahren zum Entfernen verdeckter Kanten und Fléichen ist
der sogenannte Tiefenpufferalgorithmus, der im folgenden vorgestellt werden soll.
Wie im Abschnitt 3.1 soll angenommen werden, dafl die z-y-Ebene des dreidimen-
sionalen Raumes die Bildebene ist und das Projektionszentrum auf der negativen
z-Achse liegt (bei Parallelprojektion im Unendlichen).

Beim Tiefenpufferalgorithmus wird angenommen, dafl die Bildebene aus einzelnen
Rasterpunkten besteht, was ja bei vielen Ausgabemedien (Bildschirm, Matrix-
drucker) realistisch ist. Die Objekte der abzubildenden Szene sollen sich dadurch
unterscheiden, daf} sie verschiedene Farben oder Grauwerte haben. Der Algorith-
mus funktioniert nun so, dafy er durch jeden Rasterpunkt P der Bildebene einen
Sehstrahl vom Projektionszentrum Z aus (bei Parallelprojektion senkrecht zur
Bildebene) legt und die Schnitte dieses Strahls mit den Objekten der Szene be-
rechnet. Natiirlich mufl in P der Schnittpunkt (d.h. seine Farbe) abgebildet wer-
den, der der Bildebene an néchsten ist, alle anderen sind verdeckt (sieche Abb.17)
Dazu mu$f also der am wenigsten tiefliegende Schnittpunkt, das heift der mit der
kleinsten z-Koordinate bestimmt werden. Hat das Ausgabemedium m Raster-
punkte und die Szene n Objekte so miissen bis zu n - m Schnittpunkte getestet
werden. Die Laufzeit des Algorithmus auf einem Computer ist also proportio-
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Abbildung 17: Ein Sehstrahl beim Tiefenpufferalgorithmus.
e - Schnittpunkte, x - abzubildender Punkt.

nal zu n - m. Bei modernen hochauflésenden Bildschirmen liegt m etwa in der
Groflenordnung von einer Million, wie grof n ist, hingt von der Darstellung der
dreidimensionalen Szene ab. Bei Darstellung durch CSG oder parametrisierte
Oberflichen ist n relativ gering, bei Polyederflichen dagegen sehr hoch, da jedes
einzelne Flichenelement betrachtet werden muf. In diesem Fall ist es sinnvol-
ler, die Projektionen aller Flichenelemente auf den Bildschirm zu berechnen und
fiir jeden Rasterpunkt P die Menge der darauf abgebildeten Flichenelemente ein-
schlielich ihrer “Tiefe” (z-Koordinate) zu speichern. Am Ende wird dann jeweils
das mit geringster Tiefe wirklich abgebildet.

4 Beleuchtung

Bei vielen Anwendungen der Computer-Graphik geniigt es nicht, alle sichtbaren
Teile der Szene auf den Bildschirm zu projizieren. Um das Bild “photorealistisch”
zu machen, muf} bei der Abbildung beriicksichtigt werden, daf die Szene von einer
oder mehreren Lichtquellen beleuchtet wird, dafi Gegenstinde Schatten werfen,
und dafl es matte, glinzende, durchsichtige oder gar spiegelnde Objekte in der
Szene gibt (siehe Tafel 1)°.

9Tafel 1 wurde nicht in die vorliegende Datei mit aufgenommen son-
dern befindet sich separat auf den Webseiten der Electronic Library, siehe
http://www.emis.de/monographs/schulz/alt.html.
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4.1 Schattierungen

Gegensténde, die nicht selbst leuchten, werden nur dadurch fiir das Auge sicht-
bar, daf sie auf sie fallendes Licht (teilweise) reflektieren. Dabei unterscheidet
man zwischen diffuser Reflexion, bei der ein einfallender Lichtstrahl nach allen
Seiten reflektiert wird, und spiegelnder Reflexion, bei der er nur in einer Richtung
reflektiert wird, und zwar im gleichen Winkel zur Oberfliche, in dem er auftrifft.
Die Reflexion der meisten Oberflichen ist eine Mischung aus beiden Reflexions-
arten, wobei eine Oberfliche “matt” erscheint, wenn die diffuse und “glénzend”,
wenn die spiegelnde Reflexion iiberwiegt.

Ein relativ einfaches, in der Computer-Graphik benutztes Beleuchtungsmodell
wurde von Bui-Tuong Phong (1975) entwickelt. Dabei wird angenommen, daf§ die
in Richtung des Betrachters angegebene Lichtintensitdt I, die von einem Punkt
einer Oberfliche ausgeht, sich zusammensetzt aus Reflexion des Lichtes einer
oder mehrerer Lichtquellen nach beiden genannten Reflexionsarten, sowie aus
Reflexion einer gewissen vorhandenen Hintergrundbeleuchtung (“ambient light”).
Dieses “Streulicht” entsteht durch diffuse Reflexion an allen Gegenstédnden der
Szene. Formal haben wir also

I=1,+1;+ I

wobei [, die durch Hintergrundbeleuchtung, I; die durch diffuse und I; die durch
spiegelnde Reflexion entstandene Intensitédt ist. Die einzelnen Intensitidten be-
rechnen sich wie folgt:

Ia:ka'IHa

wobei Iy die Intensitét des Hintergrundlichtes und £,, 0 < k, < 1 der sogenannte
ambiente Reflexionskoeffizient der Oberfliche ist.

Fiir die diffuse und spiegelnde Reflexion nehmen wir eine punktférmige Lichtquel-
le an. Bei mehreren solcher Lichtquellen muf iiber alle so erhaltenen Intensititen
summiert werden. Die Intensitit durch diffuse Reflexion ist nach dem Gesetz von
Lambert proportional zum Kosinus des Winkels zwischen dem Vektor IN, der
am betrachteten Punkt senkrecht auf der Oberfliche steht (der Oberflichennor-
malen), und dem zur Lichtquelle hin zeigenden Vektor L. Wir wihlen N und
L so, daf} sie beide die Lénge 1 haben, dann entspricht besagter Kosinus ihrem
Skalarprodukt und wir erhalten

I,=1Io-(N-L)-kqg

wobei I die Intensitét der Lichtquelle, und k4, 0 < k4 < 1 der von der Oberfléche
und Wellenldnge des Lichts abhéngige diffuse Reflexionskoeffizient ist. Fiir die
spiegelnde Reflexion liefert folgender Ansatz gute Ergebnisse:

I,=ky-Ig-(A-R)°
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Abbildung 18: Lichteinfall und Reflexion an einem Oberflichenpunkt.

wobei kg, 0 < ks < 1, der spiegelnde Reflexionskoeffizient, A der Vektor vom be-
trachtenden Oberflichenpunkt zum Augpunkt und R der Vektor in Richtung des
reflektierenden Lichtstrahls ist. Beide Vektoren haben Linge 1 (siehe Abb. 18).
c ist der sogenannte Materialkoeffizient, hingt also vom Material des beleuch-
tenden Gegenstands ab. Er liegt meist zwischen 1 und 100; je grofler ¢ ist, umso
kleiner und konzentrierter ist das Spiegelbild der Lichtquelle auf der Oberfléche.
Mit diesen Formeln lassen sich nun die Lichtintensititen jedes sichtbaren Punktes
einer Szene berechnen und man erhilt damit ein entsprechend schattiertes Bild
auf dem Bildschirm. Ein dabei noch auftretendes Problem ist das von Schatten,
also Bereichen, die von der Lichtquelle aus wegen dazwischenliegender Objekte
nicht durch einen direkten Strahl erreicht werden. Diese Bereiche reflektieren
also lediglich das Hintergrundlicht nicht die Lichtquelle selbst. Da sie genau die
von der Lichtquelle aus gesehen wverdeckten Bereiche sind, lassen sie sich mit den
Methoden aus Abschnitt 3.2 bestimmen.

Die hier angegebenen Formeln sind, wie gesagt, nur ein grobes Modell der Schat-
tierung von Oberflachen. Trotzdem lassen sich schon relativ realistische Effekte
erzeugen (siehe Tafel 2)'.

Bei einem weiter verfeinerten Modell wiirde man z.B. auch die Entfernung der
Lichtquelle von den einzelnen Gegenstéinden beriicksichtigen. Im Fall, daf§ durch-
sichtige Gegenstinde auftreten (siehe Tafel 1)'' mufl auch durchfallendes Licht

0Tafeln 1 und 2 wurden nicht in die vorliegende Datei mit aufgenommen,
sondern befinden sich separat auf den Webseiten der Electronic Library, siehe
http://www.emis.de/monographs/schulz/alt.html.

HGijehe die vorhergehende Fufinote.
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unter Beriicksichtigung der physikalischen Brechungsgesetze in obige Formeln mit
eingebracht werden.

Will man statt Schwarzwei3-Bildern farbige erzeugen, so sind alle diese Berech-
nungen fiir z.B. drei Grundfarben (etwa Rot, Gelb und Blau) durchzufiihren. Die
Verschiedenheit der Reflexionskoeffizienten fiir die verschiedenen Grundfarben
liefert dann die Farbe einer Oberfléche.

4.2 Strahlverfolgung

Die Strahlverfolgungsmethode (“ray tracing”) kombiniert die bisher vorgestellten
Ideen, um méglichst realistische Bilder zu erzeugen. Wie in Abschnitt 3.2.1 wird
angenommen, daf} die Bildebene ein quadratisches Raster ist. Vom Augpunkt
Z aus wird nun ein Strahl s durch jeden Rasterpunkt P gelegt und (mit den
Methoden von 3.2) das Objekt O bestimmt, das von s zuerst getroffen wird.
(Gibt es kein solches Objekt, so erhilt P die Hintergrundintensitiit.) @ sei der
Auftreffpunkt von s auf O. Nun gibt es mehrere Moglichkeiten:

1. Ist O matt und undurchsichtig, so wird die Lichtintensitéit in ) durch die
in 4.1 beschriebenen Methoden bestimmt und P zugeordnet.

2. Ist O spiegelnd, so wird der Strahl s an der Stelle () reflektiert und weiter-
verfolgt. (Trifft er dann z.B. im Punkt @' auf ein mattes Objekt O" so wird
P die Intensitét von @', moglicherweise wegen der Spiegelung abgeschwécht,
zugeordnet: O spiegelt sich in O').

3. Ist O durchsichtig, so wird s von () aus gem#fl der physikalischen Bre-
chungsgesetze weitergeleitet.

Natiirlich kénnen auch die Fille 2 und 3, das heifit Spiegelungen und Brechungen
gleichzeitig auftreten (siche die Oberfliiche der Gliser in Tafel 1)'2. In diesem
Fall wird der Strahl s aufgespalten in einem reflektierenden Strahl s’ und einem
gebrochenen Strahl s”. Die Strahlverfolgung endet, wenn ein Strahl entweder
auf einer matten, undurchsichtigen Oberfliche, im Hintergrund oder bei einer
Lichtquelle ankommt.

Tafel 1 wurde mit Hilfe des Strahlverfolgungsverfahrens hergestellt!3. Sie zeigt,
von welch hoher Qualitdt damit erzeugte Bilder sein kénnen. Leider sind, wie
man sich aufgrund der Darstellungen in den letzten Abschnitten vorstellen kann,
diese Verfahren sehr rechenintensiv. Besonders die Herstellung eines Films, bei
der Tausende von Bildern erzeugt werden miissen, erfordert enorme Rechenzeiten,
i.e. mehrere Stunden pro Minute Film.

12Tafel 1 wurde nicht in die vorliegende Datei mit aufgenommen son-
dern befindet sich separat auf den Webseiten der Electronic Library, siehe
http://www.emis.de/monographs/schulz/alt.html.

13Gjehe die vorhergehende Fufinote.
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Bildschirm

A

Abbildung 19: Strahlverfolgung: 1,2 spiegelnde; 3 spiegelndes und durchsichtiges;
4 mattes und undurchsichtiges Objekt.
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Das Entwickeln effizienterer Methoden besonders bei Objekten mit regelmiflig
geformten Oberflichen, wie sie etwa bei der CSG (Abschnitt 2.1) auftreten, ist
unter anderen aktueller Forschungsgegenstand der Computer-Graphik.
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