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ALGUNAS NOTAS SOBRE UNA DERIVADA ALGEBRAICA
ASOCIADA AL OPERADOR Dδ

VÍCTOR M. ALMEIDA Y JOSÉ RODRÍGUEZ

Aquél que dedica su vida a sembrar

sobrevive, en sus frutos, a su propio tiempo

Abstract. In this paper some new properties related to an algebraic deriv-

ative, associated to the Riemann-Liouville’s fractional derivative Dδ and the
Mikusinski’s convolution, are shown. In the last section, and making use of

the Meller’s theorem, it is obtained an algebraic derivative associated to the
Riemann-Liouville’s generalized operator Dδ

β .

1. Introducción

En [2], V. M. Almeida, N. Castro y J. Rodŕıguez definieron la derivada algebraica

Df(t) =
−Iδ−1

δ
tf(t)

en el anillo (Cδ,+, ∗), donde ∗ representa la convolución de Mikusinski

(f ∗ g)(t) =
∫ t

0

f(t − ψ)g(ψ)dψ

y

Cδ =
{
f(t) =

∞∑
k=1

akt
kδ−1 unif. converg. en compactos de [0,∞)

}

el espacio introducido, en [1], para el desarrollo de un cálculo operacional, tipo
Mikusinski, asociado al operador

Dδf(t) = DnIn−δf(t) (n − 1 < δ ≤ n),

siendo

Iαf(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t − τ )α−1f(τ ) dτ

el operador integral fraccionaria de Riemann-Liouville.
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El operador integral Iδ fue identificado con la función
tδ−1

Γ(δ)
∈ Cδ, en el sentido

de que

Iδf(t) =
tδ−1

Γ(δ)
∗ f(t) (∀f(t) ∈ Cδ)

y usando el método de inducción

(Iδ)kf(t) =
tkδ−1

Γ(kδ)
∗ f(t) (k ∈ N).

Representando por Iδ = lδ =
tδ−1

Γ(δ)
, se denota por vδ =

1
lδ

al inverso algebraico

de lδ en Mδ, cuerpo de fracciones asociado al anillo Cδ.
Siguiendo a Mikusinski [9], se establecieron isomorfismos entre Cδ y C con sub-

conjuntos de Mδ mediante las aplicaciones

Cδ −→ M1
δ ⊂ Mδ

f ❀
lδf
lδ

y
C −→ M2

δ ⊂ Mδ

α ❀ αtδ−1

tδ−1

denominándose a los elementos [α] =
αtδ−1

tδ−1
, de Mδ , operadores numéricos.

Haciendo uso de este cálculo operacional, en [2] se demostraron las siguientes
proposiciones, las cuales ponen de manifiesto el buen comportamiento de la derivada
algebraica D sobre ciertos elementos de Mδ .

Proposición 1. Sean 1 =
tδ−1

tδ−1
el elemento unidad de Mδ , 0 =

0
tδ−1

, vδ =
1
lδ

el

inverso algebraico de lδ en Mδ, y n ∈ N. Se tiene que

1. D1 = 0.
2. Dα = 0 (siendo α cualquier operador numérico).
3. D(αp) = αDp (para todo p ∈ Mδ).
4. Dlnδ = −nln+1

δ .
5. Dvn

δ = nvn−1
δ .

6. D(1− αlδ)n = nαl2δ (1− αlδ)n−1.
7. D(vδ − α)n = n(vδ − α)n−1.

Proposición 2. Dado p ∈ Mδ, si Dp = 0 entonces p es un operador numérico.

Usando estos resultados, se resolvió, siguiendo la misma técnica que W. Kierat y
K. Skornik [6, 7], la ecuación integrodiferencial

(1.1)




−D(Dδ )2x(t) + (1 + D)Dδx(t)− ax(t) = 0,

[t1−δx(t)]t=0 = 0 (x(t) ∈ Cδ), (a ∈ C),
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transformándola en la ecuación operacional (es decir, inmersa en el cuerpo de frac-
ciones Mδ)

(1.2)
Dx(t)
x(t)

=
a − 1
vδ

− a

vδ − 1
=

lδ[lδ(1− a)− 1]
1− lδ

,

estableciéndose

Proposición 3. La función xa, solución de las ecuaciones (1.2) y (1.1), admite las
representaciones

xa = lδ(1− lδ)−a ∈ Mδ

y

xa(t) =
tδ−1

Γ(a) 1Ψ1


 (a, 1);

tδ

(δ, δ);


 ∈ Cδ,

donde 1Ψ1 representa la función hipergeométrica generalizada de Wright [10]

1Ψ1


 (a, b);

t
(c, d);


 =

∞∑
k=0

Γ(kb+ a)
Γ(kd+ c)

tk

k!
.

Además, verifica la siguiente propiedad de convolución:

Dδ

∫ t

0

(t− τ )δ−1

Γ(a) 1Ψ1


 (a, 1);

(t− τ )δ

(δ, δ);


 τ δ−1

Γ(b) 1Ψ1


 (b, 1);

τ δ

(δ, δ);


dτ

=
tδ−1

Γ(a + b) 1Ψ1


 (a+ b, 1);

tδ

(δ, δ);


 .

2. Otros resultados y ejemplos relativos a D
De forma análoga a lo realizado en [5], definiremos el operador h = exp[γ(vδ −

α)−n] y se mostrará el comportamiento de la derivada algebraica D en relación a el
mismo.

Definición 1. Sean γ, α ∈ C, n ∈ N y vδ =
1
lδ

∈ Mδ. Entonces,

(2.1) h = exp[γ(vδ − α)−n] = 1 +
γ(vδ − α)−n

1!
+

γ2(vδ − α)−2n

2!
+ . . .

donde la convergencia de la serie de operadores (2.1) es en el sentido de Mikusins-
ki [9].

El comportamiento de la derivada algebraica D, en relación al operador h viene
dada por

Proposición 4. Sea D = − Iδ−1

δ t y h = exp[γ(vδ − α)−n]. Entonces,

Dh = (−n)γ(vδ − α)−n−1 exp[γ(vδ − α)−n].
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Demostración. Por la Proposición 1, podemos escribir

Dh = D
[
1 +

γ(vδ − α)−n

1!
+

γ2(vδ − α)−2n

2!
+ . . .

]

=
(−n)γ(vδ − α)−n−1

1!
+

(−2n)γ2(vδ − α)−2n−1

2!
+ . . .

= (−n)γ(vδ − α)−n−1
[
1 +

γ(vδ − α)−n

1!
+

γ2(vδ − α)−2n

2!
+ . . .

]

= (−n)γ(vδ − α)−n−1 exp[γ(vδ − α)−n].

�

Como aplicación de esta proposición y del cálculo operacional, se pueden resolver
ecuaciones del tipo

(2.2) D(Dδ)2x(t) + (n− 1)Dδx(t) + x(t) = 0 (n ∈ N \ {0})
donde

x(t) =
∞∑

k=1

akt
kδ−1 con a1 = 0.

La ecuación (2.2) se transforma ([1, prop. 3.4]) en

D[v2δx(t)− a2Γ(2δ)] + (n − 1)vδx(t) + x(t) = 0,

que por la Proposición 1, nos lleva a

2vδ + v2δDx(t) + (n − 1)vδx(t) + x(t) = 0

o bien a la expresión equivalente

(2.3)
Dx(t)
x(t)

=
−(n+ 1)

vδ
+

−1
v2δ

.

No es complicado comprobar, en base a la Proposición 4, que elemento xn de Mδ

dado por

xn = v
−(n+1)
δ exp[v−1

δ ]

representa una solución de (2.3), la cual admite la siguiente representación como
función de Cδ:

xn(t) = ln+1
δ [1 + v−1

δ +
v−2

δ

2!
+ . . . ] = ln+1

δ + ln+2
δ +

ln+3
δ

2!
+ . . .

=
∞∑

k=0

ln+1+k
δ

k!
=

∞∑
k=0

t(n+1+k)δ−1

k! Γ[(n+ 1 + k)δ]

= t(n+1)δ−1
∞∑

k=0

(tδ)k

k! Γ[(n+ 1 + k)δ]
= t(n+1)δ−1

1Ψ1


 (1, 0);

tδ

((n + 1)δ, δ);




y es una solución de la ecuación (2.2).
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Proposición 5. La función xn verifica que, ∀k ∈ N,

(Dδ)kxn(t) = xn−k(t) (n− k > 0),

(Iδ)kxn(t) = xn+k(t).

Demostración. Es consecuencia inmediata del hecho de que el elemento lδ ∈ Mδ

represente al operador integral Iδ , y de la expresión xn = v
−(n+1)
δ exp[v−1

δ ] =
ln+1
δ exp[v−1

δ ]. �
Para finalizar esta sección demostraremos que D es una derivada algebraica, in-

cluso en el anillo de Mikusinski (C,+, ∗). Para lo que necesitaremos comprobar la
veracidad de la siguiente proposición.

Proposición 6. Dados α ∈ R+ y f, g ∈ C, se verifica que

Iα(f ∗ g)(t) = [(Iαf) ∗ g](t) = [f ∗ (Iαg)](t).

Demostración. Es suficiente con la demostración de la primera igualdad, ya que la
segunda seŕıa consecuencia de la conmutatividad de la convolución ∗. Aśı,

Iα(f ∗ g)(t) = 1
Γ(α)

∫ t

0

(t− τ )α−1
[ ∫ τ

0

f(τ − u)g(u) du
]
dτ

=
∫ τ

0

[ 1
Γ(α)

∫ t

u

(t− τ )α−1f(t − τ ) dτ
]
g(u) du

=
∫ τ

0

[ 1
Γ(α)

∫ t−u

0

(t− u− ψ)α−1f(ψ) dψ
]
g(u) du = [(Iαf) ∗ g](t).

�
Proposición 7. Para cualquier par de funciones f, g ∈ C, se tiene

(a) D(f + g)(t) = Df(t) +Dg(t).
(b) D(f ∗ g)(t) = [(Df) ∗ g](t) + [f ∗ (Dg)](t).

Demostración. La comprobación de (a) es trivial debido al carácter lineal de D
respecto a la suma.

Para demostrar (b), hemos de tener en cuenta que −tf(t) representa la derivada
algebraica de Mikusinski de la función f junto con la Proposición 6, de forma que

D(f ∗ g)(t) = −Iδ−1

δ
t(f ∗ g)(t) = Iδ−1

δ
{[(−tf) ∗ g](t) + [f ∗ (−tg)](t)}

= [(Df) ∗ g](t) + [f ∗ (Dg)](t).

�
Sin embargo, este hecho es de nula aplicabilidad dado que

Dln = −nln+1 y Dsn = nsn−1,

donde l = {1} representa el operador integral de Mikusinski y s =
1
l
el correspon-

diente operador diferencial [9]. En otras palabras, la derivada algebraica no está so-
lamente relacionada con la convolución que se esté usando, sino que está también
ı́ntimamente ligada al operador para el cual se ha desarrollado el cálculo operacional.
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3. Una derivada algebraica asociada al operador Dδ
β

En esta sección usaremos la derivada algebraica D para obtener una derivada
algebraica asociada al operador Dδ

β , el cual puede ser considerado como una gene-
ralización de Dδ . Para ello, consideramos

Teorema 1. Si T : X → X̂ es un isomorfismo entre los espacios vectoriales X
y X̂, y L̂ : X̂ → X̂ es un operador lineal en X̂ con una convolución asociada
∗̂ : X̂ × X̂ → X̂, entonces la operación x ∗ y = T −1(T x∗̂T y) es una convolución
para el operador L = T −1L̂T en X.

Este teorema, conocido como el teorema de semejanza de Meller, puede ser en-
contrado en [4].

Almeida y Rodŕıguez [3] mediante el uso de este teorema demostraron que se
pod́ıa obtener la derivada algebraica D = T −1D̂T asociada a ∗, en caso de que se
tuviese tal derivada D̂ asociada a ∗̂. Además probaron que si ∗̂ carećıa de divisores de
cero, lo que implicaŕıa que también ∗ estuviese libre de ellos, entonces el isomorfismo
T puede ser extendido a los respectivos cuerpos de fracciones M y M̂ mediante

T
(f

g

)
=

T f

T g
para todo

f

g
∈ M.

Este isomorfismo de cuerpos (de Algebras en realidad), permitió comprobar que
cuando existiese un elemento l̂ ∈ X̂ verificando Ŵ f̂ = l̂∗̂f̂ , para cualquier f̂ ∈ X̂,
siendo Ŵ el operador inverso por la derecha de L̂, también existiŕıa l = T −1(l̂) ∈ M
tal que Wf = l ∗ f , siendo W el correspondiente operador inverso por la derecha de

L; remarcando que el isomorfismo T : M → M̂ aplica s =
1
l
en ŝ =

1

l̂
.

Finalmente se estableció

Proposición 8. Son ciertas las siguientes propiedades:
1. Si D̂ŝ = 1 entonces Ds = 1.
2. Si D̂1 = 0 entonces D1 = 0.
3. Si D̂ŝn = nŝn−1 entonces Dsn = nsn−1.
4. Si D̂l̂n = −nl̂n+1 entonces Dln = −nln+1.

Pasemos a continuación a extender algunas propiedades obtenidas en [3].

Proposición 9.

1. Si D̂α̂ = 0 entonces Dα = 0 (α̂ = T (α) y α son operadores numéricos).
2. Si D̂(α̂p̂) = α̂D̂p̂ entonces D(αp) = αDp (p̂ = T (p) y p operadores cuales-

quiera).
3. Si D̂(1− α̂l̂)n = nα̂l̂2(1− α̂l̂)n−1 entonces D(1− αl)n = nαl2(1− αl)n−1.
4. Si D̂(ŝ− α̂)n = n(ŝ− α̂)n−1 entonces D(s− α)n = n(s− α)n−1.

Demostración. La demostración se convierte en un ejercicio de cálculos, al hacer
uso de la condición de isomorfismo de cuerpos de T . �

Pero además, D verifica la Proposición 2 siempre que D̂ también lo haga.
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Proposición 10. Si (D̂p̂ = 0 =⇒ p̂ es un operador numérico), entonces (Dp =
0 =⇒ p operador numérico).

Demostración. Si Dp = 0, entonces T −1D̂T p = 0 y, dado que T es un isomorfismo,
podemos concluir que D̂T p = 0, por lo que T p es un operador numérico. Por último,
no es complicado comprobar que los operadores numéricos de M están constituidos
por las imágenes inversas a través de T de los operadores numéricos de M̂. �

Apliquemos ahora estos resultados al caso concreto en que los operadores L̂ y L
sean Dδ y Dδ

β respectivamente.
Sea el operador Dδ

β = Dn
βI

n−δ
β (β > 0), (n− 1 < δ ≤ n), donde

Iα
β f(t) =

β

Γ(α)

∫ t

0

(tβ − τβ)α−1τβ−1f(τ ) dτ

es el operador integral fraccionaria generalizada de Riemann-Liouville estudiado

en [8]. Aśı mismo, denotemos Tαf(t) = f(tα) (α > 0), y Dβf(t) =
1
β
t1−β d

dt
f(t).

En [1] fue demostrado que Dδ
β = T βDδT

1
β . Si consideramos los espacios X̂ = Cδ

y

X = Cβ(δ) =
{
f(t) =

∞∑
k=1

akt
β(kδ−1) unif. conv. en compactos de [0,∞)

}
,

podemos establecer el siguiente diagrama conmutativo:

X̂ ✲
Dδ

X̂

X ✲
Dδ

β
X

❄

T
1
β

✻

T β

Como ya sabemos, de [2], la convolución para Dδ ,

(f ∗ g)(t) =
∫ ∞

0

f(t − ψ)g(ψ) dψ,

dota a X̂ de la estructura de anillo conmutativo y unitario sin divisores de cero,

y que el operador Df(t) =
−Iδ−1

δ
tf(t) constituye una derivada algebraica. Por lo

tanto, podemos definir la convolución asociada a Dδ
β como

(f ⊗ g)(t) = T β[T
1
β f ∗ T 1

β g](t) =
∫ tβ

0

f [(tβ − ψ)
1
β ]g(ψ

1
β ) dψ.
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Tal y como ya se ha mencionado,
tδ−1

Γ(δ)
se identifica con Iδ , operador inverso por

la derecha de Dδ, luego podemos identificar la función T β
( tδ−1

Γ(δ)

)
=

tβ(δ−1)

Γ(δ)
con Iδ

β,

operador inverso por la derecha de Dδ
β , en el sentido de que Iδ

βf(t) =
tβ(δ−1)

Γ(δ)
⊗f(t).

Dado que D verifica la Proposición 1, concluimos que

Dβf(t) = T βDT
1
β f(t) =

−Iδ−1
β

δ
tβf(t)

es una derivada algebraica sobre (X,+,⊗) satisfaciendo la Proposición 1, siendo

lβ =
tβ(δ−1)

Γ(δ)
y sβ =

1
lβ
.

Como quiera que lkβ = T β(lk), no es dif́ıcil probar la siguiente proposición.

Proposición 11. Sea f(t) ∈ Cβ(δ), entonces se tiene que:

(Iδ
β)

kf(t) =
tβ(kδ−1)

Γ(kδ)
⊗ f(t) (k ∈ N).

En [1], se probaron las siguientes igualdades para cualquier función f(t) ∈ Cβ(δ):

Iδ
βD

δ
βf(t) = f(t) − a1t

β(δ−1).

(Iδ
β)

m(Dδ
β)

mf(t) = f(t) −
m∑

j=1

ajt
β(jδ−1).

Estas igualdades pueden ser usadas para demostrar la siguiente proposición.

Proposición 12. Sea sβ el inverso algebraico de lβ, entonces para toda función

f(t) =
∞∑

k=1

akt
β(kδ−1). Entonces,

1. sβf(t) = Dδ
βf(t) + Γ(δ)a1.

2. sm
β f(t) = (Dδ

β)
mf(t) +

∑m
j=1 Γ(jδ)ajs

m−j
β .

Nota. En el presente cálculo operacional, los operadores numéricos vienen dados

por [α] =
αtβ(δ−1)

tβ(δ−1)
.

De igual forma a lo hecho en [2], transformamos la ecuación

(3.1)




−Dβ(Dδ
β)

2x(t) + (1 +Dβ)Dδ
βx(t)− ax(t) = 0,

[tβ(1−δ)x(t)]t=0 = 0 (x(t) ∈ Cβ(δ)), (a ∈ C),
en

(3.2)
Dβx(t)
x(t)

=
a− 1
sβ

− a

sβ − 1
=

lβ [lβ(1− a)− 1]
1− lβ

,

para obtener finalmente la solución

xa,β = sa−1
β (sβ − 1)−a = lβ(1 − lβ)−a.
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Es obvio que xa,β(t) = T βxa(t), por lo que

xa,β(t) =
tβ(δ−1)

Γ(a) 1Ψ1


 (a, 1);

tβδ

(δ, δ);


 .

Más aún, podemos identificar la expresión operacional de xa,β, es decir su expre-
sión como elemento del correspondiente cuerpo de fracciones, con la suma de una
serie en dicho cuerpo. En [3], se estableció la proposición

Proposición 13. Sea {an}n∈N una sucesión convergente, en el sentido de Miku-
sinski al operador p. Entonces {T β(an)}n∈N converge a T β(p).

Como es bien sabido, la convergencia de una serie depende de la convergencia
de su sucesión de sumas parciales asociada, por lo que la Proposición 13 es cierta
también para el caso de series.

Como la serie
∞∑

k=0

(−a

k

)
(−1)klk+1

δ converge a lδ(1− lδ)−a, [2], se concluye que la

serie
∞∑

k=0

(−a

k

)
(−1)klk+1

β

converge a lβ(1− lβ)−a = T β[lδ(1− lδ)−a]. Por lo tanto

xa,β = lβ(1− lβ)−a =
tβ(δ−1)

Γ(a)

∞∑
k=0

Γ(k + a)
Γ(kδ + δ)

tkβδ

Γ(k + 1)
.

Este último resultado nos permite enunciar y demostrar la siguiente proposición.

Proposición 14. La función xa,β(t) =
tβ(δ−1)

Γ(a) 1Ψ1


 (a, 1);

tβδ

(δ, δ);


 es una solución

de la ecuación (3.1) verificando

Dδ
β[xa,β ⊗ xb,β](t) = xa+b,β(t).

Demostración. Nuevamente hay que considerar que xa,β = lβ(1− lβ)−a y que lβ se
identifica con Iδ

β. �
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