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ABSTRACT. In this paper some new properties related to an algebraic deriv-
ative, associated to the Riemann-Liouville’s fractional derivative D? and the
Mikusinski’s convolution, are shown. In the last section, and making use of
the Meller’s theorem, it is obtained an algebraic derivative associated to the
Riemann-Liouville’s generalized operator Dg.

1. INTRODUCCION
En [2], V. M. Almeida, N. Castro y J. Rodriguez definieron la derivada algebraica

_1671

DI(t) = —5— (1)

en el anillo (Cs,+, x), donde * representa la convolucién de Mikusinski

(f *9)(t) = /0 St — ¥)g(w)dy

Cs = {f(t) = Z at® =1 unif. converg. en compactos de [0, oo)}
k=1

el espacio introducido, en [1], para el desarrollo de un cdlculo operacional, tipo
Mikusinski, asociado al operador

D°f(t) =D "I"°f(t) (n—1<d<n),

siendo
1

_— t — e () dr
g R IOT

el operador integral fraccionaria de Riemann-Liouville.

1°f(t) =
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6—1
(9

El operador integral I° fue identificado con la funcién € Cs, en el sentido

de que
s -1
I°f(t) = TG

y usando el método de induccién

«f(t)  (Vf(t) € Cs)

- tho—1
1 t) = —— t ke N).
(I F0) = fgy * I (kN
6—1 1
Representando por I? = 5 = m, se denota por vs = N al inverso algebraico
s
de I5 en My, cuerpo de fracciones asociado al anillo Cs.
Siguiendo a Mikusinski [9], se establecieron isomorfismos entre Cs y C con sub-

conjuntos de M;s mediante las aplicaciones

C(s—>M51CM5
fro il

(C—>M52CM5

Ott671
a~> $0—1
6—1

denominédndose a los elementos [a] = de M;, operadores numeéricos.

e
Haciendo uso de este cdlculo operacional, en [2] se demostraron las siguientes
proposiciones, las cuales ponen de manifiesto el buen comportamiento de la derivada

algebraica D sobre ciertos elementos de Ms.

51
Proposicién 1. Sean 1 = —— el elemento unidad de Ms, 0 = ——, vs = 1 el
t t ls
inverso algebraico de ls en Ms, yn € N. Se tiene que
1. D1=0.
2. Da=0 (siendo o cualquier operador numérico).
3. D(ap) =aDp (para todo p € M;).
4. DIp = —nipth.
5. Dv} =nvpt
6. D(1—als)” =nal2(l —als)" L.
7. D(vs —a)" =n(vs — )" L

Proposicién 2. Dado p € Ms, si Dp =0 entonces p es un operador numérico.

Usando estos resultados, se resolvié, siguiendo la misma técnica que W. Kierat y
K. Skornik [6, 7], la ecuacién integrodiferencial

~D(D*)2a(t) + (1 + D)Da(t) - ax(t) = 0,

(1.1)
[tlidx(t)]tzo =0 (Lt(t) € 05)7 (a € C)?
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transforméndola en la ecuacién operacional (es decir, inmersa en el cuerpo de frac-
ciones Ms)
Dz(t) a-1 a  lslls(1—a)—1]

1.2 = — =
( ) x(t) Vs vs — 1 1—1s ’

estableciéndose

Proposicién 3. La funcidn ., solucidn de las ecuaciones (1.2) y (1.1), admite las
representaciones

Tq = 15(1 - lg)ia € My

Y
tﬁfl (CI,, 1)a s
.’Ea(t) = — 1\:[/1 t S C&,
M| 60
donde 191 representa la funcién hipergeométrica generalizada de Wright [10]
v (a,b); (kb + a)
e (c.d): < T(kd + c) kd+c
Ademds, verifica la siguiente propiedad de convolucion:
¢ )1 (a,1); 51 (b, 1);
Dé/ 7( FT) 1\:[/1 (t—7)6 71—_‘ b 1\:[/1 ’7'6 dr
o T (5,0); N O
t(;,l (CI, + b 1)
TR 3
(@+5) (5,0);

2.  OTROS RESULTADOS Y EJEMPLOS RELATIVOS A D

De forma andloga a lo realizado en [5], definiremos el operador h = exp|[y(vs —
)~ "] y se mostrard el comportamiento de la derivada algebraica D en relacién a el
mismo.

1
Definicién 1. Sean y,a € C,n € N y vs = N € Ms. Entonces,
s

_ —-n 2 _ —2n
(21) h = exp[v(vg _ 0[)7"] =14 ’7(06 1'0é) + g (716 2'0é) N
donde la convergencia de la serie de operadores (2.1) es en el sentido de Mikusins-
ki [9].

El comportamiento de la derivada algebraica D, en relacién al operador h viene
dada por

Iéfl

Proposicién 4. Sea D = —*5—t y h = exp[y(vs — )~ "]. Entonces,

Dh = (—n)y(vs — )" exp[y(vs — ) ~"].
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Demostracion. Por la Proposiciéon 1, podemos escribir

B Y(vs —a)™™ A2 (vs — )7
Dh_D[H - T 5 +}

_ il =) (20)ys =)

v —a) " 2(vs — )~
= (—n)y(vs _a)fnfl |:1_’_ v(vs o ) + 7 (vs o )
" lexply(vs — )]

+ ...

2n

+.. ]
= (—n)y(vs — @)
O

Como aplicacién de esta proposicién y del célculo operacional, se pueden resolver
ecuaciones del tipo

(2.2) D(D°)?x(t) + (n — 1)D°z(t) + z(t) =0  (n e N\ {0})
donde
z(t) = Zaktk‘s*l con aj =0.
k=1
La ecuacién (2.2) se transforma ([1, prop. 3.4]) en

Dlvix(t) — asl'(26)] + (n — V)wsa(t) + 2(t) = 0,
que por la Proposicién 1, nos lleva a
205 + vEDx(t) + (n — Vvsz(t) +x(t) = 0
o bien a la expresiéon equivalente

Da(t) —(n+1) -1
(2.3) -t

No es complicado comprobar, en base a la Proposicién 4, que elemento x,, de M;s
dado por

—(n+1
xn:va("Jr)

-1

explvy ]

representa una solucién de (2.3), la cual admite la siguiente representacién como
funcién de Cs:

1 LY e, B
xp(t) =157 [1 4 vy +7+...]:l(’; + 17 +
o lgl+1+k & t(n+1+k)571
i  FIT[(n + 1+ k)3]
( +1)6 1 io: (té)k ( +1)§ 1 (170)’ 5
=t n - — n — 1\:[/1 t
|
=ha sl (n + 1)3, 8);

y es una solucién de la ecuacién (2.2).
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Proposicién 5. La funcién x,, verifica que, Yk € N,

(DOYra,(t) = xp_p(t) (n—k>0),

(1) (8) = i (8):
Demostracion. Es consecuencia inmediata del hecho de que el elemento l5 € M;
represente al operador integral I, y de la expresién z, = vg("ﬂ) exp[vgl] =
13+ explug '] O

Para finalizar esta seccién demostraremos que D es una derivada algebraica, in-
cluso en el anillo de Mikusinski (C, +, ). Para lo que necesitaremos comprobar la
veracidad de la siguiente proposicién.

Proposicién 6. Dados o € RT y f,g € C, se verifica que
I%(f * g)(t) = [(If) = gl(t) = [f * (I%g)](t).

Demostracion. Es suficiente con la demostracién de la primera igualdad, ya que la
segunda seria consecuencia de la conmutatividad de la convolucién . Asi,

90 = s [ = [ [ - gt ) dn

_ /0 [ﬁ /: ()" (¢~ 7) dr | g(uw) du
e [ o i@ a)st du= (20 <0,

Proposiciéon 7. Para cualquier par de funciones f,g € C, se tiene

(a) D(f +9)(t) = Df(t) + Dy(t).

(b) D(f +g)(t) = [(Df) * gl(t) + [f * (Dg)](t)-
Demostracion. La comprobacién de (a) es trivial debido al cardcter lineal de D
respecto a la suma.

Para demostrar (b), hemos de tener en cuenta que —t f(t) representa la derivada
algebraica de Mikusinski de la funcién f junto con la Proposicién 6, de forma que
0—1 Iéfl

DF# g)(1) = 1517 5 9)(0) = 5 {[(~t7) * )6) + 1 * (~t9)](0)}
— [(Df) +g)(t) + f (D))

Sin embargo, este hecho es de nula aplicabilidad dado que
DI™ # —pin Tt y Ds™ # ns" 1,

1
donde | = {1} representa el operador integral de Mikusinski y s = - el correspon-

diente operador diferencial [9]. En otras palabras, la derivada algebraica no esta so-
lamente relacionada con la convolucién que se esté usando, sino que estd también
intimamente ligada al operador para el cual se ha desarrollado el cdlculo operacional.



458 VICTOR M. ALMEIDA Y JOSE RODRIGUEZ

3. UNA DERIVADA ALGEBRAICA ASOCIADA AL OPERADOR Dg

En esta seccién usaremos la derivada algebraica D para obtener una derivada
algebraica asociada al operador D%, el cual puede ser considerado como una gene-

ralizacién de D?. Para ello, consideramos

Teorema 1. i T : X — X es un isomorfismo entre los espacios vectoriales X
Y X', Y L:X — X esun operador lineal en X con una convolucién asociada
%: X x X — X, entonces la operacién x xy = T YTx%Ty) es una convolucion
para el operador L = T-LT en X.

Este teorema, conocido como el teorema de semejanza de Meller, puede ser en-
contrado en [4].

Almeida y Rodriguez [3] mediante el uso de este teorema demostraron que se
podia obtener la derivada algebraica D = T-'DT asociada a *, en caso de que se
tuviese tal derivada D asociada a %. Adem4s probaron que si % carecia de divisores de
cero, lo que implicaria que también * estuviese libre de ellos, entonces el isomorfismo
7T puede ser extendido a los respectivos cuerpos de fracciones M y M mediante

T(i> = T—f para todo i e M.
g/ Ty

Este isomorfismo de cuerpos (de Algebras en reahdad) permltlo comprobar que
cuando existiese un elemento | € X verificando W f I% f , para cualquler f € X
siendo W el operador inverso por la derecha de L, también existiria [ = 7 ~1(I ) eM
tal que W f =[x f, siendo W el correspondiente operador inverso por la derecha de
L; remarcando que el isomorfismo 7 : M — M aplica s = 7 en § = %

Finalmente se establecio

Proposicion 8. Son ciertas las siguientes propiedades:

1. SiDs=1 entonces Ds = 1.
2. Si D1 =0 entonces D1 = 0.
3. Si D§" =ng" ! entonces Ds™ = ns
4. Si DI* = —nl"*! entonces DI* = —nl™+1,

n—1

Pasemos a continuacién a extender algunas propiedades obtenidas en [3].

Proposicién 9.
1. 8iDa =0 entonces Da =0 (& =T (a) y a son operadores numéricos).
2. SiD(ap) = &Dp entonces D(ap) = aDp (p = T (p) y p operadores cuales-

quiera).
3. SiD(—al)" =nad?(1 — al)" ! entonces D(1 — al)™ = nal?(1 — al)"~!
4. SiD(—a&)" =n(8—a)" " entonces D(s — a)" = n(s — a)* L.

Demostracion. La demostracién se convierte en un ejercicio de cédlculos, al hacer
uso de la condicién de isomorfismo de cuerpos de 7. O

Pero ademds, D verifica la Proposicién 2 siempre que D también lo haga.
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Proposicién 10. §i (f)ﬁ =0 = p es un operador numérico), entonces (Dp =
0 = p operador numérico).

Demostracion. Si Dp = 0, entonces T~ DTp = 0y, dado que T es un isomorfismo,
podemos concluir que f)’fp = 0, por lo que 7 p es un operador numérico. Por ltimo,
no es complicado comprobar que los operadores numéricos de M estdn constituidos
por las imégenes inversas a través de 7 de los operadores numéricos de M. O

Apliquemos ahora estos resultados al caso concreto en que los operadores L y L
sean DO y Dg respectivamente.

Sea el operador Dg = Dglg*‘s (6>0), (n—1<0d <n), donde

550 =g [ (0 =70 100 ) dr

es el operador integral fraccionaria generalizada de Riemann-Liouville estudiado

en [8]. Asi mismo, denotemos T f(t) = f(t*) (a > 0),y Dgf(t) = %tlf'g%f(t).

En [1] fue demostrado que Dg = TPDOT?. Si consideramos los espacios X =Cj
y

X =Cps) = {f(t) = Z axt? 1) unif. conv. en compactos de [0, oo)},
k=1

podemos establecer el siguiente diagrama conmutativo:
s
Dj
X X

T8

~
=

X X
D6

Como ya sabemos, de [2], la convolucién para D°,
(Fea®) = [ 1t =it dv.

dota a X de la estructura de anillo conmutativo y unitario sin divisores de cero,
-1

y que el operador Df(t) = tf(t) constituye una derivada algebraica. Por lo

tanto, podemos definir la convolu(non asociada a Dﬁ como

(f © g)(t) = TP[TH £« T g)(t) /f ¥)F1g(w?) dy.
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5—1
Tal y como ya se ha mencionado, W se identifica con I, operador inverso por
-1 1B(5-1)
la derecha de D?, luego podemos identificar la funcién T (W> = ) con Ig,
B(6-1)
operador inverso por la derecha de D9, en el sentido de que Igf(t) = ) ® f(t).

Dado que D verifica la Proposicién 1, concluimos que
. -t
Dyf(t) = TDT7 f(t) = —5—1"f (1)
es una derivada algebraica sobre (X,+,®) satisfaciendo la Proposicién 1, siendo
-1 1
lg = ——— = —.
Como quiera que lg =77 (lk), no es dificil probar la siguiente proposicion.
Proposicién 11. Sea f(t) € Cys), entonces se tiene que:
1)k D keN
t) = ———— t c N).
(IF0) = gy © 70 (hem
En [1], se probaron las siguientes igualdades para cualquier funcién f(t) € Cg(s):
» IADSf(t) = f(t) — agtPO—D),

o (1) (DY) F(t) = F(2) = Y ast?5 0,
j=1

Estas igualdades pueden ser usadas para demostrar la siguiente proposicién.

Proposicién 12. Sea sg el inverso algebraico de lg, entonces para toda funcion

ft) = Z apt?*=  BEntonces,
k=1

1. saf(t) :Dgf(t) +T'(0)ay. ‘

2. spf(t) = (DY f(t) + X7 T(j6)assy .
Nota. En el presente cdlculo operacional, los operadores numéricos vienen dados
atB6-1)
BG-1)
De igual forma a lo hecho en [2], transformamos la ecuacién

—Dg(Dg)zx(t) +(1+ Dg)Dgx(t) —az(t) =0,

por [a] =

(3.1)
[P0 Da(t)],_o =0 (x(t) € Cp5)), (a€C),
Dpx(t) a—1 a  lgllp(1 —a) —1]
(3:2) x(t) N sg B sg—1 N 1—-1g ’

para obtener finalmente la solucién

Ta,p = 8%71(85 -1 = 15(1 — lg)ia.
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Es obvio que x4 5(t) = T?z,4(t), por lo que

B6-1) (a,1);

Tap(t) = tho

[(a) (,0);

Maés atin, podemos identificar la expresién operacional de x,_ g, es decir su expre-
sién como elemento del correspondiente cuerpo de fracciones, con la suma de una
serie en dicho cuerpo. En [3], se estableci6 la proposicién

Proposicién 13. Sea {a,}nen una sucesion convergente, en el sentido de Miku-
sinski al operador p. Entonces {T%(a,)}nen converge a TP (p).

Como es bien sabido, la convergencia de una serie depende de la convergencia
de su sucesién de sumas parciales asociada, por lo que la Proposicién 13 es cierta
también para el caso de series.

Como la serie Z (—ka> D*IET converge a l5(1 —15)~%, [2], se concluye que la

serie
Z ( ) klk+1
k=0
converge a lg(1 —15)~% = TP[l5(1 — I5)~?]. Por lo tanto
tf’<5 D D(k+a) th9
a3 =1g(1—13)" -
Zap = lp(1 =)™ (ko +0) Dk + 1)

Este ultimo resultado nos permite enunciar y demostrar la siguiente proposicién.

B6-1) (a,1);
W 19, tP% | es una solucidn
a

(67 (5),

Proposicién 14. La funcion z, 5(t) =

de la ecuacion (3.1) verificando

DYj[xa,p ® xp,6)(t) = Tasn,6(t).

Demostracion. Nuevamente hay que considerar que z, 53 = lg(1 —1g)~® y que lg se

identifica con Ig. O
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