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A mi entrañable amigo Chicho

Abstract. We obtain a result on convergence of Padé approximants for mero-

morphic functions of Stieltjes type. Connection of Padé approximants with
Stieltjes moment problem plays a key role in the proof.

1. Introducción

En este trabajo se obtiene un resultado sobre convergencia de aproximantes de
Padé para funciones meromorfas de Stieltjes, en la demostración juega un papel
fundamental la relación entre los aproximantes de Padé y el problema de momentos
de Stieltjes. Este resultado se lo presenté a Chicho buscando ideas que me dieran la
luz necesaria para ver la solución completa. Hoy no está Chicho y el problema aún
no está totalmente resuelto; su afirmación ✭✭eso está bien✮✮ me anima a exponerlo.
Denotemos porM la clase de medidas positivas, regulares, de Borel, con soporte

incluido en R y con momentos de todos los ordenes (si µ ∈ M, entonces para todo
k ∈ Z+, xk es integrable en el sentido Lebesgue respecto a µ). Sea M[0,∞) = {µ ∈
M : sopµ ⊂ [0,∞)}, donde sopµ denota el soporte de µ. Se dice que el problema de
momentos de Stieltjes para µ ∈ M[0,∞) está determinado, o simplificadamente µ es
determinada-S, si no existe otra medida en M[0,∞) con los mismos momentos que
µ, en caso contrario se dice que µ es indeterminada-S. De forma análoga se define
el problema de momentos (en este caso de Hamburger) en M, con la notación
correspondiente: µ es determinada-H o indeterminada-H.
Los problemas de momentos se relacionan con muchos temas de las Matemáticas

tales como: teoŕıa de funciones armónicas y anaĺıticas, teoŕıa espectral de operadores,
teoŕıa de la predicción, aproximación racional, polinomios ortogonales, procesamien-
to de señales, etc. (ver [1], [6], la bibliograf́ıa que alĺı se cita y también las secciones
2 y 3 de este trabajo). Stieltjes ([16]) fue el primero que utilizó el término problema
de momentos. Numerosos autores han estudiado este tema y en las citas anteriores
se pueden ver los resultados fundamentales. Algunas extensiones e ideas modernas
en el tratamiento de este problema se pueden ver en [13].
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Dado un desarrollo formal de Laurent en z =∞,

(1) f(z) =
∞∑

k=0

ak

zk
,

el aproximante de Padé, πn = πn(f), de orden n ∈ Z+, para f , se define como el
cociente πn = pn

qn
de un par de polinomios cualquiera (pn, qn) que cumple:

(a): deg(pn) ≤ n, deg(qn) ≤ n, qn �≡ 0;
(b): qn(z)f(z) − pn(z) = C

zn+1 + · · · .
Los polinomios pn y qn que cumplen lo anterior no son únicos, sin embargo la fracción
πn si está completamente determinada.
Para µ ∈ M[0,∞), denotemos por

µ̂(z) =
∫

dµ(x)
z − x

, z ∈ C\[0,∞),

la transformada de Markov de µ.
El teorema fundamental de este trabajo es

Teorema 1. Sea µ determinada-S cuyo soporte no es un conjunto numerable sin
puntos de acumulación en [0,∞). Sea r una fracción racional con coeficientes reales,
con polos en C\[0,∞) y r(∞) = 0. Entonces

ĺım
n→∞

πn(µ̂ + r)(z) = µ̂(z) + r(z),

uniformemente en cada subconjunto compacto de D = C\([0,∞)∪ {r = ∞}). Cada
polo de r atrae tantos polos de πn como la multiplicidad del polo.

La organización de este trabajo es la siguiente: en la Sección 2 formulamos algunos
resultados sobre los problemas de momentos que utilizaremos más adelante. La
Sección 3 está dedicada a los aproximantes de Padé, el objetivo fundamental de
está sección es revelar el interés del Teorema 1 y sus diferencias con respecto a
resultados anteriores del tema. Finalmente en la Sección 4 damos la demostración
del Teorema 1.

2. Problema de momentos

Sea µ ∈ M con infinitos puntos en su soporte, denotemos por {ln : n ∈ Z+}
y {Ln : n ∈ Z+} las correspondientes sucesiones de polinomios ortonormales con
respecto a µ, con coeficiente principal positivo y mónicos respectivamente. Sea αk el
coeficiente principal de lk. Los polinomios ortogonales están determinados comple-
tamente por los momentos de la medida, luego dos medidas con iguales momentos
generan la misma familia de polinomios ortogonales. Si la medida µ tiene solamente
una cantidad finita de puntos en su soporte, por ejemplo m, entonces lk = lm para
todo k ≥ m.
Es bien conocido que los polinomios lk satisfacen las relaciones de recurrencia a

tres términos:

(2)
xlk(x) = dklk+1(x) + eklk(x) + dk−1lk−1(x), k = 1, 2, . . . ,

xl0(x) = e0l0(x) + d0l1(x),
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donde dk = αk

αk+1
y ek =

∫
x l2k(x) dµ(x), k = 0, 1, . . .. Las relaciones en (2), junto con

la condición inicial, tienen asociada la matriz simétrica infinita (matriz de Jacobi)

(3)




e0 d0 0 0 0 . . .
d0 e1 d1 0 0 . . .
0 d1 e2 d3 0 . . .
...

...
...

...
...
. . .


 ;

esto establece un nexo entre la teoŕıa de polinomios ortogonales (también entre los
problemas de momentos) y la teoŕıa espectral de operadores.
Sea {sk : k ∈ Z+} la sucesión de polinomios soluciones de las relaciones de

recurrencia (2) con las condiciones iniciales

s0(x) = 0, s1(x) =
1
d0

.

Esta familia es linealmente independiente con {lk : k ∈ Z+} y junto con ella genera
todas las sucesiones de polinomios soluciones de (2).
Dadas µ, ν ∈ M es obvio que la relación ✭✭µ ∼ ν si los momentos de estas medidas

coinciden✮✮ define una relación de equivalencia. Además, la clase [µ], formada por
todas las medidas equivalentes con µ, es un conjunto compacto enM con la topoloǵıa
∗-débil (ver [4] para los detalles). La clase de Nevalinna N está formada por las
funciones anaĺıticas en �z > 0, que transforman este conjunto en �w ≥ 0.
Es obvio que si µ ∈ M[0,∞) es determinada-H, entonces es determinada-S.

Además, se cumple:

Lema 2. Si µ es determinada-S e indeterminada-H, entonces µ es una medida con
soporte contable sin puntos de acumulación en [0,∞).

Demostración. Junto con la demostración introducimos algunas notaciones y defi-
niciones. Si µ es indeterminada-H es conocido (ver [1], pág. 92) que

A(z) = z

∞∑
k=0

sk(0)sk(z), B(z) = −1 + z

∞∑
k=0

sk(0)lk(z),

C(z) = 1 + z

∞∑
k=0

lk(0)sk(z), D(z) = z

∞∑
k=0

lk(0)lk(z),

representan funciones enteras; además:

A(z)D(z) − B(z)C(z) = 1.

Si f ∈ N , entonces existen constantes a ≥ 0 y b ∈ R y ν ∈ M tales que

f(z) = az + b+
∫
1 + zx

x− z
dν(x).

También ∫
dν(x)
z − x

=
A(z)ϕ(z) − C(z)
B(z)ϕ(z) −D(z)

, ϕ ∈ N ∪ {∞}, ν ∈ M,
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establece una correspondencia uno a uno entre N ∪ {∞} y M, identificando las
medidas con iguales momentos (ver pág. 98 en [1]). Las medidas asociadas a las
funciones ϕ(z) ≡ b ∈ R ∪ {∞} se le llaman N -extremales.
En particular, en la clase de la medida µ, hallemos la medida N -extremal que

tiene soporte en [0,∞). Esta es única porque µ es determinada-S. En efecto, cuando
ϕ(z) ≡ 0, la medida µ0 ∈ M tal que

(4)
∫

dµ0(x)
z − x

=
C(z)
D(z)

,

tiene que ser una medida discreta con puntos de masa en los ceros de D (al ser D
anaĺıtica tiene a lo más un conjunto numerable de ceros sin puntos de acumulación
en C), además se sabe que todos los ceros de lk están en (0,∞), de modo que
(−1)klk(x) < 0, cuando x ≤ 0. Luego D(x) < 0 para x < 0 y sus ceros están en
[0,∞) (observar que la parte izquierda de (4) es anaĺıtica en C\[0,∞)). Por tanto

µ0 =
∑

ξ:D(ξ)=0

ρ(ξ)δξ ,

siendo el conjunto de ceros deD un conjunto discreto que contiene a 0 y está incluido
en [0,∞), ρ(ξ) = 1P∞

k=0 lk(ξ)2 . �

Del principio de identidad para funciones anaĺıticas y de la definición de medida
N -extremal se obtiene fácilmente que:
Lema 3 (ver [1], pág. 114). Todas las medidas N -extremales son discretas.

Lema 4 (Riesz, ver [1], pág. 43). Si µ es determinada-H, entonces los polinomios
son densos en L2(µ). Si µ es indeterminada-H, entonces los polinomios son densos
en L2(µ) si y sólo si µ es N -extremal.

Lema 5 (ver Teorema 3.3 en [5]). Sea µ determinada-H, no discreta y a ∈ C.
Entonces son equivalentes:

1.: El espacio de los polinomios es denso en L2(|x− a|2kdµ) para todo k ∈ N.
2.: |x− a|2kdµ es determinada-H para todo k ∈ N.
3.: Cualquiera sea la función φ medible y acotada por un polinomio, el espacio

de los polinomios es denso en L2(φ dµ).

En la demostración del Teorema 1 juega un papel fundamental el resultado si-
guiente:

Corolario 6. Si µ es determinada-S y no tiene soporte contable sin puntos de
acumulación en [0,∞), entonces para todo p ≥ 0 en [0,∞), la medida p dµ es
determinada-S.

Demostración. Si µ es determinada-S y no tiene soporte contable, entonces, según
el Lema 2, µ es determinada-H.
Por otra parte |p| ≤ 1+p2, luego, por 3. en el Lema 5, los polinomios son densos en

L2(|p| dµ). Por el Lema 4, |p| dµ es determinada-H o es N -extremal. Lo último no es
posible porque tendŕıa que ser discreta (ver Lema 3). Luego |p| dµ es determinada-H
y por consiguiente p dµ es determinada-S. �



PROBLEMA DE MOMENTOS Y APROXIMANTES DE PADÉ 171

3. Aproximantes de Padé

Asociado al desarrollo formal de Laurent (1) sea Λ : C(z) → C tal que Λ(zk) =
ak, k ∈ Z+, y definido linealmente sobre C(z) (el espacio de todos los polinomios
con coeficientes en C). Entonces de la relación (b), que define a los aproximantes
de Padé, no es dif́ıcil observar que los denominadores y numeradores de πn(f) = pn

qn

satisfacen las relaciones:

Λ(zjqn) = 0, j = 0, 1, . . . , n− 1,(5)

pn(z) = Λt

(qn(z) − qn(t)
z − t

)
.(6)

En la última expresión el sub́ındice t significa que Λ actúa sobre el polinomio
qn(z)−qn(t)

z−t
considerado como función de t.

Dados µ ∈ M[0,∞) y r una fracción racional con polos en C\[0,∞), r(∞) = 0,
sea

f(z) = µ̂(z) + r(z) =
∞∑

k=0

bk

zk+1
+

∞∑
k=0

rk

zk+1
.

La primera serie en la segunda igualdad converge uniformemente a µ̂ en cada con-
junto de la forma {z : 0 < α ≤ arg(z) ≤ 2π − α, |z| ≥ ε > 0}. La fórmula (5) toma
la forma

(7)
∫

xjqn(x) dµ(x) +
l∑

i=1

mi∑
k=1

Ai,k (qn(x)xj)(k−1)
∣∣∣
x=zi

= 0, j = 0, 1, . . . , n− 1,

si r(z) =
∑l

i=1

∑mi

k=1
Ai,k

(k−1)!
1

z−zi
. Debido a que πn(f) = f si sop(µ) tiene un número

finito de puntos, asumiremos que sop(µ) es un conjunto infinito.
Los aproximantes de Padé tienen mucha utilidad cuando la función aproximada

tiene singularidades. Un principio para los aproximantes de Padé es que los polos del
aproximante convergen a las singularidades de la función aproximada y en la región
de analiticidad de la función los aproximantes convergen a ella. Este principio ha
sido comprobado en situaciones generales. En este sentido se debe mencionar el
Teorema de Montessú de Ballore (ver [8] o [10]), que vale para las filas de la tabla
de aproximantes de Padé (cuando se fija el grado del denominador y la sucesión se
considera variando el grado del numerador). Cuando se considera la diagonal los
teoremas más generales son:

Teorema 7 (ver [9]). Sea G una región (abierto y conexo) tal que ∞ ∈ G, G =
G̃\E, donde G̃ es una región, siendo E ⊂ G̃ relativamente compacto respecto a
G̃, cap(E) = 0 (cap(·) representa la capacidad logaŕıtmica) y ∂G̃ (frontera de G̃)
está contenido en la frontera del complemento de la envoltura convexa de ∂G̃. Sea
πn(f) el aproximante de Padé de orden n para (1) en z =∞. Si dado un compacto
cualquiera K ⊂ G, existe un N = N(K) ∈ N tal que para todo n > N se cumple que
πn(f) no tiene polos en K, entonces πn converge uniformemente en cada compacto
de G y la función ĺımite tiene por desarrollo de Laurent en z =∞ a (1).
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Teorema 8 (ver [8]). Sea µ una medida positiva de Borel en [−1, 1] y finita, tal que

ĺım
n→∞

Ln+1(z)
Ln(z)

= ϕ(z),

uniformemente en subconjuntos compactos de C\[−1, 1] (una condición suficiente
para que esto se cumpla es que µ′ > 0 a.e.), donde ϕ(z) = z+

√
z2 − 1 (la transfor-

mación conforme de C\[−1, 1] en {z : |z| > 1}, ϕ(∞) =∞, ϕ′(∞) > 0). Sea r una
fracción racional con coeficientes complejos y polos en C\[−1, 1]. Entonces:

1.: Para n suficientemente grande el número de polos de πn = πn(µ̂ + r) en
C\[−1, 1] coincide con el número de polos de r. Los polos de r atraen a los
polos de πn en cantidad igual a su multiplicidad.

2.: Si K es un compacto de C\([−1, 1] ∪ {r =∞}), entonces

ĺım sup
n→∞

(
sup
z∈K

|f(z) − πn(z)|
)1/n

≤ 1
ρ(K)

< 1

donde ρ(K) = ı́nf{|ϕ(z)| : z ∈ K} y f(z) = µ̂(z) + r(z).

El teorema anterior es en lo esencial una consecuencia del Teorema 7 (lo referente
al comportamiento de los polos escapa al Teorema 7), porque se puede tomar como
región G̃ = C\[−1, 1] y E igual al conjunto formado por los polos de r.
Rakhmanov ([14]) extendió el Teorema 8 (lo referente a la convergencia) a cuando

la medida tiene soporte compacto en R y la función r tiene coeficientes reales.
Además, él observó que el teorema anterior no es cierto cuando la fracción racional
r no tiene sus coeficientes en R (sus polos no son simétricos respecto al eje real) y la
medida tiene soporte formado por dos intervalos en R. Una extensión del Teorema
de Rakhmanov es:

Teorema 9 (ver[12]). Sea µ ∈ M[0,∞). Sea r = ud

td
una fracción racional con

coeficientes reales, polos en C\[0,∞) y r(∞) = 0. Se supone que grad(td) = d y que
para cada polinomio l, con deg(l) ≤ d, la medida l td dµ es determinada-S. Entonces:

1.: Para n suficientemente grande deg qn = n. Para tales n el número de polos
de πn = πn(µ̂ + r) en C\[0,∞) coincide con el numero de polos de r. Los
polos de r atraen a los polos de πn en cantidad igual a su multiplicidad.

2.: πn converge uniformemente a µ̂+ r en subconjuntos compactos de D.

Una condición suficiente para que se cumplan las hipótesis del Teorema 9 es que
los momentos de la medida µ satisfagan la condición de Carlemann (ver [11]).
El Teorema 1 continúa en la ĺınea de observar que ocurre con los aproximantes de

Padé en presencia de singularidades de la función aproximada y ofrece una condición
suficiente para la convergencia de los aproximantes de Padé más fácil de observar que
la formulada en el Teorema 9. Al estar sopµ ⊂ [0,∞) y la interpolación realizarse
en z =∞, en general, no se puede aplicar el Teorema 7 en este caso.

4. Demostración del Teorema 1

Las ideas de la demostración siguen fundamentalmente técnicas desarrolladas en
los trabajos [7], [12] y [14].
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Demostración. Sea r = ud

td
, irreducible y d = grad(td). La fracción r tiene los

polos en C\[0,∞) y sus coeficientes reales, luego podemos asumir sin perdida de
generalidad que td > 0 en [0,∞). Sea f = µ̂+ r.

Hagamos la demostración en varias etapas:
Paso 1. Comprobemos que

(8)
∫

xk qn(x) td(x) dµ(x) = 0, k = 0, . . . n− d− 1,

y

(9) f(z) − πn(z) =
∫

h(x)qn(x)td(x)
h(z)qn(z)td(z)

dµ(x)
z − x

,

donde h es un polinomio cualquiera, gradh ≤ n− d.
En efecto, la condición (b) de la definición de aproximante de Padé nos lleva a

la relación:

qn(z)td(z)µ̂(z) + qn(z)ud(z)− pn(z)td(z) =
C

zn−d+1
+ · · · .

Asumimos en lo que sigue que n > d. Igualando los correspondientes coeficientes a
cero (procediendo como se obtienen (5) y (6) a partir de la definición de aproximante
de Padé), nos queda (8) y∫

qn(z)td(z)− qn(x)td(x)
z − x

dµ(x) + qn(z)ud(z) − pn(z)td(z) = 0,

luego

f(z) − πn(z) =
∫

qn(x)td(x)
qn(z)td(z)

dµ(x)
z − x

.

De esta relación y de la ortogonalidad (8), se obtiene la fórmula para el resto (9).
Paso 2. Veamos una fórmula alternativa para el resto (diferencia entre el apro-

ximante y la función aproximada) y algunas consideraciones sobre los polos del
aproximante.
La condición de ortogonalidad (8), unida a las consideraciones sobre td, nos lleva a

que qn tiene al menos n−d ceros en (0,∞) donde hay cambios de signo. Sean {xn,k :
k = 1, . . . , n} los ceros de qn, ordenados de modo que xn,k, k = 1, . . . , n−dn (dn < d)
son los puntos en (0,∞) donde qn cambia de signo. Sea qn(z) = qn,1(z)qn,2(z), donde
qn,1 se anula en xn,k, k = 1, . . . , n− dn y los polinomios qn,2 no cambian de signo
en (0,∞). Sea dµn = qn,2(x)td(x) dµ(x). Consideremos

pn,1(z) =
∫

qn,1(z)− qn,1(x)
z − x

dµn(x).

La ecuación (9) se reescribe (utilizamos la condición (b) de la definición de aproxi-
mante de Padé y que deg(qn,2) ≤ dn)

(10) qn,2(z)td(z)(f(z) − πn(z)) =
∫

dµn(x)
z − x

− pn,1(z)
qn,1(z)

=
C

z2n−(d+dn)
+ · · · .
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Si λn,k =
∫ qn,1(x)dµn(x)

q′
n,1(xn,k)(x−xn,k)

, entonces

pn,1(z)
qn,1(z)

=
n−dn∑
j=1

λn,j

z − xn,j
=

∞∑
k=0

1
zk+1

n−dn∑
j=1

λn,jx
k
n,j,

∫
dµn(x)
z − x

=
∞∑

k=0

sn,k

zk+1
,

donde sn,k =
∫
xk dµn. Comparando las últimas dos ecuaciones con (10) obtenemos

que si n > d, entonces para todo polinomio P de grado < 2n− (d+ dn) se cumple

(11)
∫

P dµn =
n−dn∑
k=1

λn,kP (xn,k) = Ωn(P ).

De esta ecuación, de la definición de λn,k y de las condiciones de ortogonalidad (8)
se obtiene que al menos n− d+dn

2 coeficientes λn,k son positivos.
Paso 3. Introduzcamos algunas notaciones auxiliares. Sea ψn(z) =

∏
(z − xn,k)2,

donde el producto se toma en los ı́ndices k tales que λn,k < 0. Sea Bn el producto de
todos los ceros de qn,2 y de ψn cuyo módulo es mayor que máx{1, 2R} =M , donde
R = 2máx{|z| : td(z) = 0}.
Sea fn = B−1

n ψn(x)qn,2(z)td(z)(f(z) − πn(z)). Obviamente

(12) fn(z) = B−1
n

[∫
ψ(x)dµn(x)

z − x
−Ωn

(
ψn(x)
z − x

)]
.

Como
1

z − x
− ψn(x)

ψn(z)
1

z − x
=

ψn(z)− ψn(x)
(z − x)ψn(z)

= Kn(x; z)

es un polinomio en x de grado < dn, utilizando la formula (11), obtenemos

fn(z) = B−1
n ψn(z)

[∫ (
(z − x)−1 −Kn(x; z)

)
dµn(x)− Ωn

(
(z − x)−1 −Kn(x; z)

)]

= B−1
n

∫ (
ψn(x)
z − x

)
dµn(x)− Ωn

(
ψn(x)
z − x

)
.

Paso 4. Demostremos que la sucesión {fn : n ∈ N, n > d} es normal en D

(está uniformemente acotada sobre cada compacto de dicho conjunto).
En efecto, si K ⊂ D es un compacto, entonces

|fn(z)| ≤ |Bn|−1

∫ (
ψn(x)
|z − x|

)
dµn(x) + Ωn

(
ψn(x)
|z − x|

)

≤ 2|Bn|−1d−1(K, [0,∞))
∫

ψn(x) dµn(x) = 2Cd−1(K, [0,∞)),

donde d(K, [0,∞)) es la distancia del compacto K a [0,∞), mientras que C =∫
(x +M)2 dµ(x).
Paso 5. Demostremos que {fn : n > d} converge uniformemente a 0 en D.
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Según lo demostrado en el Paso 4 y el Teorema de Montel, basta observar que ca-
da subsucesión convergente en D converge puntual a 0. Sea {fn : n ∈ Υ} convergente
en D.
Debido a que los coeficientes de los polinomios B−1

n ψn(x)qn,2(x) están acotados,
existe una subsucesión de Υ, Υ′, tal que ĺımn∈Υ′ B−1

n ψn(x)qn,2(z) existe. Sea p su
ĺımite.
Entonces utilizando (11) se obtiene

ĺım
n∈Υ′

Ωn(xνB−1
n ψn) = ĺım

n∈Υ′

∫
xνB−1

n ψn(x)qn,2(x)td(x) dµ(x)

=
∫

xνp(x)td(x) dµ(x).

Bajo las hipótesis del teorema, según el Corolario 6, si µ es determinada-S, entonces
td p dµ(x) es determinada-S para todo polinomio p positivo en [0,∞). Luego para
toda función g ∈ C0([0,∞)) se cumple

ĺım
n∈Υ′

Ωn(g B−1
n ψn) =

∫
g(x) p(x) td(x) dµ(x).

De (12), junto con la relación anterior para g(x) = 1
z−x

, se sigue que {fn : n > d}
converge a 0.

Paso 6. Demostremos que πn converge en capacidad a f en D.
Sea L > 0 cualquiera y K un compacto en DL = D ∩ {z : |z| < L}. Denotemos

por qn,L(z) =
∏

k(z−xn,k), donde el producto se toma en aquellos ceros de qn,2 que
están en DL. De la definición de fn, se sigue

f(z) − πn(z) = Bnfn(z)(ψn(z)qn,2(z)td(z))−1,

|f(z) − πn(z)| ≤ A(K)‖fn‖K |ψn(z)qn,L(z)td(z)|−1, z ∈ K,

donde A(K) > 0 es independiente de n y ‖ · ‖K es la norma del supremo sobre K.
Luego

{z ∈ K : |f(z) − πn(z)| > ε} ⊂ {z ∈ K : |qn,L(z)td(z)| > ε−1A(K)‖fn‖K}.
De esta relación y del Teorema de Fekete sobre la capacidad logaŕıtmica de conjuntos
de la forma {z : |t(z)| ≤ ε} se sigue que, para todo ε > 0,

cap{z ∈ K : |f(z) − πn(z)| > ε} <
(
(ε)−1A(K)‖fn‖K

)1/2d
.

Como la parte derecha de la relación anterior converge a 0, eso quiere decir que {πn}
converge en capacidad a f en cada compacto de DL.

Paso 7. El número de polos de πn en DL es menor o igual que d mientras que el
número de polos de f es exactamente d. Luego del Lema 1 en [8] (por la convergencia
en capacidad demostrada en el Paso 6 ) se sigue que realmente el número de polos
de πn en D es igual a d para n suficientemente grande. Además, cada polo de f atrae
tatos polos de πn como su multiplicidad. Luego qn,L = qn,2 → td, Bn ≡ 1, ψn ≡ 1
y la primera conclusión del teorema se obtiene. Por último, de la definición de fn

obtenemos

f(z) − πn,n(z) =
fn(z)

qn,2(z)td(z)
,
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conociendo que {fn} converge uniformemente a 0 en compactos de D y qn,2 converge
a td el teorema queda probado. �
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118(160) (1982), 535–556. Traducción al inglés: Math. USSR-Sb. 46 (1983), 539–559.
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104(146) (1977), 271–291. Traducción al inglés: Math. USSR-Sb. 33 (1977), 243–260.

[15] M. Riesz, Sur le probleme des moments et le théorème de Parseval correspondant, Acta Litt.
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