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ABSTRACT. The aim of this paper is to study of asymptotic behavior of the
orthogonal polynomials with respect to a Sobolev inner product of the following
type

21 . _ 27 . _
(F(),9()s = /0 F(e)g(e) dpuo(0) + /0 P @) dyur (0),

z = e where o and p1 are finite positive Borel measures on [0, 27].

We determine necessary and sufficient conditions on measures pg and pg
in order that the Szeg8’s asymptotic theorem holds true outside the open unit
disk. Moreover, we also study when the asymptotic formula can be extended
up to the boundary and inside the open unit disk.

Finally, we generalize, in a natural way, the preceding results for the case
when p derivatives, with p > 1, appear in the inner product.

1. INTRODUCCION

La teoria de Polinomios Ortogonales (P.O.) con respecto a productos escalares
de Sobolev sobre la circunferencia unidad se ha desarrollado en los ultimos anos,
constituyendo una elegante teoria, que tiene grandes analogias con la teoria estandar.

En el presente trabajo presentamos dos resultados que constituyen el niicleo cen-
tral de la teoria pues en ellos se establecen las condiciones necesarias y suficientes
para poder garantizar la asintética fuerte de los P.O. en subconjuntos compactos
del exterior del disco unidad, asi como para que sea vélida su extension a la frontera
y al interior del disco unidad.

Para ello se consideran pg y p1 dos medidas de Borel finitas y positivas sobre
[0,27] y el producto escalar de Sobolev definido por

2m 2m ) )
(1) (f(2),9(2))s = ; F(e)g(e™) dpo(6) + ; F(e)g () du(8), 2= e”.
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Cuando ambas medidas verifican la condicién de Szegd se ha probado en [11] que
los P.O. de Sobolev ménicos {¢,,} tienen el siguiente comportamiento asintético:
7 (1
o Gaz) ()

uniformemente en subconjuntos compactos de |z| > 1,

donde IT; (z) es la funcién de Szegd de la segunda medida py.

Es claro que la condiciéon impuesta a la segunda medida es necesaria, pero esta
misma condicién no es necesaria para la primera medida. De hecho en [1] se ha obte-
nido el comportamiento asintético sin condiciones para la primera medida, aunque
exigiendo condiciones més fuertes para la segunda medida.

En el presente trabajo probamos en primer lugar el andlogo del teorema de Szeg6
de asintética fuerte.

Teorema 1. Si py es una medida de Borel finita y positiva y p1 es una medida
verificando la condicidn de Szegd, entonces la sucesion de P.O. mdnicos con respecto
a (1), {én}, tiene el siguiente comportamiento asintdtico:
7 7ol
. 1
o Snz) _ TH()

=

uniformemente en subconjuntos K de C tales que in}f(|z| > 1, donde II1(z) es la
z€E

funcion de Szegd de la seqgunda medida 7 .

En la segunda parte del trabajo estudiamos el comportamiento asintético en la
frontera y el interior del disco unidad, probando el siguiente resultado.

Teorema 2. Si ug es una medida de Borel finita y positiva cuya funcion de Cara-
theddory tiene extension analitica a |z| < % con g < 1 y p1 es una medida de la

clase Szegd cuya funcidn de Szegd, 111(z), tiene extension analitica a |z| < % con

r1 < 1, entonces la sucesion de P.O. mdnicos con respecto a (1), {¢n}, verifica

e T )

uniformemente en subconjuntos K de C tales que fnlf(|z| > max{ro,r1}, donde
z€E

I1;(2) es la funcidn de Szegd de la sequnda medida p.

Finalmente se presenta la generalizacién de los resultados anteriores al caso de
productos escalares de Sobolev que involucren a p derivadas.

2.  COMPORTAMIENTO ASINTOTICO EN EL EXTERIOR DEL DISCO UNIDAD

2.1. Propiedades de los P.O. con respecto a p; y de sus primitivas con
desplazamiento. Consideraremos a lo largo de esta secciéon dos medidas de Borel
finitas y positivas pg y g1 y supondremos que pq es una medida de la clase Szeg6
con funcién de Szegb II;(z), que es analitica en el interior del disco unidad D.
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Recordemos que la medida j; pertenece a la clase Szegé si log uy € L'[0,27] y que
la funcién de Szegé II; (z) de la medida p; estd definida por

1 (2" e 42
I (2) = exp (—4—/ T log (15 (0)) dH) para |z]| < 1.
0

T ettt _

Denotaremos por {¢,} la sucesién de polinomios ortogonales ménicos con respecto
a pui1. Como fi; es de la clase Szegé se tiene entonces que lim [[¢,]|2, = m(u1) >0,
n—oo

27 i ,
donde a2, = J2" [6n(€)? dus (6) (véase [10)).
M
Sea M un nimero natural fijo y supongamos que ¢ar(z) = > ap p2z® con

ay,pm = 1. Para cada n > M + 1 definimos la primitiva con despTazamiento de
grado n como el polinomio ¢y, p(z) = n [ 2"~ M~1¢,(2)dz, esto es,

n _
(2) 1/)n’M(Z):Zn+n_ CLM,LMZn l-l-...

1
M.

n—M+1 +

a1,M2 a07Mz"7

n
+ —
n—M+1 - M
En estas condiciones los polinomios {ts, ar}n>ar41 verifican las siguientes propieda-
des:

Proposicién 1. Se verifica

@) llvparllZ, = n?lloarll, -

i)l [ arl2, = [oarll2,-
(L
(iii) lim lim Yn e (2) = 1(5) uniformemente en subconjuntos compactos de

|z| > 1.

Demostracion. (i) De acuerdo con la definicion ¢, 5,(z) = nz"""1¢p(z). Por

tanto, [[¢y, yII7, = n*[lénll}, -
(ii) Teniendo en cuenta (2),

Hwn,MHio
:‘Zn*M(zM—k any 1MZM71+'~+LGIMZ+LGOM)‘2
-1 Mh n—M+1" n—M "
M n M—1 n n ‘2
—| anr_ P e ——— a z Q .
[+ e e+ e o
, 2 2
Por tanto, RIEI;OW’"’MHMO = H¢MHMO.

(iii) Sea K un subconjunto compacto de |z| > 1y sea r = mi}r{l |z|. Dado que p1
zE

5 W
es una medida de la clase Szeg6, se tiene que lim ¢"—() = ﬁ uniformemente
en subconjuntos compactos de |z| > 1 (véase [10]). Por tanto, dado ¢ > 0 existe un

nimero natural My tal que para todo m > My y para todo z € K se verifica que
om(z) TL(3) _€

Zm IT; (0) 2
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Asf si tomamos M > Mo se tiene

wnM
o \—\ “M*LM;*“*maosz—M\
< |aM 1M| "+L|QOM|L
“n-— n—M T rM
< 1 |CLM71 M| + -+ LMQ M| < LzméX{MM,l M| |a0 M|}
n—1 ' n—M"" n—M R
Por tanto, existe un ntimero natural N tal que, paran > N, ‘w";\i(z) — ¢f]\(;)‘ < %

para todo z € K. Asi, el resultado queda probado.
Obsérvese que el resultado es vélido para subconjuntos K del plano complejo
tales que in}f{ |z| > 1. O
zE

2.2. Relacién de recurrencia para los polinomios ortogonales de Sobolev.
Sea {¢,} la sucesién de polinomios ortogonales ménicos con respecto al producto
escalar de Sobolev (1).

Proposicién 2. Se verifica

H%H2

n~>oo n2

=m(p).

Demostracion. Aplicando la propiedad minimal de la norma de los polinomios or-
togonales obtenemos:

w’m(pn) < 0l dn-ally, S NGRS N0al2 < Inarl? = Ien el +nllonlly,

Dividiendo por n?,

2
() < Wl o Wil g e

Teniendo en cuenta la Proposicién 1 (11), si tomamos limites cuando n tiende a
infinito obtenemos, para cada M fijo,

H(i)n

m(n) < lim a2 < su,

Por ultimo, tomando limites cuando M tiende a infinito se tiene el resultado. [

[

A continuacion estudiamos los coeficientes de la siguiente relacién de recurrencia
que satisfacen los polinomios ortogonales de Sobolev. Si M es un nimero natural
fijoy n > M + 1, entonces ¢,,(z) puede ser representado de la siguiente forma:

n—1
(3) Pn(2) = nm(2) + D an i mk(2).
k=0

Proposicién 3. Sean {on, k.a} los coeficientes de la relacion de recurrencia (3).
Entonces, dado € > 0, existe un numero natural My tal que, para cada M > My,
existe un numero natural Nys tal que, para todo n > Ny,

(4) (n = D2|an sl + -+ (U fananl® + anonl® < en?.
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o)
=

Demostracion. Denotamos ¢, (o) los momentos de la medida g, esto es, ¢, (uo) =
(2™, 1) 4, Entonces, si tomamos normas Sobolev en (3) y aplicamos que n?m(u;) <

|Ball2, Vi > 1, y |@o]12 = co(u), tenemos:
(5) K [(n =12l + o (Pl + lanonl?] < lmarll? = 16ll%,

con K = min{m(u1),co(po)}-

Por otra parte, téngase en cuenta que ||, a2 = Hwn,MHio —|—n2|\¢MHil,
i (oulZ, = mu) vl a2, = loulZ,
Entonces, dado e > 0y ¢ = % > 0 existe un nimero natural My tal que, para

M > My, |loall2, < m(u1) + €. Mds aun, para cada M > M existe un niimero
natural nys tal que, para n > nar, [[Yn 2, < lloall?, + €. Se sigue entonces,
de (5),

K (0= 1lamn-t il + -+ (Dm0

< llonlZ, + ¢ +n?(m(m) +¢) = n* (mim))
= lloumll?, +€ +n’¢ para M > Moy n>ny.
Por tanto, si tomamos n suficientemente grande, esto es, n > Njs, entonces
loarllf, +€ < e'n?,
de donde se sigue (4). O

Corolario 1. Dado € > 0 existe un numero natural My tal que para cada M > My
existe un nudmero natural Nps tal que para todo n > Npr y para todo R > 1 se
satisfacen las siguientes desigualdades:
-1
(6) "z: |an7k7M| < 4\/E
Rk " VRT-1'

k=E[3)

E[x]-1
|t e, | ny/e
(7) Z n—k < no°
P R VR? —1R>=

(Denotamos E[g] a la parte entera de % .)

Demostracion. Comencemos con (6). Utilizando (4) y la desigualdad de Cauchy-
Schwarz se tiene

n—1 1 n—1 1 n—1 1 1
> lonenlbggr < (30 Jonsnl®)( 3 rpmmem)
k=E[5] k=E[%] k=E[2

1 & 1\ 1 NG
<\/En((E[%])2 2 ’“>) <\/EnE[%] VRZ-1  VR*-1
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Para probar (7), procediendo al igual que en el apartado anterior,
E[%]-1 |a . | 1 E[2]-1
n,k,M
kZ:O W |04n0M| + Z |OénkM|kkRn T
El3]-1 El3]-1

7/ 1 1
S('“"’O’MF* ) |O‘"7’“M|2k2) (R2"+ Z R20— k>k2)

k=1
Ven Ven
S VR o im PR S ViR

1
2

O

Corolario 2. Dado R > 1, existe un numero natural My tal que para cada M > M
existe un numero natural N} tal que para cada n > N}, se satisfacen las siguientes
desigualdades:

n—1 |0[ A | 1 E[%]*l |0[ A | 1
n,k,M n,k,M

Z’ Rn—k < 3 Yy Z Rn—k < 3

k=E[2] k=0

Demostracion. La primera es una consecuencia inmediata de (6) tomando € tal que
4 1

NS AARE)

Y la segunda se sigue de (7) tomando n suficientemente grande, esto es, n > N},

Ven 1
tal que —Y L < . O
YA URT—1RE T3

2.3. Asintética fuerte.

On(z

o e s .z n z .

Proposicion 4. La sucesion { El )} estd uniformemente acotada en subcon-
z n>1

juntos K de C tales que inf |z| > 1.
z€EK

Demostracion. Sea K un subconjunto tal que inf |z| > 1, sea r = inf |z| y sea R
z€EK zeK

tal que 1 < R < r. Elijamos M y n como en el Corolario 2, esto es, M > My y
n> Nj,.

Para este M > My sea Ky = max max
zEK n>M+1

{‘%Zin(z)‘} y para un ng > Ny, tal

. ) z
que ng > M + 1, tomemos K; = méx méax { ¢k§€ )‘}
z€K k=0,...,no—1 z

A partir de la relacién de recurrencia (3), y teniendo en cuenta el Corolario 2, se

tiene
_0

_ _ 1 _
Gno(2 Yo, (2 Qg ke, M <Z5k Qno,k,M Pr(2)
02| < |freaD)] z JERTRICI A S

k=0 k= E[”ZO]
E[nO] 1 |a kM| no—1 |O[ kM|
no,k, 10,
<Ko+ Y, Tl > “Ror K< Ko+ 3K1

k=0 k=E["2]
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Si tomamos Ky = max{3Ky,3K:} entonces Ky + K1 < KT + %Kz < K.
Procediendo del mismo modo,

ng+1
E[ 02 ]7 no

Prg11(2) |Ong+1,k,0] |Ongt 1,0
Zn0+1 ‘<K + Z Rn0+1 k K + Z no+1—=k Kz.
k=0 k:E[n02+1]
Asi
E[n0+1]71
i |Qtnot1,k,0] < Veng+1) 1 _ 1
& RO S UmT et
y
no
3 |Qngt1,k,0] <L
Rn0+17k 3’
k=B
por tanto,
¢n0+1
W‘ <K0+3K2+3K2<K2
Por induccién obtenemos que ‘%‘< K5 Vp > 1y, en definitiva, el resultado
queda probado, esto es, existe un nimero natural K3 tal que ‘¢" ‘ < Kj3 para
todoze Kyn>0. O

Estamos ya en condiciones de demostrar el teorema central de esta seccién.

Teorema 1. Si py es una medida de Borel finita y positiva y p1 es una medida
verificando la condicion de Szegd, entonces la sucesion de P.O. mdnicos con respecto

a (1), {(;3”}, verifica
- (L
uniformemente en subconjuntos K C C tales que in}f{ |z| > 1.
zE

Demostracion. Teniendo en cuenta la Proposicién 1 iii), es suficiente probar que

T/)n,M(Z) _ (Zzn(z) _
( AL ) 0

Zn

lim lim
M — o0 n—oo

uniformemente en subconjuntos K C C tales que in}f{ |z| > 1.
z€E

Sea K un subconjunto de C tal que r = in}f{ |z| > 1y elijamos R tal que 1 < R <
K4S

5K3
r. Para € > 0 tomemos ¢; > 0 tal que W\/a <e.

Aplicando el Corolario 1, tenemos que para e¢; > 0 existe My tal que para cada
M > My existe Ny tal que para cada n > Njs y para R > 1 se verifican (6) y (7).
Si se tiene en cuenta la Proposicion 4 se obtiene

%,M(Z)_(Z;n(Z)‘:‘nz:anka ‘7Z|ankM| (2 )‘

on on k Rn k Zk
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n—1
3 |an k| \/
< K "k < K3 \/ n
3k:0 Rn—k (\/ ,/ 1R% )

K3 ( n
RO _,,L)rc |
-1\  Rz/V"
Por tanto, w"]\fl(z) — (MELZ) ‘ < € para n suficientemente grande, lo que demuestra
z
la tesis del teorema. (]

Corolario 3. Para cada € > 0 yn suficientemente grande, las raices de qgn(z) estdn
en |z <1+e.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata del Teorema 1 y del Teorema de
Hurwitz (véase [13]). O

Observacién 1. El Corolario anterior no puede ser mejorado como ilustra el si-
guiente ejemplo. Consideremos las siguientes medidas: pg = 61, donde 01 es la
medida de Dirac con punto de masa en 1 y p; una modificada polindmica de la
medida de Lebesque, esto es, duy(0) = |e? —1|2df. Es fdcil probar que el polinomio

ortogonal monico de Sobolev de grado n, qgn(z), viene dado por q~5n(z) =3 zF—n,

y que tiene, por lo menos, una raiz (de hecho n — 1 raices) en el exterior del disco
unidad cerrado.

2.4. Andlisis de la técnica utilizada. En esta seccién hemos trabajado segun
el siguiente esquema:

Men

1. Formular una hipétesis sobre el comportamiento asintdtico de —

subconjuntos compactos de una regién del plano complejo (véanse [1], [2],
(3], [4], [5], (9] v [11]).
2. Representar ¢,(z) adecuadamente con respecto a nuestra hipdtesis de tra-

bajo, esto es ¢n(2) = Ynr(2) + Z ke Pk(2), donde ¥, ar(2) es un

polinomio ménico de grado n, dependlente también de M, y cuya asintética

1/)n,M( )

se parece para M y n suficientemente grandes a la deseada.

3. Buscar propiedades para los coeficientes de la relacion de recurrencia, desta-
cando que esta biisqueda de propiedades se hace manipulando en su conjunto
los coeficientes.

4. Finalmente utilizar esta representacién y las propiedades obtenidas para
sus coeficientes, para obtener el teorema de convergencia y sus interesantes
consecuencias.

El camino presentado previamente tiene continuidad en el segundo problema que
tratamos en este trabajo. El objetivo es la extension de la asintética fuerte a la fron-
tera T y al interior del disco unidad bajo una condicién suficiente. Si bien las ideas
anteriores son validas, es claro que la eleccién de ¢, pr(z) no es natural. La eleccién
mas simple serfa aquella en que el calculo del producto escalar (1, ar(2), dn(2))s
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sea sencillo, lo que facilitard la obtencién de propiedades para los coeficientes la
recurrencia de forma individualizada, haciendo posible la demostracién del teorema
central. Siguiendo estas ideas, la eleccién adecuada es la primitiva del polinomio
ortogonal de grado n — 1 respecto de pq. Si bien este camino creemos que puede

desarrollarse para la seccién anterior, podemos asegurar que es de complicada expo-
7. (1

z

sicién y manipulacién. Obsérvese que la funcién 0 0) no esté definida sobre T y no
1

es sencillo acotar adecuadamente la norma pg del polinomio que representa el papel

I (3)

11, (0

desaparece podemos considerar la convergencia sobre T y el candidato natural a

jugar el papel de v, a(2) es, sin duda, para el grado n, la primitiva normalizada

del polinomio ortogonal (n — 1)-ésimo respecto de ;.

. Cuando esta restriccién

de tp, a(2) si utilizamos alguno muy parecido a 2"

3. COMPORTAMIENTO ASINTOTICO EN LA FRONTERA Y EL INTERIOR DEL DISCO
UNIDAD

3.1. Propiedades de los polinomios ortogonales con respecto a u; y de
sus primitivas. En esta subseccién obtendremos resultados relativos a la medida
1 que suponemos de Borel, finita, positiva y que cumple la condicién de Szeg6.
Denotaremos por {¢,} la sucesién de polinomios ortogonales ménicos con respecto
a 11 sabiendo que nlgr;o HqﬁnHil =m(u1) > 0 (véase [10]). También asumiremos que

Hl(z) — [ . .

=1+ A2" tiene extensién analitica hasta |z| < +
I1; (0) kzzl * A<
con r1 < 1, lo que es equivalente a lim {/]¢,,(0)] = r1. En esta situacién es bien co-
nocido que los coeficientes de los polinomios ortogonales {¢,,} estan uniformemente

T (L

acotados y que lim ¢"—(Z) = 1(5)
inf |z| > ry (véase [12]).
zeEK

la funcién de Szeg6

uniformemente en subconjuntos K de C con

A continuacién obtenemos un resultado que mejora la acotacién uniforme de los

n
coeficientes de los polinomios {¢,}. Por simplicidad escribimos ¢,, = 3 ay, xz* con
k=0
Gnn = 1.

Proposiciéon 5. Dado Ry tal que r1 < Ry < 1, existen C1 > 0 y un nimero natural
Ni tal que para cualquier k>0 yn > Ny,

(8) |ani| < CLRYF.

Demostracion. En [7] se obtiene como consecuencia del comportamiento asintético
de los parametros de Schur de la medida.

Una demostracién alternativa se basa en utilizar la férmula integral de Cauchy
para obtener una representacién de los coeficientes de ¢,,(z), tomando una circun-

ferencia de radio menor que R;p, y utilizar la asintdtica conocida de # para
z
obtener la acotacién deseada. (]
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Seguidamente se introducen las primitivas normalizadas de los polinomios or-
n

n
togonales mediante ¥, (z) = > Ean,lﬁk,lzk. Por simplicidad denotamos b,, =
k=1

TFan—1k—1 a los coeficientes de estos polinomios, y obtenemos, en primer lugar, un
resultado sobre la acotacién de estos coeficientes.

Proposicién 6.
(i) Dado Ry tal que r1 < Ry < 1, existen Co > 0 y un nimero natural N tal
que, para cada k >0 yn > Na,

bk < CoRYF.
(ii) FEziste My > 0 tal que |by k| < My para todo 0 < k < n.

Demostracion. (i) Sea Rs tal que 11 < Ry < 1y elijjamos Ry con 11 < R; < Ra.
Entonces existe un nimero natural M tal que nRI% < R;?L para cada n > Mo.

Por la Proposicién 5 sabemos que existen C7; > 0 y un nimero natural Nj tal
que |an k| < ClR;’*k para cualquier K > 0y n > Nj.

Por tanto, si n — 1 > méx{ N, Mz} entonces para k > 3 se verifica

n —
|bn7k| = E |an71,k71| < 201R;l k,

y, para k < Z, |bpi| < nClR;’fk < ClR;“k. Si elegimos Cy = 20, y Ny =
max{ Ny, M2}, entonces se verifica (i).
(ii) Es una consecuencia inmediata de (i). O

Yu(z)  TL(D)

= uniformemente en subcon-

1(0)

Proposiciéon 7. Se verifica que lim

n—oo

=

juntos K de C tales que inf |z| > 7.
z€EK

e
Demostracion. Dado que lim On1(2) _ 1(5)

= uniformemente en subconjuntos
n—oo zn—1 Hl (0)

wn(Z)_%q(Z) _
( ) =0

K de C tales que inf |z| > r1, es suficiente probar que lim
zeK n on—1

n—oo
uniformemente en subconjuntos K de C tales que in}f{ |z| > ry.
zE
Consideremos K C C un subconjunto con r = in}f{ |z| > r1 y elijamos R; tal que
zE

r<Ri<r.
Para z € K se tiene

n—1 n—1
¥nl2) ¢n71(z)‘ = ‘ L L1287 — Z an—1p-12""
n n—1 - n—L,k— n—L,k—
z z k=1 k k=1
n—1
B n—k 1
- ‘k_l k a'nflyk*lznfk; "

Aplicando la Proposicién 5 sabemos que existen C; > 0 y un nimero natural Ny
cumpliendo que |an x| < ClR;“k para cualquier kK > 0 y n > Nj. Por otra parte,
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< - vy elijamos

rCq (&)Mﬂ €

para un € > 0 determinado tomemos M tal que

T — Rl 3
N> tal que para n > Ny se verifiquen las siguientes desigualdades:
1 My € rC 2(R1>"}% €
- b4 | = — < —.
[(71—1)Jr +n—M} 3 7 r—Rl[n 3
Entonces, para n > max{2(M + 2) N1+ 1,Na} y z € K, tenemos
1/)n(2) Dn— 1 n—k 1
2 gnl ‘ = ‘ e k anfl’kflz"*k‘
n—M-—1 n—k [”]n_ 1
+‘ Z e s ey ‘ ‘Z T On—lk-17 k‘
k=E[2]+1
con
‘"1 n—k_ 1 ‘ M¢[ L M]<e
n—1,k—1 7% i — o — 20
=k rif L(n—1) n—M 3
n—M-1 n—M-—1
n—=k 1 1
‘ 2 An—1,k—1_, k‘ Z An—1,k—1 k‘
k=E[2]+1 k=E[2]+1
n—M-—1
Ri\n—k 7"01 R\ M+1 €
< +) (7)) <3
! Z T — Rl < 3
k=E[2]+1
y
Elg B[3] Bly]
n—=k 1 Rl n—k Rl n—=k
‘Z A anfl’kflzn—fk‘ <> ”Cl(g> <> "01(7)
k=1 k=1 k=1
- nCir (&)WE[%] < nCir (&)5 - €
r — Rl T — Rl T 3
Asi el resultado queda demostrado. O

Corolario 4. Ezxiste Cs > 0 tal que, para cualquier nimero natural n > 0, se
verifica || {n || < Cs.

Demostracion. Teniendo en cuenta la Proposicién 7,

(L) 2 2m T (L
lim ¥nlz) —_1(2) = lim / ‘w"(z —1(2) (0) =0, z=¢€";
n—ooll 2" I1,(0) lwo  m—00 Jg I1,(0)
esto es,
I (L
lim |1, (2) — 2" 1(5) =0.
n—00 IT; (0) Muo
()
Consecuentemente lim ||¢,(2)]u = H = ‘ . O
n—00 11, (0) Muo
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3.2. Relacién de recurrencia para los P.O. de Sobolev.

Proposicién 8. Sea {P,} la sucesidn de polinomios ortogonales mdnicos con res-
pecto a g, {¢dn} la sucesion de polinomios ortogonales mdnicos con respecto a py y
{¢n} la sucesion de polinomios ortogonales mdnicos con respecto a (1). Entonces

) 1Palluy < Ndnlluo < onllpo- i
(i) 0 < (19nll5, = n®ln-1llZ, < I¥nllf, = l10nll7,-

Demostracion. Aplicando la propiedad minimal de la norma de los polinomios or-
togonales tenemos

1Pallo + n2ll@n—1llf, < Ibnllfy + 00l = llénlls < llnl2
= [¥nllf + 1l én-1llf, < I¥nlli, + 16015,
de donde resultan (i) y (ii). O

Proposicién 9. Si representamos

n—1
(9) Pn(2) = Pn(2) + Y an ki(2)
k=0
entonces existe Cy > 0 tal que, para cada n > 0, se verifica que

C
(10) |oun k] < k—; para 1<k<n—1 y |apo <C4.

Demostracion. Dado que, para k < n,

0= <Q~5n7q~5k>s = <wn7q~5k>s + an,k”&k”? = <wn7q~5k>uo + an,k”&k”i

se tiene _ _
P L I A
o513 llonll2
Ahora bien, teniendo en cuenta que k*m(u1) < k?(|¢r—1l|2, < [|¢x]|2, y aplicando
el Corolario 4 y la Proposicién 8 (i), tenemos nuestra tesis. ]

Seguidamente probamos que los coeficientes de los polinomios ortogonales de
Sobolev estdan uniformemente acotados.

- n

Proposicién 10. Si ¢,(z) = Amkz’C con A, n =1, entonces existe M& > 0 tal
k=0

que para cadan >0y k >0,

|An,k| < ]\4(1"s

Demostracion. Consideremos un nimero natural n > 0 fijo, y J = max({My} U
{Am k0 <k <m<mn}).

Dado que ¢p11(2) = ¥ni1(2) + 3. @ni1xdr(2), si utilizamos las relaciones (9)
k=0

y (10) tenemos

1 1
|An+1,k|§Mw+C4[m+”'+1_2+1 J=25.
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- n+1 -
En el siguiente paso ¢ny2(2) = ¥ny2(2) + D, Ant2,k¢k(2), obteniendo
k=0

Cy )

CyS +C4[%+...+i+1}(]:8(1+m

(n+1)2 12

Por tanto, procediendo por induccién deducimos que, para cada p,

a2 500+ ) (1 ) < ST+ ) = Ve

| Anto.kl < My +

(n+1) n+p-— (n+k)?
]

A continuacién mejoramos los resultados obtenidos en (10). Para ello conside-
raremos que la medida po satisface que lfm ’\/c_n| =19 < 1 donde ¢, = (2", 1) .
Esto es, suponemos que la funcién de Carathéodory de la medida pg tiene extension
analitica a |z| < %

Proposicién 11. Sea p = méx{rg,m1}. Para cada Ry tal que p < Ry < 1, existen
E >0 y un nimero natural H tal que
Rnfk

(11) lon k| < E 1172 para n—k>H y |ano <ER} para n> H.
Demostracion. Tomemos R tal que, p < R < R;. De la Proposicién 6 se deduce que
|bn.k| < C2R™* para cada k >0y n > Ns.

Por otra parte, también podemos asegurar que existe un entero h > 0 tal que
paran > h |c,| < R" y|en| <1lpara0<n<h-—1.

Luego, eligiendo una constante apropiada Cs podemos establecer que |by ;| <
CsR" % para cada 0 < k < ny |e,| < C5R" para cada n.

Seguidamente probamos que existe Cg > 0 y un nimero natural H tal que

|<¢~>k,1/)n>s| < CGRT’“ para n—k > H.

En efecto:
n—k 0 n—k
sl = 1 aduol = | D0 cibnge| € D2 el + D lesllbnsl
j=—k+1 j=—k+1 k=1
0 n—k C n—k
< CsRM—i—k CsRICsR" ik « 25 _pn—k C2R"F
< 2 +) —R R Y O
j=—k+1 k=1 k=1
Cs

R F 4+ C%(n — k)R

“1-R

<n—ksin—k>H,

1
Dado que existe un nimero natural H; > 0 tal que R

se tiene entonces
|(2%, )| < Cs(n — K)R" % 4+ C2(n — k)R" % = C(n — k)R"*.

Asi, si tomamos un nimero natural H > 0 tal que (n — k)R" ™% < R;’*k para
(n — k) > H, obtenemos |(z*,4,,)s| < CR?* paran — k > H.
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Por lo tanto

5 Rn k B
(P Pn)s| < MGC[RY + -+ R} ¥ < My O+ = Ceh} k.
. . - |<¢~5k71/)n>8| :
Finalmente, teniendo en cuenta que |ay, i| = 7”(23 T se obtiene (11). O
klls

Proposicién 12. Se verifican las siguientes relaciones:

(i) lm ¢y — s = 0.

2 IL(3)

Gl . _ H > ‘

(11) nLH;OH(b HMO 11 (0)
Demostracion. (i) Tomando normas en (9),
(12) I6n = Wnll? = Z v 1l | D 13-

Utilizando (10), (11) y que
16nl1Z < [¥nllfy + 02l én-1llh, < F+nc, con F=Ciyec=]1|f3,,

se sigue, de (12),

n

H
160 = wnllZ =D lann—sl?9n—il2+ D lann—jl*Ién;l
j=1

j=H+1

—_Q

<Y gl =)+ Z F+ (n—j)*d
J j= H+1

con Q = max{C3, E?}. Ahora, es inmediato deducir (i). )

(ii) A partir de (i), lm ||¢n — ¥nllue = 0, lo que implica que lim ||¢y, |, =
lim |3y, || - Por tanto, aplicando el Corolario 4, obtenemos (ii). O
3.3. Asintética fuerte.

z
K de C tales que fnlf< |z| > p con p = max{re,r1}.
z€E

Proposicion 13. La sucesion estd uniformemente acotada en subconjuntos

Demostracion. Sea K un subconjunto de C tal que fnlf< |z| > p. Sear = in}f{ |z| y sea
z€ z€
n

subconjuntos K de C con in}f{ |z| > p, consideremos un nimero natural fijo ng > 0 tal
z€E

R; tal que p < R; < r. Dado que la sucesion estd uniformemente acotada en

E[Zo 12< a2 1ii M = < {¢k(2)‘ 1l)k(2)‘ }
que (B[] +1)7 < (77)7 v elijamos SR U2 kzonme—1’ | 28 ko
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Se sigue entonces de (9), para z € K,
no— 1

¢n0 wno i ano,k} ¢k} < M+ Z |an0,k|
Zno - Zno Py Zno k} Zk} no k}|

Aplicando la Proposicién 11 tenemos que existen £ > 0 y un nimero natural
n—k

H >0 tal que |ap x| < k12

Por tanto, si también tenemos en cuenta (10) obtenemos, para z € K,

Y |ano| < ERY, paran —k > H.

(Z;no(z)‘ <M[1+ %1 |an07/€|:| +M "szH:*l |an07/€| + M f |an07/€|
Zno - |Z|n07k - |Z|n07k |Z|n07k
k=no—H k:E[”TO]Jrl k=0
no—1 no—H—1 no—k TO no—k n
ERY® ERY™ ERY®
sufie Y Sotlem > S D T
k=no—H k=E[%0]+1 =
HCy ME mo A=t B\ no—k iy R\ no—k
< M|l — ME !
[ +(n0—H)2rH} E2+12 2 )+ Z( )
2 k=E[%0]+1
A B R\ no—E[F]
<M1+ + +C(—
[ (no—H)? (E[%]+1)? ( r ) }
+ B Ri\ 7
<M]|1 —
[ +(E[%]+1)2+C( )7
HCy Er R\ H+1 Er
conA:r—H,B:r_Rl(—) yC:r_ 1.Entonces
¢3n0(2>‘ v
o) ol ——
o] < i+ (E[%]—kl)?}

con V=A+ B+ C y por lo tanto ‘M‘ SM[l'i-%}» Vz e K.
zno o

Procediendo por induccién podemos obtener

¢no+p ‘ <MH[

Zn0+;D

} Vz € K.
no-l-P

En definitiva hemos probado que existe L tal que ‘d)" ‘ < L para todo z € K
y para todo n > 0.

Estamos ya en condiciones de demostrar el teorema central de esta seccién.

Teorema 2. Si pg es una medida de Borel finita y positiva cuya funcion de Ca-

rathéodory tiene extension analitica a |z] < — conro <1 y 1 es una medida de la
To
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clase Szegd cuya funcion de Szegd, 111 (z), tiene extension analitica a |z| < — con
1
r1 <1, entonces la sucesion de P.O. mdnicos con respecto a (1), {¢n}, verifica

oy On(2) _ (D)

uniformemente en subconjuntos K de C tales que fnlf< |z| > p, con p=max{re,r1}.
zeE

Demostracion. De acuerdo con la Proposicién 7, bastard probar que lim

n—oo

Zn

Sea K un subconjunto de C con r = in}“{ |z| > pysea Ry tal que p < Ry <.
zE

(M

) = 0 uniformemente en subconjuntos K de C tales que fnlf< || > p.
z€E

Utilizando (9) y la Proposicién 13 tenemos, para z € K,
¢n wn Qn k ¢k |an k|
‘_‘Zznkzk‘ Lzrnk

Si ahora procedemos del mismo modo que en la Proposicién 13 y tenemos en
cuenta (10) y (11) resulta

Tl A s el B
n—k — H)?’ n—k n 2
— e L T (Blz]+1)

S
N3

(3]
|0‘n,l]€€| < C(&) ?.
rn- T
=0
Para un € > 0 fijo, elegimos N > 0 tal que para n > N se verifica

LA <e LB <e LC(Rl)%<6
n—HZ 3 (BE+1? 3 7 r 3’

lo que nos permite obtener el resultado. O

ko

Corolario 5. Para todo € > 0 y n suficientemente grande, las raices de q~5n(z) estdn
en |z| < p+e.

Demostracion. Se procede como en el Corolario 3. (]

Proposicién 14. Bajo las hipdtesis del Teorema 2, se cumple
(i) lim ¢,(2) = 0 uniformemente en subconjuntos compactos de |z| < 1.
n—oo
IL (1)
11, (0)

(ii) Um |pn(2)| = ‘ ‘ uniformemente para |z| = 1.
n—oo
Demostracion. (i) Basta tener en cuenta que |z| < 1 y proceder de la misma forma
que en la Proposicién 13.
(ii) Es inmediato a partir del Teorema 2. O
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4. GENERALIZACION

Los esquemas de razonamiento utilizados tanto en la seccién 2 como en la 3 son
variantes de una misma argumentacién. El problema extremal

Min )2 = Min {12, + I ()12, }
sujeto a p(z) € P, sujeto a p(z) € P,
p(z) = 2" + t.m.g. p(z) = 2" + t.m.g.

es un problema de minimizacién miiltiple, en el que la componente que gobierna el
problema es la que afecta a las derivadas, siempre que la segunda medida esté en la
clase Szegd y que n sea suficientemente grande.

Obsérvese que este hecho sugiere los asintéticos probados y que, en definitiva,
la construccién prueba que no hay gran diferencia entre el polinomio que resuelve
el segundo problema extremal individual y el que resuelve el problema Sobolev.
Obsérvese también que la solucién del problema Sobolev se parece a la primitiva
de ¢, (2).

Una generalizaciéon natural del producto escalar de Sobolev (1) es considerar un
producto escalar con p + 1 componentes, esto es

P 27
(13) <f(z)7 g(z)>5 = Z/ f(l) (eie)g(i) (eié) dﬂz(9)7 z = 61‘0’
i=0 70

donde p;, i =0, ...,p, son medidas de Borel finitas y positivas en [0, 27].
Para este problema denotaremos ¢, ; al momento n-ésimo de la k-ésima medida,
esto es ¢pp = (2", 1)y, con k =0,...,p— 1, ¢,(z) al n-ésimo polinomio ortogo-

nal ménico con respecto a la medida p, a0 al término independiente de ¢, (z) y
q~5n(z) al n-ésimo polinomio ortogonal ménico con respecto al producto escalar de
Sobolev (13).

Las ideas expuestas en la seccién 2 son facilmente generalizables si se supone que
p es una medida de la clase Szegd y de forma natural se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3. Sean p; (i =0,...,p— 1) medidas de Borel finitas y positivas, y pp
una medida verificando la condicion de Szegd. Entonces
~ (L
lim ¢n(z) _ p(z)
nee 2t 1(0)

uniformemente en subconjuntos K de C con in}f{ |z| > 1, siendo I1,(2) la funcion de
zE

Szegd de py.

Demostracion. Seguir las pautas marcadas en la seccién 2 y, para los detalles,

véase [§]. O

De igual forma, siguiendo las pautas de la seccién 3, aunque con calculos mucho
mas complicados, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4. Sean p;, i = 0,...,p — 1, medidas de Borel finitas y positivas y
tp una medida verificando la condicidn de Szegd con funcion de Szegd I,(z). Si
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1fm 3/ nkl=re, k=0,...,p—1, y lfm {/ ano| = 1p, y max{ro,r,...,7pr =p <1

entonces 5 -
I (L

noee 2t 1(0)
uniformemente en subconjuntos K de C con in}f{ |z > p.
z€E
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