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Abstract. In this paper we introduce some basic topics and a small historical
introduction about the Runge-Kutta methods of type Fractionary Steps. In it

we also realize the study of the uniform convergence of Fractionary Step schemes
that we obtain by combining a temporal discretization scheme of type RKPF

with a spatial discretization of type Finite Elements or Finite Differences. We
realize this study for non-stationary problems in a variational context.

1. Breve reseña histórica sobre los métodos de Pasos Fraccionarios

La aparición de los primeros ordenadores con capacidad de cálculo importante
en los años 40, impulsó el desarrollo de la matemática algoŕıtmica e hizo que el
Análisis Numérico surgiera como una disciplina moderna con grandes perspectivas
de desarrollo fuertemente ligadas, obviamente, al tipo y potencia de los medios de
cálculo de los que se ha dispuesto.

En los años 50 y 60 se empezaron a desarrollar con gran dinamismo métodos pa-
ra resolver ecuaciones algebraicas lineales con matrices tridiagonales y tridiagonales
por bloques. El éxito en el desarrollo de dichos métodos llevó al diseño de algoritmos
numéricos eficientes en la resolución de problemas estacionarios multidimensionales,
basados en la descomposición del operador en diferencias en operadores tridiagona-
les. Estos métodos recibieron diversos nombres como métodos de factorización, de
barrido, de descomposición (✭✭Splitting methods✮✮) y de Direcciones Alternadas.

Los primeros métodos de tipo Direcciones Alternadas aparecen a mediados de
los 50 en los trabajos de Douglas, Peaceman y Ratchford (ver [Dou55], [PR55],
[DR56]). Ante un problema de difusión, en un dominio bidimensional, modelado
por la ecuación

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
,

estos autores apuntan que el esquema expĺıcito

(1)
Um+1 − Um

∆t
= ∆xx̄U

m + ∆yȳU
m,
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donde ∆xx̄ y ∆yȳ son discretizaciones de los operadores ∂2u
∂x2 y ∂2u

∂y2 , mediante dife-
rencias centrales, es rechazable debido a que la obtención de la estabilidad numérica
requiere una integración en tiempo muy lenta cuando el grosor de la malla empleada
en la discretización es muy fina. Por ejemplo, en el caso de considerar el cuadrado
unidad y un mallado uniforme del mismo grosor (h) en las variables x e y, es decir,

(2)
∆xx̄U

m(x, y) =
Um(x− h, y) − 2Um(x, y) + Um(x + h, y)

h2
,

∆yȳU
m(x, y) =

Um(x, y− h) − 2Um(x, y) + Um(x, y + h)
h2

,

el esquema (1) resulta condicionalmente estable bajo la restricción ∆t
h2 ≤ 1

4 .
Douglas, Peaceman y Ratchford apuntan también que el esquema impĺıcito clásico

Um+1 − Um

∆t
= ∆xx̄U

m+1 + ∆yȳU
m+1 ,

aún siendo incondicionalmente estable, es igualmente rechazable, debido a que en
cada nivel de tiempo se debe resolver un sistema lineal complejo en términos de
costo computacional.

Por contra, el uso de los esquemas impĺıcitos

Um+1 − Um

∆t
= ∆xx̄U

m+1 + ∆yȳU
m,

y
Um+1 − Um

∆t
= ∆xx̄U

m + ∆yȳU
m+1 ,

da lugar a métodos económicos, ya que requieren la resolución de un conjunto de
sistemas tridiagonales desacoplados y, aunque cada uno de los métodos es incondi-
cionalmente estable, el empleo de ambos en forma alternada, es decir,

(3)


Um+ 1

2 − Um

1
2
∆t

= ∆xx̄U
m+ 1

2 + ∆yȳU
m,

Um+1 − Um+ 1
2

1
2
∆t

= ∆xx̄U
m+ 1

2 + ∆yȳU
m+1 ,

da lugar a un esquema incondicionalmente convergente y, a su vez, con bajo costo
computacional por paso.

El esquema (3) fue el precursor de otros métodos, que bajo distintos nombres,
pero con la misma idea de reducción de costos, fueron desarrollados por autores co-
mo D’yaconov, Samarskii, Kellog, Gunn y otros. Una extensa recopilación de estos
métodos fue acometida por Yanenko (ver [Yan71]) a los que él denomina genérica-
mente como métodos de Pasos Fraccionarios (ver también [CL90]).

Aunque estos métodos surgieron en el contexto de los esquemas de diferencias
finitas, también han sido posteriormente aplicados, en conexión con discretizaciones
espaciales de tipo elementos finitos (ver [Dou55], [DD71]). En esta dirección son de
particular interés los estudios llevados a cabo por Temam (ver [Tem68]) y Lions y
Mercier (ver [LM78]), para métodos de Pasos Fraccionarios muy simples, aplicados
a problemas parabólicos generales planteados en forma operacional.
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Desde los primeros esquemas hasta los trabajos más recientes (ver [Hun92],
[Van96], [Hun98a], [Hun98b]), los métodos de tipo Pasos Fraccionarios han sido
desarrollados de forma aislada (para problemas particulares y usando técnicas bási-
cas, muy simples, de discretización temporal), sin un marco general que los relacione
y permita su análisis de forma conjunta. En [Jor92] se desarrolla por primera vez
una técnica que, además de permitir un estudio riguroso de la convergencia de los
métodos clásicos de Pasos Fraccionarios, abre nuevas v́ıas para el diseño de méto-
dos de este tipo que alcancen órdenes altos en tiempo para problemas parabólicos
lineales generales. Esta ĺınea de trabajo se ha mostrado exitosa para llevar a cabo
el análisis y diseño de métodos de Pasos Fraccionarios en un contexto muy amplio
de problemas parabólicos.

2. El problema a resolver y su formulación

En el resto de este art́ıculo nos centraremos en el estudio de la convergencia de
las soluciones que se obtienen al utilizar un método de tipo Runge-Kutta de Pasos
Fraccionarios aplicado a una formulación variacional, más débil, de un Problema
Parabólico en Ecuaciones en Derivadas Parciales cuya formulación operacional es

(4)

{
du(t)

dt = f(t, y) ≡ −A(t)u(t) + g(t),
u(0) = u0,

donde A(t) : D(A(t)) ⊆ H −→ H es, en general, un operador diferencial de tipo
eĺıptico, no acotado, que actúa sobre un espacio infinito dimensional de funciones
definidas en un cierto dominio Ω (rango de variación de las variables espaciales). Por
simplicidad, asumiremos que ∀ t ∈ [0, T ] los operadores A(t) quedan definidos sobre
el mismo dominio D(A(t)) ≡ D ⊆ H , con lo que, en la práctica, estamos pensando
en condiciones de contorno que no vaŕıen con el tiempo.

Mediante el análisis de la convergencia uniforme en una formulación variacional
nos podemos permitir analizar en detalle una casúıstica mayor en lo relativo a la
variación temporal de los coeficientes del problema, que la que se realiza en el caso
de formulación operacional. Por ejemplo, en el caso de considerar problemas de
convección-difusión-reacción del tipo

(5)
∂u

∂t
− d∆u+ �v �∇u + ku = g,

donde d es el término de difusión, �v el de convección y k el de reacción, pueden
obtenerse distintos resultados según que la variación temporal de los coeficientes
afecte solamente a los términos de reacción y de convección o a todos los términos
incluyendo el de difusión.

Planteamos la discretización espacial del problema mediante una aproximación
variacional que engloba a las técnicas t́ıpicas en Elementos Finitos y Diferencias
Finitas y la integración temporal utilizando un método Runge-Kutta de Pasos Frac-
cionarios.

Sean V y H espacios de Hilbert reales con V denso en H ; identificaremos H con
su dual topológico H ′, de forma que se tendrá V ⊆ H ⊆ V ′, siendo las inyecciones
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continuas. Denotaremos por | · | y ‖ ·‖ y por (·, ·) y ((·, ·)) las normas y los productos
escalares en V y en H , respectivamente.

Sea a(t; ·, ·) una forma bilineal, uniformemente bicontinua y coerciva en V , es
decir, existen M y α > 0, constantes independientes de t, tales que |a(t; u, v)| ≤
M |u| |v|, a(t; u, u) ≥ α|u|2, ∀u, v ∈ V, y ∀ t ∈ [0, T ]. Notar que de la continuidad
de la inyección de V en H , se deduce inmediatamente que existe una constante, γ,
independiente de t, tal que a(t; u, u) ≥ γ‖u‖2, ∀u ∈ V .

Denotaremos A(t) ∈ L(V, V ′) al operador tal que a(t; u, v) = 〈A(t)u, v〉 ∀u, v ∈
V , donde 〈·, ·〉 indica la dualidad entre V y V ′. Si definimos

D = {u ∈ V | A(t)u ∈ H},

resulta que A(t) : D ⊆ H −→ H , es un operador maximal y coercivo en H .
Aśı, el problema que nos vamos a plantear resolver es: dados g : [0, T ] −→ V ′ y

u0 encontrar u : [0, T ] −→ V solución del problema (4). Dicho problema admite una
formulación variacional en la forma

(6)
{

((u′(t), v)) + a(t; u(t), v) = 〈g(t), v〉, ∀u ∈ V,

u(0) = u0 ∈ V.

Notar que si g : [0, T ] −→ H , se tiene que 〈g(t), v〉 = ((g(t), v)); si además u0 ∈ D
este problema es equivalente a (4).

Para aplicar un método Runge-Kutta de Pasos Fraccionarios como aproximante
del problema (6), supondremos que la forma bilineal a(t; ·, ·) admite una descompo-
sición de la forma

(7) a(t; ·, ·) =
n∑

i=1

ai(t; ·, ·),

donde, para cada i = 1, . . . , n, la forma ai(t; ·, ·) es bilineal, uniformemente biconti-
nua y coerciva, en ciertos espacios de Hilbert Vi que contienen a V y que a su vez
están contenidos en H , es decir, existen Mi y αi > 0, constantes independientes de
t, tales que { |ai(t; u, v)| ≤ Mi|u|i|v|i,

ai(t; u, u) ≥ αi|u|2i ,
∀u, v ∈ Vi,

donde (·, ·)i y | · |i son los productos escalares y las normas asociadas a ellos en Vi.

Asumiremos que los espacios Vi, i = 1, . . . , n, verifican que:
n⋂

i=1

Vi = V y
n⋃

i=1

V ′
i = V ′,

y de forma que V ⊆ Vi ⊆ H ⊆ V ′
i ⊆ V ′ con inyección continua y cada uno denso en

el siguiente, siendo las normas | · | y
n∑

i=1

| · |i equivalentes (ver [Jor92], [Tem68]). Aśı,

existen n constantes γi, independientes de t, tales que ai(t; u, u) ≥ γi‖u‖2, ∀u ∈ Vi

para i = 1, . . . , n.
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Notar que, usando la descomposición (7) el problema variacional (6) se puede
reescribir como

(8)

 ((u′(t), v)) +
n∑

i=1

ai(t; u(t), v) = 〈g(t), v〉, ∀u ∈ V,

u(0) = u0 ∈ V.

Denotaremos Ai(t) ∈ L(Vi, V
′
i ) al operador que verifica ai(t; u, v) = 〈Ai(t)u, v〉i,

∀u, v ∈ Vi. De este modo,

(9) A(t)u =
n∑

i=1

Ai(t)u, ∀u ∈ V.

3. La discretización

Sea h un parámetro destinado a tender a cero, t́ıpicamente h será el diámetro de
los elementos que empleemos para discretizar la parte espacial. Supondremos que
para cada valor de h se verifican las siguientes hipótesis:

(H1) Vh es un espacio de Hilbert finito-dimensional con norma ‖ · ‖h con Vh ⊂ V .
Supondremos que las normas en Vh y H son uniformemente equivalentes, es
decir, existe una constante c independiente de h, tal que c‖uh‖ ≤ ‖uh‖h ≤
1
c‖uh‖.

(H2) rh(t) : V −→ Vh son aplicaciones de conexión, lineales acotadas, habitual-
mente proyecciones de V en Vh.

(H3) πh : V ′ −→ Vh son aplicaciones de conexión entre V ′ y Vh verificando

(10)
(πhgi(t), uh)h = 〈gi(t), uh〉i, ∀ i = 1, . . . , n, ∀ gi(t) ∈ V ′

i ,
∀uh ∈ Vh, ∀ t ∈ [0, T ],

(πhg(t), uh)h = 〈g(t), uh〉, ∀ g(t) ∈ V ′, ∀uh ∈ Vh, ∀ t ∈ [0, T ].

(H4) gh(t), gih(t) y u0h son aproximaciones semidiscretas de g(t), gi(t) y u0,
respectivamente, sobre Vh; t́ıpicamente u0h = rh(0)u0.

(H5) ah(t; ·, ·) y aih(t; ·, ·) son formas bilineales sobre Vh × Vh y sus operadores
lineales asociados Ah(t) ∈ L(Vh, Vh) y Aih(t) ∈ L(Vh, Vh) (aproximaciones
discretas de a(t; ·, ·), ai(t; ·, ·), A(t) y Ai(t) respectivamente) que cumplen:

(11)

ah(t; rh(t)u, vh) = a(t; u, vh), ∀u ∈ V, ∀ vh ∈ Vh, ∀ t ∈ [0, T ],
aih(t; rh(t)u, vh) = ai(t; u, vh), ∀ i = 1, . . . , n, ∀u ∈ Vi,

∀ vh ∈ Vh, ∀ t ∈ [0, T ],
ah(t; uh, vh) = (Ah(t)uh, vh)h, ∀uh, vh ∈ Vh, ∀ t ∈ [0, T ],

aih(t; uh, vh) = (Aih(t)uh, vh)h, ∀ i = 1, . . . , n,
∀uh, vh ∈ Vh, ∀ t ∈ [0, T ].

Notar que, a partir de (10) y (11), es inmediato comprobar que son ciertas las
siguientes relaciones:

(12)
Ah(t)rh(t)u = πhA(t)u, ∀u ∈ V, ∀ t ∈ [0, T ],
Aih(t)rh(t)u = πhAi(t)u, ∀ i = 1, . . . , n, ∀u ∈ Vi, ∀ t ∈ [0, T ].
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Con ellas, es inmediato comprobar que los diagramas que aparecen en la Figura 1
son conmutativos.

V ✲
A(t)

V ′

Vh Vh

❄ ❄
✲

Ah(t)

rh(t) πh

Vi
✲

Ai(t)
V ′

i

Vh Vh

❄ ❄
✲

Aih(t)

rh(t) πh

Figura 1

Supondremos además que las formas bilineales ah(t; ·, ·) y aih(t; ·, ·) heredan las
propiedades de bicontinuidad y coercividad de a(t; ·, ·) y ai(t; ·, ·), es decir, existen
constantes positivas M̃ , α̃, M̃i y α̃i, para i = 1, . . . , n, independientes de h y de t,
tales que

(13)


|ah(t; uh, vh)| ≤ M̃ |uh||vh|, ah(t; uh, uh) ≥ α̃|uh|2,
|aih(t; uh, vh)| ≤ M̃i|uh|i |vh|i, aih(t; uh, uh) ≥ α̃i|uh|2i ,
∀ i = 1, . . . , n, ∀uh, vh ∈ Vh, ∀ t ∈ [0, T ].

Si rh(t) son proyecciones de V en Vh resulta que rh(t)uh = uh y a partir de (11) se
verifica (13) con M̃ = M , α̃ = α, M̃i = Mi y α̃i = αi, para i = 1, . . . , n.

Definición 3.1. Un Runge-Kutta Aditivo de s etapas y n niveles es un integrador
numérico de un paso, que al ser aplicado al PVI (4) con el fraccionamiento (9) y la

descomposición g(t) =
n∑

i=1

gi(t), nos lleva al esquema

(14)



y0,

ym+1 = ym + ∆t

s∑
i=1

n∑
j=1

bjifj(tm + ci∆t, Yi); donde

Yi = ym + ∆t

s∑
k=1

n∑
j=1

aj
ikfj(tm + ck∆t, Yk), i = 1, . . . , s,

mediante el que se calcula una aproximación ym+1 a la solución y(tm+1) a partir de
una aproximación ym a y(tm), con tm+1 = tm + ∆t. Tı́picamente, al parámetro ∆t
se le denomina paso de integración y a los vectores Yi etapas del método.

El método RK Aditivo queda determinado por la elección de los coeficientes bji ,
ci y aj

ik. Siguiendo una notación similar a la utilizada por Butcher para los métodos
Runge-Kutta estándar (ver [But87], [HNW87]), podemos escribir los métodos RK
Aditivos de forma abreviada como

(15)
C e A1 A2 . . . An

(b1)T (b2)T . . . (bn)T ,
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siendo Aj = (aj
ik), bj = (bji ), C = diag(c1, . . . , cs), e = (1, . . . , 1)T con i, k = 1, . . . , s

y j = 1, . . . , n. Aśı, podemos interpretar que un método RK Aditivo consta de n
métodos RK estándar solapados, en el que, en cierto modo, cada uno se ocupa de
una parte fi de la función derivada f .

Un RK Aditivo es expĺıcito sii aj
ik = 0 si k ≥ i, j = 1, . . . , n. Diremos que un RK

Aditivo es semiimpĺıcito sii aj
ik = 0 si k > i, j = 1, . . . , n.

Dentro de los métodos RK Aditivos de tipo semiimpĺıcito, se encuentran los
desarrollados por Cooper y Sayfy (ver [CS83]) y Jorge (ver [Jor90]), para problemas
Stiff no lineales, los RK particionados desarrollados por Sanz-Serna (ver [San89]),
para la integración numérica de ciertos Hamiltonianos, y los métodos de tipo Pasos
Fraccionarios (ver [Per93], [CL90], [Yan71]) que definimos a continuación.

Definición 3.2. Un método Runge Kutta de Pasos Fraccionarios, que denotaremos
abreviadamente RKPF, es un RK Aditivo semiimpĺıcito verificando

(16)



aj
ii ≥ 0, ∀ i ∈ {1, . . . , s}, j ∈ {1, . . . , n},

|bkj | +
s∑

i=1

|ak
ij| �= 0 � |blj| +

s∑
i=1

|al
ij| = 0, ∀ l �= k;

l, k ∈ {1, . . . , n}, i, j ∈ {1, . . . , s},
aj

iia
k
ii = 0 si k �= j; i ∈ {1, . . . , s}, j, k ∈ {1, . . . , n}.

Realizando la discretización temporal mediante un integrador de tipo RKPF ob-
tenemos una aproximación a la solución del problema (4) mediante un esquema que
admite la siguiente expresión en forma variacional:

(17)



U0
h = rh(0)(u0),

((Um,i
h , v))h = ((Um

h , vh))h − ∆t

n∑
k=1

s∑
j=1

ak
ij akh(tm,j ;Um,j

h , v)

+ ∆t

n∑
k=1

s∑
j=1

ak
ij ((gkh(tm,j), v))h,

∀ v ∈ Vh, para i = 1, . . . , s,

((Um+1
h , v))h = ((Um

h , v))h − ∆t

n∑
k=1

s∑
i=1

bki akh(tm,i;U
m,i
h , v)

+ ∆t

n∑
k=1

s∑
i=1

bki ((gkh(tm,i), v))h, ∀ v ∈ Vh,

donde Um+1
h pueden ser consideradas aproximaciones a la solución exacta u(t) en

los instantes tm + ∆t, y donde las etapas Um,i
h pueden considerarse también como

aproximaciones de u(t) en los puntos tm,i = tm + ci∆t.

4. Existencia y unicidad de solución

Probaremos en primer lugar que este proceso de discretización está bien definido,
es decir, admite solución única, que además está acotada independientemente de la
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elección del paso, ∆t, que empleemos. Para hacerlo de forma legible utilizaremos la
siguiente notación tensorial:

Gm
ih = (gih(tm,1), gih(tm,2), . . . , gih(tm,s))T ∈ V s

h , ∀ i = 1, . . . , n,

Ũm
h =

(
Um,1

h , Um,2
h , . . . , Um,s

h

)T

∈ V s
h ;

(18)

dados M ≡ (mij) ∈ R
s×s y v ≡ (vi) ∈ R

s denotamos

M̄ ≡

 m11IH . . . m1sIH
...

. . .
...

ms1IH . . . mssIH

 ∈ Hs×s, v̄ ≡

 v1IH
...

vsIH

 ∈ Hs;

Âm
ih =


Aih(tm,1) 0 . . . 0

0 Aih(tm,2) . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . Aih(tm,s)

 ∈ L(Di, Vh)s×s,

∀ i = 1, . . . , n,

Ām
ih =


Aih(tm) 0 . . . 0

0 Aih(tm) . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . Aih(tm)

 ∈ L(Di, Vh)s×s,

∀ i = 1, . . . , n.

A continuación damos, sin demostración (ver [Buj99]), la siguiente proposición

que nos permite ver que el operador
(
Ī + ∆t

n∑
i=1

AiÂm
ih

)
es inversible.

Proposición 4.1. Sean un RKPF con todas sus etapas impĺıcitas y n formas bili-
neales y coercivas aih(t; ·, ·) para i = 1, . . . , n, cuyo sistema de operadores asociado

es {Aih(t)}n
i=1. Entonces el operador

(
Ī + ∆t

n∑
i=1

AiÂm
ih

)
: V s

h −→ V s
h , definido a

partir de dicho RKPF, es inversible, y el operador inverso está acotado indepen-
dientemente de h y de ∆t. Además, se tiene

(19)
∣∣Ũh

∣∣
Vk1×···×Vks

≤ C√
∆t

∥∥(
Ī + ∆t

n∑
i=1

AiÂm
ih

)
Ũh

∥∥
h
.

Proposición 4.2. Bajo las mismas hipótesis de la Proposición 4.1, el operador

Tm
h ≡ ∆t

n∑
i=1

(bi)T
Âm

ih

(
Ī + ∆t

n∑
j=1

AjÂm
jh)−1 : V s

h −→ Vh está acotado independien-

temente de ∆t y h, es decir, ‖Tm
h Ũh‖h ≤ C ‖Ũh‖h, ∀ Ũh ∈ V s

h .

Notar que esta proposición (ver demostración en [Buj99]) garantiza que el esque-
ma (17) tiene solución única acotada independientemente de ∆t y de h, siempre que
‖gih(t)‖h ≤ C y ‖rh(0)u0‖h ≤ C.
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Para realizar el estudio de la estabilidad debemos acotar también la norma del

operador
(
Ī + ∆t

n∑
i=1

AiĀm
ih

)−1, siendo Ām
ih el dado en (18). Siguiendo un proceso

análogo al de la Proposición 4.1 (ver demostración en [Buj99]), se prueba la siguiente

Proposición 4.3. Bajo las mismas hipótesis de la Proposición 4.1, el operador
(
Ī+

∆t

n∑
i=1

AiĀm
ih

)
: V s

h −→ V s
h es inversible, y además el operador inverso está acotado

independientemente de ∆t y de h.

5. Estabilidad

A continuación vamos a realizar el estudio de la estabilidad del esquema total-
mente discreto (17); para ello y con el fin de abreviar las expresiones obtenidas
introducimos el operador de transición

(20) R̃(−∆t Âm
1h, . . . , −∆t Âm

nh) = Ī − ∆t

n∑
i=1

(bi)T
Âm

ih

(
Ī + ∆t

n∑
j=1

AjÂm
jh

)−1
ē

y la siguiente expresión donde almacenamos la aportación del término fuente

(21) G̃m
h = −

n∑
i=1

(bi)T
Âm

ih

(
Ī + ∆t

n∑
j=1

AjÂm
jh

)−1(∆t

n∑
k=1

AkGm
kh

)
+

n∑
i=1

(bi)T
Gm

ih.

Utilizando estas dos notaciones la solución Um+1
h de (17), puede escribirse como

Um+1
h = R̃(−∆t Âm

1h, . . . , −∆t Âm
nh)Um

h + ∆t G̃m
h .

Es inmediato comprobar que en este contexto variacional el sistema de operadores
{Aih(t)}n

i=1 asociado a las formas bilineales y coercivas aih(t; ·, ·) para i = 1, . . . , n,
verifica el siguiente

Lema 5.1. Para todo sistema {Aih(t)}n
i=1 de operadores lineales, monótonos y ma-

ximales y para todo RKPF con todas sus etapas impĺıcitas se tiene:

(a) R̃(−∆t Âm
1h, . . . , −∆t Âm

nh) = Ī − τT ē+ τT
(
Ī + ∆t

n∑
i=1

Ai Âm
ih

)−1
ē.

(b) R(−∆t A1h(tm), . . . , −∆t Anh(tm)) = Ī − τT ē+ τT
(
Ī +∆t

n∑
i=1

Ai Ām
ih

)−1
ē.

(c) R̃(−∆tÂm
1h, . . . ,−∆t Âm

nh) = R(−∆t A1h(tm), . . . , −∆t Anh(tm)) + ∆t τT

·
(
Ī + ∆t

n∑
i=1

Ai Ām
ih

)−1( n∑
j=1

Aj Ām
jh −

n∑
k=1

Ak Âm
kh

)(
Ī + ∆t

n∑
l=1

Al Âm
lh

)−1
ē,

con τT =
n∑

i=1

(bi)
T ( n∑

j=1

Aj
)−1 y donde R(z1, . . . , zn) es la función de am-

plificación asociada al RKPF.

En las proposiciones que aparecen a continuación, desarrollaremos de forma
más detallada distintas condiciones que podemos imponer para obtener estabili-
dad en problemas de convección-difusión-reacción del tipo (5). Aśı, la Proposición
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5.4 podrá ser aplicada, entre otros, en los casos en los haya únicamente variación
temporal en el término de reacción, siempre que ésta sea regular. Las Proposiciones
5.2 y 5.3 podrán utilizarse en aquellos casos en los que no haya variación temporal
en el término de difusión, admitiendo ciertas variaciones temporales regulares en los
términos de convección y de reacción. Comenzaremos con la Proposición 5.1, cuya
demostración puede verse en [Buj99], con la situación más general donde admitire-
mos que haya variación temporal regular en todos los términos.

Proposición 5.1. Dados un RKPF A-estable con todas sus etapas impĺıcitas y n
formas bilineales y coercivas aih(t; ·, ·), con i = 1, . . . , n, para las que el sistema de
operadores asociado {Aih(t)}n

i=1 es conmutativo y admite dilatación unitaria para
cada t ∈ [0, T ]. Si existen n constantes Mi, independientes de h, tal que

(22)
|aih(t; uh, vh) − aih(t′; uh, vh)| ≤Mi |t− t′| |aih(t; uh, vh)|,

∀ i = 1, . . . , n, ∀uh, vh ∈ Vh, ∀ t, t′ ∈ [0, T ],

se tiene la siguiente acotación:

(23)
∥∥R̃(−∆t Âm

1h, . . . , −∆t Âm
nh)

∥∥
h
≤ eβ∆t,

siendo β una constante independiente de ∆t y de h.

Proposición 5.2. Bajo las mismas condiciones de la Proposición 5.1, si sustituimos
la hipótesis (22) por

(24)
|aih(t; uh, vh) − aih(t′; uh, vh)| ≤ |t− t′|Mi ‖uh‖h |vh|i,

∀ i = 1, . . . , n, ∀uh, vh ∈ Vh, ∀ t, t′ ∈ [0, T ],

se tiene la acotación (23).

Demostración. Teniendo en cuenta la descomposición realizada en el Lema 5.1 para
el operador de transición, reescribimos este operador en la forma

R̃(−∆tÂm
1h, . . . , −∆t Âm

nh) = R(−∆t A1h(tm), . . . , −∆t Anh(tm)) + ∆t T 3
h T

2
h T

1
h ,

donde

T 3
h ≡ τT

(
Ī + ∆t

n∑
i=1

Ai Ām
ih

)−1( n∑
j=1

Aj Ām
jh

)
: V s

h −→ Vh,

T 2
h ≡

( n∑
i=1

Ai Ām
ih

)−1( n∑
j=1

Aj Ām
jh −

n∑
k=1

Ak Âm
kh

)
: V s

h −→ V s
h ,

T 1
h ≡

(
Ī + ∆t

n∑
i=1

Ai Âm
ih

)−1
ē : Vh −→ V s

h .

Como el sistema de operadores {Aih(t)}n
i=1 es coercivo, conmutativo y admite

dilatación unitaria y el RKPF es A-estable, sabemos que

(25)
∥∥R(−∆t A1h(tm), . . . , −∆t Anh(tm))

∥∥
h
≤ 1.
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Veamos ahora que ‖T 3
h T

2
h T

1
h‖h ≤ C. A partir de la Proposición 4.1 deducimos

inmediatamente que

(26) ‖T 1
h‖h ≤ C1,

con C1 una constante independiente de ∆t y de h.
Ahora acotaremos el operador T 3

h T
2
h ; llamando W̃ = (W 1, . . . ,W s)T ∈ V s

h , a la
imagen por T 2

h de Ũ = (U1, . . . , Us)T ∈ V s
h , como el RKPF posee todas sus etapas

impĺıcitas podemos asegurar que W i =
(
Akih(tm)

)−1(Akih(tm) − Akih(tm,i))U i,
∀ i = 1, . . . , s. De la coercividad de la forma bilineal akih(t; ·, ·) deducimos que

|W i|2ki
≤ 1

α̃ki

((
Akih(tm)W i,W i

))
h

=
1
α̃ki

((
(Akih(tm) − Akih(tm,i))U i,W i

))
h

=
1
α̃ki

[
akih(tm;U i,W i) − akih(tm,i;U i,W i)

]
, ∀ i = 1, . . . , s,

y aplicando ahora la hipótesis (24), llegamos a

|W i|2ki
≤ 1
α̃ki

|tm,i − tm|Mki‖U i‖h|W i|ki , ∀ i = 1, . . . , s,

luego |W i|ki ≤
1
α̃ki

ci ∆tMki‖U i‖h, ∀ i = 1, . . . , s.

Sea ahora X̃ ∈ V s
h , la imagen por T 3

h de W̃ , teniendo en cuenta que el operador(
Ī + ∆t

n∑
i=1

AiĀm
ih

)
es inversible, con inverso uniformemente acotado, se deduce que

∥∥X̃∥∥
h
≤ C3

∆t

∥∥W̃∥∥
h
, siendo C3 una constante independiente de ∆t y de h; y teniendo

en cuenta la equivalencia entre las normas de Vh y H , y la continuidad uniforme en
h en la inclusión de Vi en H , es decir, ‖ ·‖h ≤ Ci| · |i, con Ci constante independiente
de ∆t y de h, se llega a la acotación

(27)
∥∥T 3

h T
2
h Ũ

∥∥
h
≤ C̃ M

∥∥Ũ∥∥
h
,

donde M = máx
i=1,...,s

{ 1
αki

ciMki

}
, y C̃ es máx

i=1,...,n
{Ci}C3 ‖τT ‖1.

Reuniendo (25), (26) y (27) se llega a
∥∥R̃(−∆t Âm

1h, . . . , −∆t Âm
nh)

∥∥
h
≤ 1+β ∆t ≤

eβ ∆t, siendo β = C̃ C1M . �
Proposición 5.3. Bajo las mismas condiciones de la Proposición 5.1, si sustituimos
la hipótesis (22) por

(28)
|aih(t; uh, vh) − aih(t′; uh, vh)| ≤ |t− t′|Mi|uh|i ‖vh‖h,

∀ i = 1, . . . , n, ∀uh, vh ∈ Vh, ∀ t, t′ ∈ [0, T ],

se tiene la siguiente acotación:

(29)
∥∥R̃(−∆t Âm

1h, . . . , −∆t Âm
nh)

∥∥
h
≤ eβ ∆t

√
∆t.
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Demostración. Es similar a la de la proposición anterior, salvo que para acotar el
operador T 3

h T
2
h T

1
h lo descompondremos en la forma T̂ 3

h T̂
2
h T

1
h , donde

T̂ 3
h ≡ τT

(
Ī + ∆t

n∑
i=1

Ai Ām
ih

)−1 : V s
h −→ Vh,

T̂ 2
h ≡

( n∑
j=1

Aj Ām
jh −

n∑
k=1

Ak Âm
kh

)
: V s

h −→ V s
h .

�

Proposición 5.4. Bajo las mismas condiciones de la Proposición 5.1, si sustituimos
la hipótesis (22) por

(30)
|aih(t; uh, vh) − aih(t′; uh, vh)| ≤ |t− t′|Mi ‖uh‖h ‖vh‖h,

∀ i = 1, . . . , n, ∀uh, vh ∈ Vh, ∀ t, t′ ∈ [0, T ],

se tiene la acotación (29).

Demostración. Se deduce inmediatamente a partir de la Proposición 5.3 teniendo
en cuenta que ‖uh‖h ≤ Ci|uh|i, ∀ i = 1, . . . , n, con Ci constante independiente de
∆t y de h. �

Debemos hacer notar que en los casos en los que el RKPF sea además fuer-
temente A-estable, se podrá llegar a obtener, para valores de M suficientemente
pequeños, valores de β negativos en (23) y (29) y, en consecuencia, la contractividad
del esquema totalmente discreto (17).

6. Consistencia y convergencia

Para realizar el estudio de la consistencia del esquema totalmente discreto (17),
definimos el error local en el instante tm+1 como

em+1
h = rh(tm+1)u(tm+1) − Ŭm+1

h ,

siendo Ŭm+1
h la solución obtenida al dar un paso con (17) tomando como punto de

partida rh(tm)u(tm), es decir,

em+1
h = rh(tm+1)u(tm+1) − R̃(−∆t Âm

1h, . . . , −∆t Âm
nh) rh(tm)u(tm) − ∆t G̃m

h .

Aplicando πh a las contribuciones al error de las fórmulas de cuadratura de cada
etapa (ak

ij, cj) descritas en

(31) ξm,j = u(tm,j) − u(tm) + ∆t

n∑
i=1

s∑
k=1

ai
jk

(
Ai(tm,k)u(tm,k) − gi(tm,k)

)
,

y a las contribuciones de las fórmulas de cuadratura (bij, cj) descritas en

(32) ςm+1 = u(tm+1) − u(tm) + ∆t
n∑

i=1

s∑
j=1

bij
(
Ai(tm,j)u(tm,j) − gi(tm,j)

)
,
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y teniendo en cuenta que los operadores discretos {Aih(t)}n
i=1 verifican la relación

de aproximación (12), podemos reescribir (31) como

(33)

rh(tm,j)u(tm,j) =
(
rh(tm,j) − πh

)
u(tm,j) −

(
rh(tm) − πh

)
u(tm)

− ∆t

n∑
i=1

s∑
k=1

ai
jk

(
Aih(tm,k)rh(tm,k)u(tm,k) − πhgi(tm,k)

)
+ πhξ

m,j + rh(tm)u(tm), ∀ j = 1, . . . , s,

y, de forma similar, podemos reescribir (32) como

(34)

rh(tm+1)u(tm+1) =
(
rh(tm+1) − πh

)
u(tm+1) −

(
rh(tm) − πh

)
u(tm)

− ∆t

n∑
i=1

s∑
j=1

bij
(
Aih(tm,j)rh(tm,j)u(tm,j) − πhgi(tm,j)

)
+ πhς

m+1 + rh(tm)u(tm).

Denotando

(35)

Um
h = (rh(tm,1)u(tm,1), . . . , rh(tm,s)u(tm,s))T ,

πhΞm = (πhξ
m,1, . . . , πhξ

m,s)T ,

πhG
m
i = (πhgi(tm,1), . . . , πhgi(tm,s))

y τhUm
h =


(
rh(tm,1) − πh

)
u(tm,1) −

(
rh(tm) − πh

)
u(tm)

...(
rh(tm,s) − πh

)
u(tm,s) −

(
rh(tm) − πh

)
u(tm)

 ,

podemos compactar (33) en

(36)

(
Ī − ∆t

n∑
i=1

AiÂm
ih

)
Um

h = ē rh(tm)u(tm) + τhUm
h

+ ∆t

n∑
i=1

AiπhG
m
i + πhΞm.

Asimismo, podemos reescribir (34) como

(37)

rh(tm+1)u(tm+1) =
(
rh(tm+1) − πh

)
u(tm+1) −

(
rh(tm) − πh

)
u(tm)

− ∆t

n∑
i=1

(bi)T
Âm

ih Um
h + ∆t

n∑
i=1

(bi)T
πhG

m
i + πhς

m+1

+ rh(tm)u(tm).

Si el operador
(
Ī + ∆t

n∑
i=1

AiÂm
ih

)
es inversible, podemos despejar Um

h de (36), y

sustituir la expresión (37), obteniéndose la siguiente expresión para el error local:

(38) em+1
h = em+1

1h + em+1
2h ,
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(39)

con em+1
1h = S1h + S2h + S3h + S4h,

siendo

S1h =
(
rh(tm+1) − πh

)
u(tm+1) −

(
rh(tm) − πh

)
u(tm),

S2h = −∆t

n∑
i=1

(bi)T
Âm

ih

(
Ī + ∆t

n∑
j=1

AjÂm
jh

)−1
τhUm

h ,

S3h = −∆t

n∑
i=1

(bi)T
Âm

ih

(
Ī + ∆t

n∑
j=1

AjÂm
jh

)−1

· ∆t

n∑
k=1

Ak(πhG
m
k −Gm

kh),

S4h = ∆t
n∑

i=1

(bi)T (πhG
m
i −Gm

ih),

y con em+1
2h = πhς

m+1 − ∆t

n∑
i=1

(bi)T
Âm

ih

(
Ī + ∆t

n∑
j=1

AjÂm
jh

)−1
πhΞm,

donde Gm
i = (gi(tm,1), gi(tm,2), . . . , gi(tm,s))T ∀ i = 1, . . . , n.

Notar que, en la expresión dada en (38) para el error local, hemos separado, en
cierto modo, la contribución de la parte espacial em+1

1h , de la contribución de la parte
temporal em+1

2h . A continuación damos, sin demostración (ver [Buj99]), el siguiente
Teorema, en el que obtenemos la cota

(40) ‖em+1
1h ‖h ≤ C ∆t hq.

Teorema 6.1. Sean un RKPF con todas sus etapas impĺıcitas, y n formas bilinea-
les y coercivas aih(t; ·, ·) con i = 1, . . . , n, cuyo sistema de operadores asociado es
{Aih(t)}n

i=1 y {gih(t)}n
i=1 n aproximaciones consistentes de orden q, de los términos

{gi(t)}n
i=1 en los que se ha fraccionado el término fuente, es decir,

(41) ‖gih(t) − πhgi(t)‖h ≤ C hq.

Si las aplicaciones de conexión πh y rh(t) verifican las propiedades

(42)

∥∥(
rh(t) − rh(t′)

)
u(t)

∥∥
h
≤ C|t− t′| hq, ∀ t, t′ ∈ [0, T ],∥∥(

rh(t) − πh

)
u′(t′)

∥∥
h
≤ C hq, ∀ t, t′ ∈ [0, T ],

entonces se verifica (40).

A continuación damos, sin demostración (ver [Buj99]), dos teoremas que nos
permiten acotar em+1

2h . Estas cotas sobre em+1
2h , que concentra la aportación al error

de la discretización temporal, son del tipo C ∆tp+1, con C independiente de h. Esta
independencia de h surgirá del hecho de que los operadores {Aih(t)}n

i=1 preserven
las propiedades de maximalidad y monotońıa de los operadores {Ai(t)}n

i=1 y de que
las D.E.F., que intervienen en los desarrollos de Taylor (en t), que empleemos, una
vez proyectadas en Vh, estén acotadas independientemente de h.

Teorema 6.2. Si empleamos un RKPF con todas sus etapas impĺıcitas, las condi-

ciones de orden (bi)T (C)k−1 e =
1
k
, ∀ i = 1, . . . , n, ∀ k = 1, . . . , p, y las reducciones
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(C)ke − kAi(C)k−1e = 0, ∀ i = 1, . . . , n, ∀ k = 1, . . . , p, para discretizar un proble-
ma variacional del tipo (8), junto con una discretización espacial que cumpla (H1),
(H2), (H3), (H4) y (H5), de forma que la solución de (8) verifica

(43) ‖πhu
(p+1)
i (t)‖h ≤ C, ∀ i = 1, . . . , n, ∀ t ∈ [0, T ],

donde u(p+1)
i (t) se deduce a partir de u′i(t) = −(Ai(t)u(t) − gi(t)), entonces

(44) ‖em+1
2h ‖h ≤ C(∆t)p+1.

Teorema 6.3. Si empleamos un RKPF con todas sus etapas impĺıcitas, las condi-
ciones de orden

(bi1)TCρ1Ai2Cρ2 · · ·AirCρre =
r∏

j=1

1

(r − j + 1) +
r∑

k=j

ρk

∀ ρ1, . . . , ρr ∈ {0, . . . , p− 1} verificando
r∑

k=1

ρk = i− r con i = 1, . . . , p,

y ∀ i1, i2, . . . , ir ∈ {1, 2, . . . , n},
y las reducciones (C)ke − kAi(C)k−1e = 0, ∀ i = 1, . . . , n, ∀ k = 1, . . . , p, para
discretizar un problema variacional del tipo (8), junto con una discretización espacial
que cumpla (H1), (H2), (H3), (H4) y (H5), de forma que la solución de (8) verifica
(43) y la hipótesis

‖A(ρ1)
i1h (t) · · ·A(ρl+1)

il+1h (t)πhu
(k)
il+2

(t)‖h ≤ C, ∀ i• ∈ {1, . . . , n},
l ∈ {0, . . . , p− k + 1}, ∀ k ∈ {máx{1, k0}, . . . , p}, ∀ t ∈ [0, T ],
y ρ1 + · · ·+ ρl ≤ p− k − l + 1;
‖πhu

(p+1)
i (t)‖h ≤ C, ∀ i = 1, . . . , n, ∀ t ∈ [0, T ],

entonces, se obtiene la cota (44).

Para finalizar realizaremos el estudio de la convergencia del esquema totalmente
discreto (17). Concretamente veremos que este esquema es convergente de orden
q en espacio y orden p en tiempo. Este resultado de convergencia se demuestra
combinando los resultados de estabilidad y consistencia que hemos obtenido en esta
sección (ver [Buj99]).

Teorema 6.4 (Convergencia del esquema totalmente discreto). Si el problema (4)
posee solución única suficientemente regular y es discretizado mediante un esquema
del tipo (17), de forma que se verifican las acotaciones uniformes (23), (40) y (44),
entonces el error global verifica

Em
h ≤ C(∆tp + hq).
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