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ABSTRACT. In this paper we study formally an operation on signatures. This
operation assigns to each signature ¥ a signature ¥;;,, in such a way that a
Yimp-model corresponds to a family of ¥-models. This construction has allowed
us to analyse the data structures which were used in a symbolic computation
system called EAT (a software created by F. Sergeraert to calculate the homol-
ogy of iterated loop spaces). To this end we introduce the notions of institution
and institution morphism and we present the components of the equational al-
gebraic institution. Finally we show that the operation ( )iy induces (can be
extended to) an endomorphism of the equational algebraic institution.

1. INTRODUCCION

Hace unos anos, los autores del presente trabajo nos empenamos en el estudio
formal de las estructuras de datos que aparecen en un programa denominado EAT
(Effective Algebraic Topology). Este es un software disenado por Sergeraert [14] y
dedicado al Célculo Simbdlico en Topologia Algebraica. En particular, estd especia-
lizado para el cdlculo de homologia de espacios de lazos iterados. Desde el punto de
vista de la practica de la computacion, la caracteristica més destacable de este pro-
grama es la necesidad de construir y manipular, en tiempo de ejecucién, estructuras
de datos de naturaleza potencialmente infinita (objetos localmente efectivos segin
la terminologia usada en [13]). Esto constituye una diferencia sustancial respecto de
otros sistemas de Calculo Simbdlico en otras areas de las Matematicas distintas de
la Topologia Algebraica o el Algebra Homolégica. El modo de implementacién usado
en EAT para estas estructuras de datos fue estudiado en [9], obteniendo caracteri-
zaciones de las implementaciones usadas en EAT en términos de objetos finales en
adecuadas categorias de implementaciones.

En este trabajo apenas se incide en cuestiones relacionadas con la implementa-
cion. Por contra, el estudio que se realiza se centra fundamentalmente en aspectos
que pertenecen al &mbito de la especificacién. El trabajo se ha dividido en tres sec-
ciones. En la seccién 2 se introduce la nocién de institucién. Una institucién es un
marco en el que realizar especificaciones. Asi, la definicién de institucién abstrae
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las componentes bésicas necesarias en cualquier marco de especificacién. Para ilus-
trar esta definicién se presenta una institucién particular: la institucién algebraica
ecuacional. En la seccién 3 se introduce una operaciéon general entre signaturas que
viene a formalizar el patrén que siguen las estructuras de datos en EAT. A partir
de cada signatura X se construye una signatura X;,,, que, desde una perspectiva
computacional, puede entenderse como la signatura que define a las familias de im-
plementaciones de modelos de ¥. En el trabajo se muestra la existencia de objeto
final en adecuadas subcategorias de X;,,,-algebras. Ademds, estos objetos finales
son los modelos implementados en EAT. Por tltimo, en la seccién 4 se extiende
esta operacién entre signaturas a un morfismo de instituciones, en particular a un
endomorfismo de la institucién algebraica ecuacional.

Este trabajo pretende servir para que el lector obtenga una cierta perspectiva
de los temas en los que estamos investigando. Por ello, hemos procurado evitar los
resultados y detalles técnicos y, por contra, hemos premeditadamente abundado en
la explicacion de las definiciones y en la presentacién de ejemplos. Seran los lectores
conocidos los que nos indiquen hasta qué punto hemos conseguido nuestro propoésito.

2. INSTITUCIONES

En la produccién de software en general y en el desarrollo de un tipo de datos en
particular, deben separarse dos partes que no siempre resultan bien diferenciadas
en la préctica: especificacién e implementacion. En la especificacion tiene que que-
dar bien definido en qué consiste ese tipo de datos, es decir, cual es su dominio y
cudles son sus operadores. Por su parte, la implementacion debe proporcionar una
realizacién del tipo: representacion adecuada para el dominio y métodos que lleven
a cabo las operaciones. Asi, la especificacién recoge toda la informacién que los po-
sibles usuarios necesitan: les permitirda declarar datos del tipo y manipularlos con
los operadores sin posibilidad ni necesidad de acceder a los detalles propios de la
implementacién.

Desde la década de los setenta se vienen usando técnicas algebraicas para la espe-
cificacion de tipos de datos. El lenguaje del dlgebra permite definir sin ambigiiedad
el conjunto de valores que constituyen el dominio de un tipo de datos y el compor-
tamiento de sus operadores. La teoria de especificacién algebraica se ha desarrollado
notablemente y se han estudiado diferentes técnicas de especificacién (por ejemplo,
en [12], [5]).

A continuacién vamos a presentar las componentes bésicas de cualquier marco
de especificacién formal. Para ello, comenzaremos por describir brevemente uno de
ellos, el conocido como especificacion algebraica ecuacional.

Una signatura ¥ es un par de conjuntos de simbolos ¥ = (S, ), los elementos de
S se denominan géneros y los elementos de 2 operaciones. Cada w € € tiene asociada
una aridad, es decir, una secuencia no vacia de elementos de S, s1 ... s, S, que viene a
representar el perfil de la operacién. En este caso, w se refiere a una operacién con n
argumentos (cada uno de ellos del género correspondiente) y resultado de género s.
Un morfismo h : ¥ — ¥ entre signaturas 3 = (5,Q) y X' = (5, ') es una pareja de
aplicaciones conjuntistas h = (hy : S — S, hs : Q@ — Q') compatible con los perfiles
de las operaciones, es decir, si w €  tiene aridad s;...s,s, su imagen, ha(w),
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tiene aridad hi(s1)...hi(sn)hi(s). Signaturas y morfismos de signaturas definen
una categoria SIG que constituye el &mbito sintdctico de la especificacién algebraica
ecuacional.

Tlustraremos con unos ejemplos estas definiciones. Consideramos una signatura
MON con un tnico género S = {m} y cuyas operaciones son Q = {e : m, bin : mmm}.
Usando un lenguaje apropiado para describir signaturas tenemos:

signatura MON
generos m
operaciones e :—m
bin:mm —m
finsig

Ejemplos caracteristicos de morfismos de signaturas son los renombrados de géne-

ros y operaciones. Por ejemplo, si tomamos la signatura:
signatura MON2
generos [
operaciones e :— |
concat : 11 —1
finsig
la pareja ® = (P, ®2) dada por ®1(m) =1, P2(e) = e, Po(bin) = concat define un
morfismo de signaturas que, obviamente, resulta ser un isomorfismo. Consideramos
ahora la signatura definida por:
signatura GRP
generos ¢
operaciones ¢ :— g
prd:gg—g
nv:g—g
finsig
Entre MON y GRP podemos considerar el morfismo 1 = (n1,72) dado por: n1(m) =
g, m2(e) = e, n2(bin) = prd. El morfismo 7 corresponde a otro tipo de morfismo
natural entre signaturas: la inclusién de signaturas.

Dada una signatura ¥ = (.5,Q), una ecuacidn en X es una terna e = (X, t1,t2)
donde X es un conjunto de variables (cada x € X tiene asociado un género s € S) y
t1, to son términos (férmulas sintdcticamente correctas) sobre ¥ con variables en X.
Por simplicidad, no se suele indicar explicitamente el conjunto de variables X, por
lo que una ecuacién se suele expresar de la forma t; = t5. Serian ecuaciones en MON:

bin(z,e) = bin(e, x)
bin(z,e) =z
bin(z,bin(y, z)) = bin(bin(z,y), 2)

Es claro que un morfismo de signaturas ® : ¥ — ¥’ transforma Y-términos en
Y/-términos. Esta construccién permite definir un funtor sentencias, Sen : SIG —
SET, donde SET denota la categoria de conjuntos, que asocia a cada signatura 3
el conjunto de ecuaciones en ..

En el &mbito de la especificacién algebraica ecuacional, una especificacion consiste
en una pareja ESPEC = (X, FE), siendo ¥ una signatura y E un conjunto de
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ecuaciones en Y. El siguiente paso sera establecer un criterio para determinar la
veracidad de las ecuaciones. Para ello, serd necesario considerar los «sitios» (modelos)
en los que poder interpretar las ecuaciones.

Fijada una signatura ¥ = (S5,Q), una X-dlgebra A es un par de familias A =
((Ag)ses, (Wh)weq). Para cada s € S, A es un conjunto, llamado soporte en A
del género s, y para cada w € Q de perfil w : s1...5,5, w* es una funcién w* :
Ag, X - x A, — Ag, llamada interpretacion en A de la operacién w. Asi, una
Y-algebra no es sino un posible modelo matemé&tico para la sintaxis definida por X.
Por su parte, un morfismo f : A — B de X-algebras es una familia de aplicaciones
(fs + As — Bs)ses que hacen conmutativos todos los diagramas asociados a las
operaciones w € (). Las Y-dlgebras y los 3-morfismos definen una categoria, que
denotaremos Alg(X).

Si nos fijamos en la signatura GRP, una GRP-dlgebra consiste en un conjunto que
tiene un elemento distinguido (correspondiente a la operacién e :— g) y que dispone
de dos operaciones internas, una unaria y otra binaria. En concreto, cualquier grupo
resulta ser una GRP-algebra. Ademas, los homomorfismos de grupos son morfismos
de GRP-algebras. Analogamente, cualquier monoide es una MON-algebra.

Dado un morfismo de signaturas ® : ¥ — Y’ y una Y'-algebra A, consideramos
la ¥-algebra B que tiene como soporte de cada género s, B; = Ag,(s), y como
interpretaciéon de w € €2 la operacién en A que interpreta a ®9(w), es decir, W® =
®y(w)?. Esta construccién se extiende a un funtor Mod : SIG — CAT°”, donde
CAT®" denota la dual de la categoria de categorias. Por ejemplo, la inclusién de la
signatura MON en GRP induce el funtor olvido entre la categoria de GRP-dlgebras y la
de MON-4dlgebras.

La ultima de las componentes basicas de un marco de especificaciéon va a ser
una relacién entre sentencias y modelos. En nuestro caso particular, la relacion que
determina si un modelo satisface o no una sentencia. Dadas una X-dlgebra A y
una Y-ecuacién e = t; = to, se dice que A satisface e, lo denotamos A = e, si
para cada valoracién en A de las variables de e se cumple la igualdad t; =4 t2
(fijados los valores de las variables, cada X-término admite una tnica interpretacién
en una Y-dlgebra A). De modo natural, la relacién de satisfacibilidad se extiende a
conjuntos de ecuaciones: A = E si A satisface todas las ecuaciones del conjunto E.
Asi, una especificacion ESPEC = (X, E) determina una subcategoria de Alg(%),
la subcategoria plena generada por aquellas X-dlgebras que satisfacen E.

Siguiendo con el ejemplo, la signatura GRP se extiende a una especificacién:
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ESPEC GRP
generos g
operaciones ¢ :— g
prd:gg—g
nv:g—g
ecuaciones prd(z,e) =z
prd(e,z) =z
prd(prd(z, y), =) = prd(z, prd(y, =))
prd(z,inv(z)) =e
prd(inv(z),xz) =e
finespec
La categoria de modelos de esta especificacion es la categoria de grupos. De modo
andlogo, como subcategoria de Alg(MON) se obtendria la categoria de monoides.
Estas son las cuatro componentes que constituyen un marco abstracto de especi-
ficacion, lo que habitualmente aparece en la literatura con el nombre de institucién:
signaturas, sentencias, modelos y relacién de satisfacibilidad.

Definicién 2.1. Una institucion Z viene dada por:

1. Una categoria SIG, llamada categoria de signaturas de T.

2. Un funtor Sen : SIG — SET, llamado funtor sentencias.

3. Un funtor Mod : SIG — CAT°*, llamado funtor modelos.

4. Una clase de relaciones [=C (Mod(X) x Sen(X))scovjetos(s1a) de forma que,
para cada morfismo h : ¥ — X' en SIG, A’ € Mod(¥Y') y e € Sen(X) se

tiene:
Mod(h)(A") =e siysolosi A’ | Sen(h)(e).

El ejemplo que hemos desarrollado para ilustrar la nocién de institucion, que se
denomina habitualmente institucion algebraica ecuacional, constituye el formalis-
mo maés extendido para la especificaciéon de tipos de datos. De hecho, una buena
parte de las instituciones en las que habitualmente se trabaja son generalizaciones
o variantes del marco algebraico ecuacional. Por ejemplo, para poder especificar
tipos de datos en los que algunos de los operadores sean parciales, podemos in-
corporar a las especificaciones de la institucién algebraica ecuacional sentencias de
definitud (y considerar algunas ecuaciones como condicionales), lo que modificando
adecuadamente la relacién de satisfacibilidad, dard lugar a una institucién en la que
los modelos seran dlgebras parciales. Otras posibles generalizaciones se obtienen al
considerar diferentes tipos de sentencias (l6gica de predicados, por ejemplo).

Un marco que resulta de gran interés por su adecuacién para formalizar el modo
de trabajar en el paradigma de la programacion orientada a objetos es la institucion
de las especificaciones ocultas. Eliminando detalles técnicos, la idea fundamental
consiste en distinguir en las signaturas dos tipos de géneros (géneros visibles y
géneros ocultos) y fijar un modelo para la parte visible de la especificacién. Esto
significa en la préctica que en los modelos vamos a poder distinguir lo que son los
soportes de datos de lo que son los soportes para los objetos.

Referencias adecuadas sobre instituciones son [6], [1]. Para especificaciones ocul-
tas [7].
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3. LA CONSTRUCCION ( )imp

En algunos sistemas de software para el Célculo Simbdlico, en concreto en EAT
(Effective Algebraic Topology) [14] y su sucesor Kenzo [4] que fueron disefiados pa-
ra el calculo de grupos de homologia y homotopia de espacios topoldgicos, se hace
necesaria la construccién y manipulacién (en tiempo de ejecucién) de estructuras de
datos de naturaleza infinita. Por ejemplo, construccién de conjuntos simpliciales o
de complejos de cadenas como objetos intermedios necesarios durante la ejecucién
de algunos de los algoritmos de calculo. El modo en el que estas estructuras fue-
ron implementadas en EAT fue analizado en [9] obteniendo como resultados mds
destacados:

1. Estas estructuras admiten especificaciones que pueden ser interpretadas co-
mo especificaciones de implementaciones de tipos de datos més béasicos. Por
tanto, sus implementaciones corresponden a lo que podriamos denominar
«implementaciones al cuadrado».

2. Las implementaciones dadas en EAT para estas estructuras son, en cierto
sentido, candnicas. Resultan ser objetos finales en adecuadas categorias de
implementaciones.

En esta seccién se incide fundamentalmente sobre aspectos relacionados con las
especificaciones de las estructuras de datos de EAT. El lector interesado en el modo
de implementacion y en el estudio tedrico realizado sobre el mismo puede consultar
(9], [10], [3].

Aunque no representa adecuadamente la complejidad de algunos de los tipos de
datos que aparecen en EAT y Kenzo, el ejemplo de grupo nos permite ilustrar el
tipo de especificaciones con las que se trabaja en dichos programas. Un grupo tiene
asociada la signatura GRP presentada en la secciéon anterior:

signatura GRP
generos ¢
operaciones ¢ :— g
prd:gg—g
nv:g—g
finsig
Ahora bien, para poder construir un grupo en tiempo de ejecuciéon deberemos con-
siderar un tipo de datos cuyas instancias sean grupos, cada dato nos debe permitir
acceder a la informacién asociada a un grupo, es decir, como minimo recuperar las
operaciones de un grupo. Para ello podemos considerar la signatura:

signatura GRP;,),
generos grp, elem
operaciones imp_e : grp — elem
imp_prd : grp elem elem — elem
imp_inv : grp elem — elem
finsig

De este modo, en cada modelo A de GRP;y,p, cada elemento z de Agyrp (soporte del
género grp), nos permite recuperar las operaciones de una GRP-algebra mediante la
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terna
(imp—eA (2)7 imp_prdA(z, ] _)7 z'mp_im)A (Z7 _))

La idea que subyace es que el género grp representa a los grupos, més concretamente
a implementaciones de grupos, mientras que el género elem representa a los elemen-
tos de los grupos. Este patron de especificacién se aproxima adecuadamente a las
estructuras de datos usadas en EAT y, como veremos a continuacién, responde a un
tipo de construccién con buenas propiedades. La relacion entre las signaturas GRP y
GRP;p,p €s un caso particular de la operacién entre signaturas que a continuacién se
describe.

Sea SIG el conjunto de signaturas sobre un alfabeto concreto. Definimos ( )imyp :
SIG — SIG la aplicacién que, a cada signatura ¥ = (.5, ) le asocia la signatura
Eimp = (Sim;m Qimp) dada por

m Simp = {imp, } U S, donde imp,, es un simbolo nuevo que no estd en S.

® Qimp = {imp_w : IMP;S1 ... 508} (wisy...snse0). Por cada operacién w de
aridad s1...s,s se incluye en ), una operacién imp_w cuya aridad es
1MPy 81 - . . Sy S.

En [9] puede encontrarse una extension de esta construccién como operacién entre
tipos abstractos de datos.

Los siguientes ejemplos muestran la relacién existente entre 3-algebras y Xm,-
algebras.

Ejemplo 3.1. Definimos la GRP;,,,-dlgebra A dada por: Z es el soporte en A para el
género elem y N el soporte del género grp. La interpretacion en A de las operaciones
es:

imp_unt®(n) = 0

imp_prd®(n, 21, 22) = 21 + 22

imp_inv®(n, z) = —z
De esta forma, cada n € N determina una GRP-dlgebra que denotamos A,,, siendo
Ap, = (Z,{+z,—2,0z}). La GRP;;,-dlgebra A admite ser descrita como una coleccién
indexada por N de copias de Z.

Ejemplo 3.2. Consideramos B con los mismos soportes del ejemplo anterior y
operaciones:

imp_unt®(n) = 0

imp_prd®(n, 21, 22) = (21 + 22) mod n

imp_inv®(n, z) = —2 mod n
Para cada n € N, obtenemos la GRP-dlgebra B,, = (Z,{+mod n; —mod n,0z}) que
tiene el mismo comportamiento que el grupo Z/nZ (notar que B, no es isomorfo a
Z/nZ, de hecho ni siquiera es grupo, pero existe un cociente del mismo que si lo es).

Ejemplo 3.3. Consideramos la misma signatura GRP;,,, y para cadan € N, n > 1,
fijo consideramos el conjunto (n) = {0,1,...,n — 1}. Definimos la GRP;,,,-dlgebra
C tomando (n) como soporte para elem y, para el género grp, el conjunto Cy,p, =
{(n1,...,nx) : k>1,n;>1Vie{l,...,k}, n=ng%---xni}. La idea subyacente
en la eleccién de los soportes de C es que cada tupla (n1, ..., ny) de Cyrp representa
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al grupo abeliano finito Z/niZ x - - - X Z/niZ. Por tanto, el conjunto Cy,p, estd dando
soporte a una familia de grupos abelianos finitos.

Para completar la definicién de la GRP;;,,-dlgebra C hay que introducir las opera-
ciones. Teniendo en cuenta la ltima observacién, las operaciones de C se definirdn a
partir de las de cada grupo Z/n1Z x - - - X Z/nZ y, por tanto, seréd suficiente con dar
una biyeccién entre el conjunto (n) y los elementos del grupo Z/niZ x - - - X Z/nyZ.
Cada elemento del grupo Z/niZ x --- x Z/niZ puede representarse por una tupla
(a1,...,ax) con a; € {0,...,n; — 1}, para todo i = 1,..., k. Consideramos la biyec-
cién enump, . nyy: L/maZ x - X Z/nxZ — {0,1,...,n — 1} definida del siguiente
modo:

k k
enumM(n, ... ny)((as, ..., ax)) = Z ( H nJ,)ai.
i=1  j=itl

Esta biyeccién nos sirve para definir las operaciones de C, lo que completa la defi-
nicién de la GRP;,,-algebra C.

Por ejemplo, si n = 12, la tupla (2, 2, 3) representa al grupo Z/2Z x Z /27 X 7./ 37Z.
La biyeccién enumy, ... n,) lleva a cada tupla (i, j, k) con i,j € {0,1} y k € {0,1,2}
al natural 6 i+ 3*j +k € (n). La tupla (2, 6) representa al grupo Z/2Z x Z/6Z y
(4,3) a Z/AZ x Z/3Z. Observar que entre los tres grupos anteriores, los dos primeros
son isomorfos.

Cualquier grupo abeliano finito es isomorfo a un Z/n1Z x - - -x Z/nyZ, con n; € N,
Vi =1,...,k. Por tanto, fijado n € N, la familia definida en este ejemplo cubre todos
los grupos abelianos finitos de cardinal n. Barriendo todos los n € N, se cubren
todos los grupos abelianos finitos. Luego este ejemplo nos aporta un patrén comun
de representacién para los grupos abelianos finitos.

Ademsds, desde cualquier representaciéon de grupos abelianos definidos sobre (n)
existe, al menos, un GRP;,,,-morfismo a la GRP;,,-algebra C. Un tal GRP;;,,-morfismo
puede definirse de manera sencilla siempre que los elementos de (n) queden fijos.

Ejemplo 3.4. La GRP;,,-algebra C anterior nos permite representar familias de
grupos abelianos finitos. Vamos ahora a dar una GRP;,,-algebra, que llamaremos D
y que recoge el caso de los grupos finitos cualesquiera.

Fijamos un n € N y, como en el ejemplo anterior, tomamos el conjunto (n)
como soporte para el género elem. Consideramos como soporte para el género grp el
conjunto Dy, = { matrices n x n : la matriz es la tabla del producto de un grupo
sobre (n)}. De cada tabla, pueden extraerse los inversos de cada elemento asi como
el elemento neutro, por lo que la GRP;,,-4dlgebra D representa de forma canénica a
una familia de grupos.

Cualquier grupo finito es isomorfo a uno de los grupos indexados por el conjunto
Dy, anterior, por lo que, barriendo todos los n € N, se cubren todos los grupos
finitos.

Por ejemplo, fijamos n = 6 y consideramos el grupo de permutaciones de tres
elementos que denotamos por Ss. Vamos a suponer, por concretar, que los tres
elementos permutados son 1,2 y 3. Si asignamos a cada permutacién un ordinal
segtn el orden lexicogrifico, es decir, si tomamos la biyeccién enums,: S — (n)
dada por: enums,((1 2 3)) = 0, enums,((1 3 2)) = 1, enums,((2 1 3)) = 2,
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enums,((2 3 1)) = 3, enums,((3 1 2)) = 4 y enums,((3 2 1)) = 5, la siguiente
matriz representa la tabla de multiplicar del grupo:

01 2 3 45
10 3 2 5 4
2 405 1 3
3 51 4 0 2
4 2 5 0 31
5 3 41 2 0

Desde cualquier posible representacién de grupos definidos sobre (n) existe un
Unico GRP;p-morfismo a la GRP;y,p-dlgebra I, manteniendo fijo el soporte (n). Por
ello, la GRP;,-algebra D es la mds «general» entre las representaciones de grupos
sobre (n). Esto se traducird en una propiedad de finalidad del dlgebra D en una
categoria adecuada.

En particular, la GRP;,,,,-dlgebra D da una representacién para grupos abelianos
finitos y, para cada n € N fijo, el GRP;,,-morfismo de C a D que mantiene fijo
(n) viene dado por una aplicacién que a cada tupla (n1,...,n,) € Cgrp le asocia
una matriz n x n. Por ejemplo, si consideramos n = 6, Cyrp = {(2,3),(3,2), (6)}.
Para asociar una matriz a cada uno de los elementos de Cy,, utilizamos la biyeccién
ENUM(n, ... n;,), ¥ asi obtenemos que

012 3 45 01 2 3 45
1 20 45 3 1 03 25 4
2 01 5 3 4 2 3 45 0 1
fgrp((273))_ 3 4 5 0 1 21| fQTP((372))_ 3 2 5 4 1 0
453120 4501 23
53 4 2 0 1 5410 3 2

Como es facil observar, los ejemplos anteriores corresponden todos ellos a la
siguiente construccién:

Proposicién 3.5. Dada una signatura ¥ = (S,Q) y una 3imp-dlgebra
A= <Aimp27 (A5)5€S7 {impJUA : Aimpz X A51 X X Asn - As}w62>7
cada elemento a € Aimpz define una X-dlgebra B, de la siguiente forma:
B, = <(A5)5€S7 {imp—wA(a» —) : A51 X X Asn - As}w62>~

Conviene notar que todas las Y-algebras B, de la familia anterior tienen los
mismos soportes, es decir, una X;,,,-algebra se corresponde con una familia indexada
de Y-algebras en la que todas las algebras de la familia tienen los mismos soportes.
Este hecho, que a nivel de modelos no es demasiado relevante, es de gran importancia
anivel de las implementaciones. En el ejemplo de la estructura grupo, no es razonable
implementar todos los grupos, sino los grupos cuyos elementos tienen un mismo
patrén, un mismo modo de representacion en el computador.

Llevando las ideas del comentario anterior al nivel de los modelos, dada una sig-
natura 3 = (.5, £2) no conviene tratar de modo conjunto toda la categoria de modelos
Alg(Zimp)- Asi, fijado un dominio D = (D;)ses, consideramos la subcategoria de
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Alg(Ximp) cuyos objetos son las ¥;,,-dlgebras que tienen a la familia D como so-
portes de los géneros de S (dejando libre el soporte del género aniadido impy) y
cuyos morfismos son aquellos X;,,,-morfismos que son la identidad sobre los géneros
de S. A esta subcategoria la denotaremos Alg” (X;,,,). Es conveniente notar que,
para cada dominio D = (Ds)ses, la correspondiente categoria Alg? (3;,,,) no resul-
ta ser una subtegoria plena de Alg(3imyp). El lector interesado puede encontrar un
estudio mds detallado de estas categorias Alg” (X;mp) v su relacién con categorfas
de familias indexadas sobre Alg(X) en [10] y [11].

Entre todas las algebras de Alg”(X;,,) hay una que resulta especialmente rele-
vante. Consideramos A" dada por:

= En los géneros s € S, AS"" = D;.

= En el género imp,,, Afﬁ:;z es el conjunto de tuplas funcionales (f1, ..., fx),
una funcién por cada operacién de €2, de forma que ((Ds)ses, (f1,--- fx))

es una X-algebra.
= La interpretacion de w; € Qjmy con perfil w; @ impgsy...s, — s es

AG((frs s fi)ydas oo d) = filda, - d).

Como demuestra el siguiente resultado, el algebra A“*™ es un modelo con buenas pro-
piedades y, por tanto, un candidato adecuado para ser implementado como modelo
de AlgP (Zimp)-

Teorema 3.6. La ¥;,,,-dlgebra A" es objeto final de la categoria AlgP (Ximyp)-

4. LA CONSTRUCCION ( )imp COMO MORFISMO DE INSTITUCIONES

Como ya ha sido comentado, la nocién de instituciéon pretende establecer las
componentes necesarias para cualquier marco en el que realizar especificaciones. De
modo natural aparece la cuestion de establecer pasos entre diferentes instituciones,
de forma que se puedan trasladar especificaciones de una institucién a otra. Esto
conduce al concepto de morfismo de instituciones [6].

Definicién 4.1. Dadas dos instituciones Z y Z’, un morfismo de instituciones ® :
Z — T’ consiste en:

1. Un funtor ® : SIG — SIG’ entre las correspondientes categorfas de signa-
turas.

2. Una transformacién natural « : Sen’ o ® = Sen, es decir, para cada signa-
tura ¥ de SIG una aplicacién ay, : Sen/(®(X)) — Sen(X), transformando
sentencias de ®(X) en sentencias de ¥ de forma compatible con los morfis-
mos de signaturas.

3. Una transformacién natural 8 : Mod = Mod' o ®. Esta transformacién
vendrd dada por una clase de funtores 3, : Mod(X) — Mod (®(X)), uno
para cada signatura .

4. Las transformaciones . y  respetan las relaciones de satisfacibilidad de 7
y de Z'. Esto es, se cumple

AEag(e) siysolosi B.(A) E €

para cualquier X-modelo A en Z y cualquier ®(X)-sentencia e’ en Z’.
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De modo informal, un morfismo de instituciones proporciona relaciones entre
las diferentes componentes de una institucion: signaturas, sentencias y modelos,
respetando las relaciones de satisfacibilidad.

En lo que sigue, se va a probar que la construccién ( )imp presentada en la sec-
cién anterior se puede extender a un morfismo de instituciones. En concreto, lo que
aqui se desarrolla es una presentacion de ( )imp como endomorfismo de la institu-
cién algebraica ecuacional. Otras posibilidades son estudiadas en [2] considerando
esta construccién como un morfismo de instituciones entre la institucién algebraica
ecuacional y la institucién de las especificaciones ocultas.

Dada la institucién algebraica ecuacional Z = (SIG, Sen, Mod, =) tal y como ha
sido descrita en la segunda seccién de este trabajo, definimos el endomorfismo de Z
dado por:

= Un funtor ¢ : SIG — SIG que asocia a cada signatura X su correspondiente
signatura ;.,,. Recordar que X;,,,, tiene un género anadido a los géneros de
3, que denotamos impy,, y que este nuevo género es agregado como primer
argumento a todas las operaciones w : $1...s, — s de ¥ dando lugar a
las operaciones de ¥;p,,. Dado un morfismo de signaturas h : ¥ — X' en
SIG, ®(h) : Timp — X, es el morfismo cuya restriccién a los géneros
de ¥ es h y tal que ®(h)(impy) := imp,,. Respecto de las operaciones,
®(h)(imp_w) :=imp_w’, con W’ = h(w).

= Una transformacién natural « : Sen o & = Sen definida por la familia de
aplicaciones ay, : Sen(Z;mp) — Sen(X), una para cada objeto 3 de SIG,
tal que la imagen por a,, de una sentencia de X;,,, se obtiene eliminando
todos los términos del género imp, (que necesariamente deberdn ser varia-
bles) y sustituyendo cada operacién imp_w de X, por la correspondiente
operacion w de X.

Para que la aplicacién anterior esté bien definida es necesario excluir
del conjunto de sentencias aquéllas que son identidades entre variables (en
concreto, entre variables del género imp, ). No obstante, no se pierde ge-
neralidad al hacer esta restriccién. Las ecuaciones de la forma z = z no
aportan significacién sobre los modelos. Una ecuacién del tipo z = 2/, de
variables de un género s, se puede eliminar construyendo una especificacién
equivalente en la que los términos de género s sean identificados con una
Gnica constante.

= Una transformacién natural 5 : Mod = Mod o ® definida por la familia de
funtores fy, : Mod(¥) — Mod(X;mp), uno para cada signatura X. Sobre los
objetos de Mod(X), la imagen por (3, de una ¥-algebra A es la 3;,,,-dlgebra
que tiene al conjunto unipuntual {*} como soporte del género impy y el
resto de los soportes los mismos de A. La interpretacién de las operaciones
de Ximp en [, (A) es la natural:

impwPs®) (s, dy, ... dy) = wh(dy, ..., dy).

Respecto de los morfismos de Mod(X), dado un morfismo de ¥-dlgebras
[ =(fs)ses : A — B, suimagen  (f) es (id{*}, (fs)ses)-
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Resulta facil comprobar que (P, o, 3) define un endomorfismo de la institucién al-
gebraica ecuacional, obteniéndose el siguiente resultado.

Teorema 4.2. Dada la institucion algebraica ecuacional T = (SIG, Sen, Mod, =),
modificada prohibiendo las ecuaciones que identifican variables, la terna (P, «, )
definida anteriormente constituye un endomorfismo de I.

Para terminar el articulo, queremos indicar que las matematicas que aqui apare-
cen (expresadas al uso habitual, en forma de proposiciones y teoremas) no estan tan
alejadas de la practica cotidiana de la programacién como podria parecer. De hecho,
uno de los objetivos de nuestra linea de investigacién consiste en analizar sistemas
de cédlculo simbdlico reales, como EAT o Kenzo, que estdan en funcionamiento en
varias universidades. Una de las formas de vincular estas matemaéticas a los progra-
mas reales es a través de la nocién de tipo abstracto de datos (y, més en concreto,
mediante el concepto de implementacion de un tipo abstracto de datos [8], [9]). Un
tipo abstracto de datos viene dado por una signatura ¥ y una clase C de X-algebras
cerradas por isomorfismo. De este modo, una especificaciéon ESPEC = (X, F) defi-
ne un tipo abstracto de datos, la clase de Y-algebras que satisfacen las ecuaciones
de E.

En el endomorfismo anterior queda implicita una operacién entre especificaciones.
Dada una especificacién ESPEC = (X, FE) de Z, se puede construir otra especifica-
cién ESPECmp = (Zimp, Eimp) donde cada ecuacién e’ de Ejy,), se obtiene a partir
de una ecuacién e de F, cuantificando con una variable z del nuevo género imp y
aplicando la siguiente recursién en los subtérminos de e:

= Dejar sin modificacion los subtérminos que sean variables.
= Sustituir los subtérminos w(t1,...,t,) por imp_w(z,t},...,t,), donde cada
t! es el transformado, por recurrencia, de ¢;.

Esta nueva especificacién verifica la propiedad esperada, que generaliza la proposi-
cién 3.5: si A es una ESPEC;,,,-algebra, cada elemento del soporte Aimpz define
una ESPEC-ilgebra.
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