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PUNTOS DEL RETICULO

FERNANDO CHAMIZO Y ANTONIO CORDOBA

En memoria de Chicho

ABSTRACT. In thisexpository paper we discuss several “lattice point problems”
describing some of the standard geometric and analytic methods. At the end
we also present three applications to problems in Number Theory and Quantum
Mechanics.

1. EL ciRCULO Y EL RETICULO

Contar cudntos elementos de Z? hay dentro de un conjunto, o de una familia de
ellos, resulta ser una operacién delicada que, sin embargo, nos aparece en contextos
sumamente interesantes.

Un ejemplo notable es la funcién aritmética

ro(l) = #{(m,n) € Z* : m® 4+ n? =1},

que es el nimero de puntos de Z? que estdn en la circunferencia de radio v/ cen-
trada en el origen. Observemos que la sucesién de sus valores es bastante irregu-
lar: ro(1) = 4; 72(2) = 4; 12(3) = 12(6) = ro(7) = 0; 72(5) = 8; ro(25) = 12;
r2(4225) = 36; r2(4227) = 0. No obstante existen férmulas que dependen de la des-
composicién de [ en producto de primos. La razén estriba en que si [ = m? + n?
entonces tenemos que | = (m + ni)(m — ni), i = v/—1. De manera que la fun-
cién 7y esta ligada a la divisibilidad en el anillo Z[i] de los enteros gaussianos. Si
=27 Hpizl 1) p;t quz?) ) qu resulta que r2(l) = 0 a menos que todos los §;
sean pares. En cuyo caso ro(l) = 4[](1 + a;).
A partir de esta férmula resulta muy sencillo demostrar que:

(a) ro(k) = O(k), para todo € > 0.
(b) lim supy,_, % = +00, para todo p.

Un procedimiento eficiente para regularizar una funcién consiste en calcular sus
promedios. En nuestro caso da lugar a la definicién:

N(R) = ra(l).

I<R2
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La funcién N (R) también admite una interpretacién geométrica en términos del
reticulo fundamental, no es mas que el nimero de puntos de coordenadas enteras
dentro del circulo centrado de radio R.

Asociemos con cada punto v = (v1,12) de Z? el cuadrado unidad @, que lo
tiene como centro y cuyos vértices son (7 £ 1/2,v9 £ 1/2). Entonces la regién
A(R) = U, <g @v verifica la identidad Area(A(R)) = N(R), por lo que la doble
inclusién D 5(0) C A(R) C Dy /3(0) nos permite escribir:

N(R) =7R*+ O(R), R — +o0.

Surge el problema: ;Cual es el verdadero orden de magnitud de E(R) = N'(R)—7R?
cuando R — 4007
En términos més precisos: ;Cual es el infimo de los valores de 6 para los que

E(R) = O(R%)?

He aqui algunas cotas superiores para este infimo:

% =0'6666. .. , G. Voronoi y W. Sierpinski (1903)
% =066 , J. G. van der Corput (1922)
% =0'6521..., E. C. Titchmarsh (1935)
% = 0’65 , L.-K. Hua (1942)
35 p .
i 0'6481.. ., G. Kolesnik (1976)
% =0'6363.. ., H. Iwaniec y C. J. Mozzochi (1988)
% =0'6301..., M. N. Huxley (1993)
En la direccién opuesta, Hardy y Landau, en 1915, probaron que
lim sup |E(R) +-00.

R—+o00 Rl/z(log R)1/4 -

No obstante, si sustituimos la estimacién L™ por otra en la métrica L?, entonces,
como veremos mds adelante, se cumple la férmula:

R
%/ |E(s)|?ds = cR + O(R), para todo € > 0,
0

donde ¢ > 0 es una constante explicita. Esta formula nos permite, siguiendo a Hardy,
ser «optimistas» y precisar el «problema del circulo» en la siguiente pregunta:

;Bs cierto que B(R) = O(RY*%¢), R — 400, para todo € > 07

En dimensién tres hay un problema andlogo para la esfera, cuya formulacion se
encuentra ya en la obra de Gauss, y que aparece asociado, de manera natural, al
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proceso de contar el niimero de clases de ideales en las extensiones cuadraticas del
cuerpo de los racionales (véase la dltima seccidn).

N3(R) = #{v € Z3:|v| <R} = %”R?’ + E3(R).

De nuevo se trata de conocer el verdadero orden de magnitud de E5(R). El mejor
resultado hasta la fecha se debe a D. R. Heath-Brown [8] y es E3(R) = O(R?'/16+¢),

Resulta curioso constatar que para las dimensiones n > 4, el correspondiente
problema de la n-esfera es més asequible a los métodos del Anélisis Armonico y se
conoce el valor éptimo del exponente. Por lo que los casos abiertos son los anterior-
mente expuestos, n =2y n = 3.

2. OTROS DOMINIOS CONVEXOS

2.1. El problema general. El problema del circulo admite una generalizacién
natural simplemente cambiando la circunferencia por otra curva y el radio por la
razén de la homotecia que aplicamos sobre ella. Concretamente se trata de lo si-
guiente:

Dada una curva regular cerrada simple cuya curvatura es estricta-
mente positiva en todo punto, sea D la regién convexa acotada que
limita y sea A su area. Hallar el infimo de los exponentes 0 para los
que se cumple

E(R) := #{(n,m) € Z*: (n/R,m/R) € D} — AR? = O(R’).
Si a cada punto de Z? se le asigna, como antes, el cuadrado unidad que lo tiene por
centro, entonces la geometria del problema muestra que F(R) depende esencialmente

de las proporciones normalizadas entre —1/2 y 1/2 en las que la curva dilatada corta
a cada uno de estos cuadrados.

Mgy ﬁ‘\\‘.
DECLEOLER
el el

Razonando heuristicamente, si se supone equidistribucién y cierta independencia
entre dichas proporciones, el teorema central del limite llevaria a una distribucion
normal N (0, v/n) donde n es el nimero de cuadrados cortados por la curva dilatada,
el cual es obviamente O(R). Este argumento probabilistico sugiere que es muy dificil
conseguir | E(Rp)| > c¢RY con § > 1/2 paraun Ry fijo, y en el limite resulta imposible.
De nuevo la conjetura de Hardy se presenta como una frontera natural de este
proceso.

En este sentido hay un antiguo resultado de D. G. Kendall [13] que se puede
glosar diciendo que, una vez fijada la razén de la homotecia Ry, si lanzamos al azar
la regién dilatada sobre el plano, la media de los puntos de Z? atrapados es ARZ y la

desviacion tipica es o < cR(l)/ 2, donde c sélo depende de la curva. Por otra parte, se
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conoce que, al igual que en el problema del circulo, el exponente § = 1/2 no puede
alcanzarse, esto es,
limsup |E(R)|R™Y? = o
R—o0

(de nuevo, incluso todavia podria dividirse por cierto factor logaritmico [15] y el
resultado seguirfa siendo c0).

El mejor resultado conseguido hasta la fecha es el mismo que el obtenido para el
problema del circulo y se debe a M. N. Huxley [9], quien probé E(R) = O(R?) para
todo @ > 46/73 (bajo la hipétesis de que la curvatura sea C'); concretamente:

E(R) _ O(R46/73(10g R)315/146).

A pesar de que el método empleado es muy complejo (en la cuarta seccién se da una
breve descripcion de la idea fundamental) y estd bastante optimizado, cuantitativa-
mente sélo constituye una mejora de menos de un 6 % sobre el exponente llamado
trivial 2/3. Lo cual da una idea de la dificultad del problema.

2.2. Puntos bajo gréaficas. A base de cortar la regién D con algunas rectas de
la forma z =n, y = m (n,m € Z) y orientar adecuadamente los trozos resultantes,
se puede reducir la estimacién de E(R) a la de la cantidad andloga para regiones de
la forma

D(a,b; f) = {(z,y) €ER?*:a<x<b, 0<y< f(x)}, abeEZ,

con la salvedad de que los puntos en las fronteras rectas cuentan sélo la mitad
(porque al recomponer D cada uno pertenece a dos trozos).

BENERENE

Con este convenio, en cada vertical intermedia x = ¢, a < ¢ < b, el nimero de
puntos de coordenadas enteras es [f(c)] + 1/2 donde [ - | indica la parte entera. Por
consiguiente la contribucién a E(R) de la regién D(a, b, f) es

b b
SUDEIUES > (1F)+3) - / f(t) dt.

Por construccién (recuérdese la convexidad de la curva) siempre se puede supo-
ner que f(z) = Rg(z/R) con 0 < ¢1 < —g" < c2 y |¢'| < ¢3. Resultados bien
conocidos sobre la aproximacién de sumas por integrales (Euler-McLaurin o la regla
del trapecio) implican que, salvo una magnitud acotada, la cantidad anterior coincide
con

b
Bla,b: )=~ 3 w(f(n)  donde vi(z) = — [¢] - 5.

n=a
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Si la grafica de f contiene M puntos de Z? entonces E(a,b; f +¢) — E(a,b; f —¢€) =
M para e suficientemente pequenio. De aqui surge naturalmente la condicién de
convexidad de la curva inicial, porque si fuera demasiado plana se podria conseguir
que pasara por muchos puntos del reticulo y R'/2 no serfa el limite natural. De
todas formas, en este tipo de argumentos no hay que perder de vista que R puede
variar. Por ejemplo, un resultado cldsico de V. Jarnik [12] (véase también [10, §2.2])
implica que dado un R siempre es posible construir una curva con curvatura acotada
y continua ¢; < k < ¢o de manera que |E(Rp)| > 03R§/3 donde c¢y,co y c3 son
constantes absolutas. Notese que esto no invalida que para cualquiera de estas curvas
se cumpla E(R) = O(R?) cuando R — oo para algiin § < 2/3. Por otra parte se
sabe que las gréficas suficientemente regulares no pueden contener muchos puntos
del reticulo (véase [2] y [17]) impidiendo generalizar la construccién de Jarnik.

2.3. El exponente 2/3 por métodos elementales. Como veremos en la ter-
cera seccién, la acotacién E(R) = O(R?/3) es inmediata (al menos para el problema
del circulo) si se aplican los rudimentos del Andlisis Armdnico. Sin embargo tam-
bién es posible obtener el exponente 2/3, salvo un factor logaritmico extra, con
argumentos geométricos elementales combinados con resultados béasicos de aproxi-
macién diofdntica. Hay algunos detalles en la demostracién que la hacen un poco
extensa para incluirla aqui en su totalidad [10, p. 33—41] pero descartando estos
detalles es realmente breve.

La idea clave radica en que es facil contar puntos bajo rectas de pendiente racional
cuando el denominador de ésta es igual a la longitud del intervalo. Concretamente,
para calcular E(A, B;pz/q + ) con p/q irreducible y [A, B] un intervalo entero
conteniendo ¢ elementos, se puede usar la férmula elemental

iw(gnw) = v(aP).

Para estimar F(a,b; f), supongamos que la gréfica de f se aproxima por tangentes
de pendientes racionales cuyo denominador coincida con la longitud de la proyeccion
(en z) de la tangente y sea comparable a R'/3. Si es posible hacer esto en todo el
intervalo [a, b], por geometria elemental podemos completar estas rectas a rectangu-
los de altura comparable a R~'/3 (recuérdese que ¢;/R < —f" < ¢2/R) que cubran
toda la grafica de f.

El 4rea de cada uno de los rectdngulos es O(1) y por la férmula anterior (o por un
argumento geométrico sencillo) también lo es el nimero de puntos de Z? incluidos
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en cada uno de ellos. Como b — a = O(R), hay O(R?/?) rectangulos y se deduce
E(a,b; f) = O(R*®).

Como f’ es decreciente (en particular inyectiva) y |f'| < c3, el nimero de valores
de z tales que f'(z) = p/q con 1 < g < RY3 es comparable a R*/3 [7, Th. 331],
si b —a es como R, el espaciamiento promedio entre estos valores de x es R'/3.
Asi pues, teniendo en cuenta que la mayoria de las fracciones tienen denominador
grande, la construccién anterior parece en principio posible (quizd permitiendo mul-
tiplicar por una constante las longitudes de las tangentes). Sin embargo esto no es
cierto del todo, ya que las fracciones con denominador pequefio estdn mucho més
separadas del resto que el espaciamiento promedio. Por ejemplo, para p/q # 0/1,
1 < g < RY3 se tiene R|0/1 — p/q| > R?*/3 que estd muy lejos del R'/3 espera-
do. Los racionales con denominador pequeno son pocos, con lo cual no parece que
su contribucién sea decisiva, aunque en cualquier caso aparece amplificada por el
problema del espaciamiento. Teniendo en cuenta cuidadosamente estos hechos con-
trapuestos, lo que se obtiene es un factor logaritmico extra con respecto a lo que
corresponderia a la Ultima férmula. Por ejemplo, en [10] se obtiene con argumentos
de este tipo E(R) = O(R*310g*? R).

3. ANALISIS ARMONICO DEL TERMINO DE ERROR

3.1. Foérmula de sumacion de Poisson. Serie de Hardy. Cada punto del
reticulo v € Z™ origina una funcién periédica: e(v - ) donde aqui y en lo sucesivo
e(t) es una abreviatura para ¢>™*. El conjunto de todas ellas constituye una base
ortonormal del espacio L?(T) = L?(R"/Z") = L*(Q) siendo Q el cubo unidad. Toda
funcién integrable tiene una serie de Fourier

Fo S Fw)ev

donde los coeficientes estdan calculados por medio de las férmulas

_ /Qf(x)e(—l/ . z) de.

El Anadlisis Armoénico estudia las diversas maneras en las que la serie representa a
la funcién.

Como ya hemos visto en la seccién anterior, los problemas de puntos del reticulo
Hevan a estimar sumas de ¥ (f(n)) donde 9 (t) =t — [t] —1/2. Si n # 0 tenemos que

fo —nt)dt =1i/(2mn), luego

1 & n(2mnt) sen(27mnt) _ _
—;Z =——Z +OMM|[v|l|7h)

n=

=

donde |||t]|| = dist(¢, Z).
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Sustituyendo la serie de Fourier en la expresién del término de error, obtenemos
una reduccién del «problema del reticulo» al de la estimacion de sumas trigonométri-

cas del tipo
S e(f(n)),

n
que abordaremos en la préxima seccién.

En el caso no periddico tenemos también la transformada de Fourier

FOE© = [ g o)f@de, €= (6.6 e R

Dada una funcién integrable en R™ existen, por lo menos, dos procedimientos para
construir una funcién periédica a partir de ella, a saber:

(1) fil@) =" fle+v),

vEZL™

(2) (@)= 3 F(H@)elw- ).
vEL™
La férmula de sumacion de Poisson consiste en la afirmacién de que ambas fun-
ciones coinciden, fi; = fs. En particular, haciendo z = 0 (para funciones adecuadas)

obtenemos la identidad R
S ) =>Fw),

~

donde hemos hecho uso de la notacién estdndar f(£) = F(f)(§) para la transformada
de Fourier.

En el caso particular en que f(z) es la funcién caracteristica del disco centrado de
radio R, la suma de la izquierda es exactamente nuestra funcién N'(R). En cuanto
al miembro de la derecha, tenemos que

£(€) = —¢.2)dr = R? _RE¢-2)d
f© /DR(O) e(=¢-z)de =R /131(0) e(—R¢&-x)dx
1 2 1
_p? _ 2 _ L h(2mR[{])
=i [ [ peligipeosoyandp = R | pacerriclo)ap - RAZTEED,

donde Ji designa la funcién de Bessel de orden k. Las funciones de Bessel verifican
la ecuacion 4 (t*Jy,(t)) = t*Jy_1(t) y tienen el desarrollo asintético

Ji(t) = (3>1/2 cos (t — %T - %) +0@t73/%), t — +o0.

7t

Habida cuenta de que f(O) = 1R? obtenemos, formalmente,

/2 & T2(N T
E(R) = R’]T z:l ;?E/Z coS (QWR\/E— 3?) +O(7"2(R2) + 1)7

que es la férmula de Hardy.

Observemos que se trata de una identidad notable, donde la serie de la derecha
debe ser tratada con un cierto esmero, al no ser absolutamente convergente. No
obstante, eso no representa ningun obstaculo, ya que con poco esfuerzo podemos
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obtener férmulas aproximadas. Para ello témese una funcién auxiliar ¢, radial, no
negativa y de clase C§° en el disco unidad, entonces su transformada de Fourier es
una funcién radial ¢(r) que decae rédpidamente, y un sencillo argumento (involu-
crando la convolucién con ¢) nos permite escribir:

/2 =2 .
E(R):R Z 2§/4) cos (%R\F )<p(6\/ﬁ)+0((6R+1)R6)

™

para todo € > 0, uniformemente en § > 0.

Si elegimos ahora el valor § = R~'/? obtenemos la estimacién de Voronoi y
Sierpinski. Haciendo uso de esta férmula aproximada y tomando luego el limite
cuando § — 07, se obtiene el promedio

7 / s)|?ds = cR + O(R"), para todo € > 0,

donde

Podemos hacer variar también el centro de las circunferencias. Dado un punto y
en el cuadrado unidad, @, consideremos el disco

Dr(y) = {z € R?: o —y| < R}.
Sea E(R;y) = >, XDn(y)(v) — mR2. La férmula de sumacién de Poisson permite

escribir
Y) =D Xonw W)e(v-y).
v#0
Por lo que
)2 R Xra(n) 3m
|E (Ryy)|*dy = Z IXDry) (V)" = = Z 373 008 (27TR\/77— Z) +0(1).
v#0 n=1

Es decir: Si lanzamos «al azar» un disco de radio R en el plano y contamos cuantos
puntos del reticulo captura dentro, resulta que el valor esperado es mR?, con una
desviacién tipica O(R'Y/?).

3.2. Regularizacién. (Principio de Incertidumbre). El andlisis anterior apa-
renta la necesidad de un proceso delicado de truncacién de la serie obtenida cuando
aplicamos la féormula de sumaciéon de Poisson. También parece descansar sobre las
propiedades analiticas de las funciones de Bessel. Ello es debido al empecinamiento
en usar la funcién indicadora del circulo, que es discontinua y cuya transformada
de Fourier no decae con rapidez suficiente. Sin embargo, como hemos visto, con
la ayuda de los procesos de regularizacién (y el principio de incertidumbre para la
transformacién de Fourier), podremos hacer el mismo cdlculo de forma mucho més
sencilla y maleable. Valida incluso para el caso de dominios convexos mas generales.

Diremos que la funcién diferenciable ¢ estd adaptada al intervalo I C R si se
verifica que

sop(¢) C I, [D7¢)le < CHII77, 5=0,1,2,3,...,
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siendo |7| la longitud del intervalo y las C; constantes positivas fijadas de antemano.
En este caso la transformada de Fourier verifica la estimacién

oo
6] < D27 ML X 9),
k=0
donde I} = [—2%/|I|,2%/|I|] y < es otra forma de indicar la notacién O de Landau,
esto es, significa menor salvo constantes (que en este caso dependen de j y de Cj).
En el plano tenemos funciones adaptadas a rectangulos T' que pueden poseer
dimensiones y direcciones arbitrarias. Si ; y 6o = 6i son las direcciones de los
lados de T cuyas longitudes respectivas son dy y do, entonces ¢ estd adaptada a T'
cuando
sop(0) C T,y |1D§, Dp,dllee < Cagdy *dy”,
donde las constantes positivas, C,g, han sido fijadas previamente.
Cuando T sea paralelo a los ejes de coordenadas, con longitudes respectivas d
y da, el recténgulo T} es igual a [—2%/dy, 2% /di] x [—2F/dy,2F /d5). Dado que la
transformada de Fourier conmuta con las rotaciones del espacio subyacente, el caso
anterior nos permite obtener la nocién de T3, cualquiera que sean las direcciones de
T, que hace valida la siguiente estimacién:

16(8)] <> 27H| T | gz (€)

k=0
donde |T}| designa ahora el area.
Existen diversos procedimientos para obtener una familia de funciones {¢y}, de

clase C'*°, de manera que:

(i) ¢ estd adaptada a (1 —27% 1 —27%F"1) k=1,2,...

(i) X (o) = 1 en [3/4,1).
Sea ¢o(p) = 1= rey i(p), 0 < p < 1. Consideraremos las funciones radiales en
R? definidas por o (z) = ¢r(|7|). Tenemos que

XDR(O)(x) = Z @k(x/R%
k=0

que da lugar a la familia de aproximaciones

M
Z XDr(0)(V) = Z Z ep(v/R)+O((2"MR? + 1)R")

v k=0
para todo entero positivo M y todo € > 0.
El anélisis del término de error nos lleva, de nuevo a través de la férmula de
sumacién de Poisson, a considerar el siguiente tipo de sumas:

M
ER)=> R*Y @w(Rv)+O(2 MR*+1)K).
k=0 v#0
Los primeros términos de la suma se estiman facilmente debido al decaimiento de
la transformacién de Fourier y contribuyen con O(1). Cuando k crece, sin embargo,
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se presenta el siguiente problema tipo: dado § > 0 (pequeno) y una funcién ¢
adaptada a (1 — 6, 1), definiendo p(z) = ¢(|z|), se trata de estimar ), ., §(Rv).

La geometria sugiere que tomemos una particién diferenciable de la circunferencia
unidad (particién en 4ngulos) de manera que ¢;(6) esté adaptada al intervalo (27r( j—
162, 27(5 + 1)61/2) y Y. ¢i(0) =1 en [0,27]. Sea p;(pe’?) = ¢;(0)¢(p). Entonces
p; estd adaptada a un rectdngulo T7, cuyo lado menor, de longitud ~ 6, tiene la
direccién del angulo 2756'/2 y cuyo lado mayor, de longitud ~ 6'/2, tiene la direccién
de la tangente a la circunferencia en e?™% a1z,
Tenemos que

ng Rv)

v#0

<<ZZ|<PJ RV|<<Z2 klZZ| | Xri (Rv)

VA0 1<|lvll J

22 M§E2TE N TN X (Ry) < 67HPRTE

<vll g

Unas sencillas consideraciones geométricas demuestran la estimacion

2/0671 2/0671 22]@672
2o (R < FEp 2 WIS ®

1<|lvl <251 /R

Volviendo a E(R) hemos obtenido que

M
E(R) <Y 2*?+0((2"MR* + 1)R")
k=0
< 2M2 L O(2"MR? + 1)EY).

Tomando 2M = R*/3 obtenemos de nuevo la estimacién de Sierpiriski y Voronof.
(Con un poco de cuidado podriamos haber eliminado el término R€.)

4. SUMAS TRIGONOMETRICAS

4.1. Los pares de exponentes de van der Corput. Segin hemos visto, la
estimacién del error en el problema del circulo o sus generalizaciones lleva a expre-
siones que involucran sumas trigonométricas. Esta situacion es recurrente en Teoria
de Niimeros. Por recordar sélo dos ejemplos, se puede senalar que una estimacién no
trivial para an N e(an?) implica que la parte fraccionaria de an? estd equidistri-
buida si v es irracional [18], o un estudio cuidadoso de ) .y e(pz), donde p recorre
los primos, es crucial para demostrar que todo nimero impar suficientemente grande
es suma de tres primos.

Establecer un método general para tratar las sumas trigonométricas es un objetivo
demasiado ambicioso, pero la teoria de pares de exponentes de van der Corput
(escrita en su forma actual por E. Phillips [16]) permite obtener estimaciones cuando
las fases satisfacen ciertas propiedades analiticas.

Comencemos notando que quiza dividiendo en intervalos diddicos se puede supo-
ner que los extremos del intervalo de sumacién son de tamano comparable, esto es,
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consideraremos sumas trigonométricas del tipo

§=3" e(f(n)),
nxN
donde n < N abrevia N < n < N; o sea, n < N equivale a c;N < n < coN con
1, ¢z > 0. Si tenemos en mente el caso f(n) = Ng(n/N) que corresponde a dilatar
una grafica y suponemos que las derivadas de g no se anulan, se llega a las hipGtesis
de la teoria de pares de exponentes:

f®)| < DNk k=1,2,3,..., D>1.

Notese que D es el tamano de la derivada. La condicién D > 1 es meramente
técnica, ya que si D fuera muy pequeno podriamos aproximar muy bien las fases
por funciones lineales y se tendria una estimacién precisa, tipicamente una férmula
asintética.

Los «enemigos» para estimar S son la longitud del intervalo y la oscilacién, por
ello esperamos acotaciones del tipo

|S| < D*NP.

Si esta acotacion tiene validez general con las hipétesis antes senaladas, se dice que
(a0, B) es un par de exponentes. Con este lenguaje la acotacién trivial corresponde
a (0,1).

El método de pares de exponentes de van der Corput establece férmulas induc-
tivas que permiten generar nuevos pares de exponentes, y estdn contenidas en los
siguientes resultados:

Proceso A. Si (a, 3) es un par de exponentes entonces

B Q a+p/+1
Ale, ) = <2a+2’ 20+ 2 )

también lo es.
Proceso B. Si («, ) es un par de exponentes entonces

o= (1~ b+ 1)

también lo es.

Noétese que geométricamente A atrae (a, 3) hacia (0, 1) de forma no lineal y B es
la simetria que intercambia (0,1) y (1/2,1/2).

A veces se anade a estos dos procesos un tercero, llamado Proceso C, que no es
otra cosa que la observacion trivial de que el conjunto de pares de exponentes es
convexo; es decir, que si (a1,01) y (a2, 02) pertenecen a él, entonces (taq + (1 —
t)ag, t61 + (1 —t)B2) con 0 <t <1 también.

Los pares de exponentes de van der Corput se obtienen aplicando de todas las
formas posibles los procesos anteriores al par trivial (0, 1). Por ejemplo,

B(Ovl): (%7%)7 AB(071): (%7%)7 BAzB(O71): (%7;)7

son pares de exponentes de van der Corput. En la actualidad se conoce algin par
de exponentes que no se obtiene por estos procesos a partir del trivial (0,1) (en
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realidad el método clasico de Vinogradov ya consigue este objetivo en el caso limite
a —0).

Veamos a grandes rasgos la idea de la demostracion de estos dos procesos.

El Proceso A fue introducido por H. Weyl [18] en su estudio de la equidistribucién
de las partes fraccionarias de polinomios, y en este contexto era una idea simple
pero ingeniosa para reducir el grado, En primer lugar, nétese que para cualquier H,
digamos pequeno en comparacion con N, en la suma doble

ZZ f(n+h))

nx=N h<H

cada término de S aparece esencialmente H veces (en rigor hay un pequeno problema
técnico con los términos cercanos a la frontera, que obviaremos aqui, estableciendo
cierta relacién entre los limites de sumacién de n y h). Por tanto, la desigualdad de
Cauchy-Schwarz implica

HYSP <N Y. ‘ 3 e(f(n+h)

n<N h<H

< N Z ‘Z f(n+4hy) = f(n+hg))|.

h1,ho<H nx<N

‘ 2

La nueva suma trigonométrica que debemos tratar tiene ahora una oscilacion, previ-
siblemente menor, que podemos controlar con H. Es decir, dominamos al «enemigo»
de la oscilacion a costa de permitir que aparezcan varias sumas trigonométricas, lo
que en principio parece favorecer al «enemigo» de la longitud del intervalo de suma-
cion.

El término diagonal h; = hs contribuye con N2H mientras que si hq %+ hy
podemos usar el par de exponentes («, ) con la nueva cota para la derivada D =
|h1 — ho| DN~1. En total se obtiene

H?S)> < N*H + NH?*(HDN ~1)*N”.
Con la eleccién éptima Ho+t! = D= NHe=8 ge sigue
|S| < Da/(2a+2)N(a+ﬁ+1)/(2a+2)’
que es la estimacién deseada.
Olviddndose de los detalles técnicos (que no son triviales), el Proceso B se reduce

a la férmula de sumacién de Poisson. Al aplicarla formalmente (sin considerar los
problemas de convergencia) pasarfamos a una suma de integrales del tipo

I, = /e(f(x) —nx)dz.

Estas integrales tendrdn una contribucién relevante sélo si e(nz) y e(f(x)) oscilan
dentro del mismo rango de frecuencias (y asf hay interferencia), es decir, n < f’. En
este caso, el principio de fase estacionaria sugiere que

I, ~ 6:I:i7r/4 e(g(n))
|f" (2n)]
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donde x,, cumple f'(z,) =ny g(n) = f'(x,) — nz,. Por consiguiente, sumando por
partes (nétese que |f”(z)| < DN~1) y suprimiendo términos de orden inferior cabe
esperar

S| < DTN S e(g(n))|
nxD
donde, como es facil comprobar derivando implicitamente, |¢'| < N. As{ que apli-
cando el par de exponentes (a, 3) a la ultima suma, se tiene

|S| < D571/2Na+1/2’

como queriamos demostrar.

En el caso del problema del circulo, para estar en las hipotesis de la teoria de
pares de exponentes, lo mejor es utilizar la férmula ro(m) = 4(d1(m) — ds(m)),
donde d;(m) es el nimero de divisores de m que son congruentes con j médulo 4.
Contar puntos en circunferencias se traduce entonces en contar ciertos puntos en
hipérbolas del tipo £y = m. De esta forma, el Anélisis Armonico traduce la acotacién
del término de error en la estimacién de sumas de la forma

R2
>3 (),
n
h=<H nxN
Completando este programa [6, §4.4], se llega a que si (¢, 5) es un par de exponentes
entonces el error en el problema del circulo es

#{(n,m) € Z* : n®> + m* < R*} —7R? = O(R(aJrﬁ)/(o‘H)).

A pesar del refinamiento del método, se puede probar [6] que por mucho que apli-
quemos los procesos A y B (y C), a partir de (0,1), tan solo puede alcanzarse el
exponente 0'65804271 ... que estd desalentadoramente muy préximo a 2/3.

4.2. Métodos bidimensionales. Como hemos visto al estudiar los problemas
de puntos del reticulo, aparecen de forma natural sumas trigonométricas en dos va-
riables. Ademés la demostracién del Proceso A nos indica que se puede transformar
una suma unidimensional en otra bidimensional. En cualquier caso, siempre pode-
mos estudiar sumas trigonométricas dobles despreciando la cancelaciéon en una de
las variables y tratando la suma en la otra variable. La pregunta légica es si no se
podria generalizar el método antes introducido para que opere genuinamente en las
dos variables simultaneamente. La respuesta es que en teoria si y se conjetura que
la cancelacién se duplica [6, p. 72-73], pero incluso en los casos mds sencillos no se
verifican las hipdtesis que se necesitan en las pruebas. La razén es que la condicién
natural

§itk f
Oxd Oyk
no es suficiente en este caso, porque no asegura que los Hessianos que aparecen
al aplicar el método de fase estacionaria no se anulen. De todos formas algunos
autores (especialmente G. Kolesnik [14]) han conseguido superar con gran esfuerzo
estas dificultades en algunos ejemplos particulares.

=DNM* jk=1,23,...
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4.3. EIl método de Hardy-Littlewood discreto. La demostracién de Huxley
[9] del mejor resultado para los problemas de puntos del reticulo estd basada en los
trabajos anteriores [1] y [11]. Como tiene reminiscencias con el método del circulo
clasico (también llamado de Hardy-Littlewood) sustituyendo algunas integrales por
sumas, se ha dado en llamarlo método de Hardy-Littlewood discreto. Aunque es un
proceso bastante complejo, podemos resumir la idea subyacente en unas lineas:

Imaginemos, por ejemplo, la circunferencia aproximada por tangentes. Alrededor
de los puntos en los que la pendiente sea un nimero racional de denominador pe-
queno podemos contar con bastante precision los puntos del reticulo. Esto se refleja
en que la suma trigonométrica correspondiente se puede no sélo estimar, sino apro-
ximar muy bien gracias a la férmula de sumacién de Poisson y el principio de fase
estacionaria. Sin embargo con ello sélo se cubre una pequenia porcién de la circun-
ferencia (recuérdese lo visto en la segunda seccién acerca del espaciamiento cuando
el denominador es pequefio) y hay una multitud de sumas trigonométricas que no
sabemos controlar individualmente. La idea clave es que, después de tratar estas
sumas y agruparlas adecuadamente, si no hay «resonancias» entre las frecuencias no
todas las sumas pueden ser grandes simultdneamente. El resultado bésico en este
sentido es la llamada desigualdad de gran criba:

Z Z ane(nz;)| < (N 445" Z lan|?,

z; 'nN n<N

2

donde § = min |x; — x| con j # k y z; € [0,1— §]. Cualesquiera que sean los coefi-
cientes a,, € C, mientras las frecuencias sean bien diferentes (no haya «resonancias»),
57! tendra un tamafo aceptable. En el caso de los problemas de puntos del reticulo
la desigualdad que se necesita [1, Lemma 2.4] es mas compleja y versitil pero guarda
la misma idea. Una de las mayores dificultades que se plantean tras su aplicacién
es que el estudio del espaciamiento no es en absoluto sencillo y lleva a problemas
diofanticos bastante finos.

5. ALGUNAS APLICACIONES

5.1. EI promedio del niimero de clases. El ntimero de clases de Z[/d], h(d),
mide, en un sentido que no precisaremos aqui, lo lejos que estd este anillo de tener
factorizacién tunica, y tiene una importancia capital en muchos problemas aritméti-
cos. Por ejemplo, h(—1) = 1 implica que dados dos primos impares distintos p y g,
22 + y? = pq tiene solucién en enteros si y s6losi 2+ =py a2 +y> =qla
tienen. Por otra parte, h(—5) = 2 implica que, al cambiar 22 + y? por 22 + 5y, el
resultado anterior sélo se cumple para la mitad de los primos. Hay primos como 7 y
23 que son «defectuosos» porque z2 + 5y% # 7,23 y sin embargo 92 +5-4% = 7-23.
De alguna forma, 1/h(d) es la proporcién de primos «no defectuosos» cuando se
considera z2 — dy? en lugar de z2 + 2.

El ntimero de clases tiene un comportamiento muy cadtico y desconocido, por
ejemplo, un resultado tan débil como que lim,,_,;~ h(—n) = oo fue un problema
abierto durante mas de 130 anos. El origen de este problema, y otros similares,
estd en la obra de Gauss quien introdujo el niimero de clases en 1801 y dio una
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aproximacion para su promedio. La relacién con los problemas de puntos del reticulo
viene a través de la férmula

#{(a,b,c) € Z* : 4ac — b* = n, —a<b§a<c<')0gbga:c}:Zh(—n/kz).
k2|n

Asi que el nimero de clases estd relacionado con el nimero de puntos del reticulo

en cierta porcién de un hiperboloide. Curiosamente se puede hacer lo mismo con

una superficie esférica para muchos valores de n. A través de esta relacién con los

puntos del reticulo, mediante métodos avanzados se puede dar una forma precisa de

la aproximacién de Gauss. Concretamente de [4] y [8] se deduce que, para todo € > 0,
3

1 s
- h(— _ N1/2 2 N711/32+6 )
N n;v =) = %@ 3z T O )

En particular, en media, h(—n) crece como /n.

5.2. Problemas aleatorios. Uno de los hitos de la Fisica actual es la formulacién
de R. P. Feynmann de la Mecédnica Cuédntica por medio de integrales sobre todos
los caminos. Segun esta interpretacién, si un haz de luz parte de P se refleja en un
espejo y llega a @, lo que ocurre no es que los fotones sigan trayectorias rectilineas
y verifiquen mégicamente que el angulo de incidencia y el de reflexion sean iguales,
sino que los fotones siguen todas las trayectorias y la probabilidad de ir de P a @

depende del valor de
Q
/ ezS/h D,u,
P

donde S es la accién y Dp es una medida sobre el espacio de todos los caminos
que unen P y Q. Si creemos que el principio de fase estacionaria es aplicable en
este contexto (% es pequeno), deduciremos que la trayectoria més probable es la de
accién estacionaria, esto es, la clésica.

La filosofia subyacente también encuentra su reflejo en varios aspectos de la Cien-
cia: quiza no debamos buscar modelos plenamente deterministas que den resultados
precisos a partir de datos precisos, sino que méas bien muchos fenémenos responden
a comportamientos cualitativos y leyes de escala obtenidos al promediar sobre todos
los escenarios posibles.

Con esta idea en mente tiene sentido formular problemas de puntos del reticulo
para curvas aleatorias y de hecho Ya. G. Sinai ha estudiado algunos de ellos en
relacion con la Fisica. En nuestro contexto y guardando la analogia con las integrales
de Feynman podemos considerar todos los arcos convexos uniendo (0,0) y (N, 0)
cuya curvatura sea comparable a 1/N. Como la curvatura coincide con la derivada
segunda tras un giro de ejes, podemos pensar que estos arcos son graficas con ca /N <
—f" < ¢1/N. Si las identificamos con sus valores en los enteros, y; = f(i), una
medida natural en este espacio es

= Tit1 — 224 + Ty
aun () = Kn [ o( - : N).
i=1
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con ¢ soportada en [c1, cz], y K se escoge de forma que [ duy(f) = 1. Utilizando
esta medida, en [3] se prueba que la conjetura de Hardy de que el error estd acotado
por O(N?) para todo 6 > 1/2 es cierta para casi todo arco.

5.3. Atomos. En la formulacién de Born-Oppenheimer se considera que un ato-
mo consta de un ntcleo de carga Z, que supondremos en el origen, y de Z electrones
cuantizados. Para simplificar la presentacion, aunque sin alterar el alcance de nues-
tro punto de vista, consideraremos que la masa y la carga del electrén son iguales
a uno, asi como también la constante de Planck; si ademaés prescindimos del spin,
entonces el hamiltoniano es el siguiente:

HF{Z:(A )+ 3 ZHﬂﬂz—%”

i=1
que es un operador que actiia sobre el espacio H de funciones de onda antisimétricas.
El estado fundamental estd descrito por una funcién ¥y que minimiza la energia:

E(Z)= @f (HzT,0).
[¥|l2=1, ¥YeH

La funcién de onda da lugar a la densidad electrénica

p(x) :/ |U(x, 2, ..., 22)|*dey. .. d2y
R3(Z-1)

cuya interpretacién (de Copenhague) es que la probabilidad de encontrar un electrén
del sistema en una regién A del espacio R? es igual a / 4 P(z) dr.
Tenemos el siguiente:

Teorema. Para Z — 400 se cumple la formula asintdtica
E(Z) = CrpZ"3 + Cs.2% + CspZ°® +

El primer término fue conjeturado por Fermi (1927) y demostrado por Lieb y
Simon (1977). El segundo, respectivamente por Scott (1952) y por Hughes (1990); y
el tercero fue previsto por Schwinger y Dirac y finalmente demostrado por Fefferman
y Seco (1991).

La prueba es bastante laboriosa; sin embargo resulta interesante resaltar que en
[5] se observa que el término siguiente en el desarrollo asintético de E(Z) no es de
la forma C Z*/3, sino que es una suma trigonométrica similar a la que aparece en el
problema del circulo:

A
=3 f(k) p(Ap(k/N))
k=1
donde A = Z'/3 y pu(x) = dist(x, Z))?>—1/12. La amplitud f y la fase ¢ involucran al
potencial de Thomas-Fermi, pero son apropiadas en el sentido de que f es «mondto-
na» y ¢ es convexa. El método de van der Corput permite entonces demostrar lo
siguiente:
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Teorema.
(@) |v(2)| <Cz??
(b) limsup|Z73/2(Z)| # 0.
Z—00

(¢) v oscila «cuasiperiodicamente».

Bésicamente existen dos estrategias para estimar F(Z): la de Hartree-Fock y la
de Thomas-Fermi. La primera es idénea para el caso de pocos electrones, mientras
que la de Thomas-Fermi es una aproximacion estadistica que debe mejorar para
ntimeros atémicos grandes. En las demostraciones de los teoremas anteriormente
citados se combinan ambos puntos de vista.

Consideremos el hamiltoniano

Ho=> (=Au, + V(x)),
i
donde V es el potencial que actia sobre un solo electrén y que en principio desco-
nocemos. Si supiéramos la densidad electrénica p, un buen candidato para V seria

oo 2 oY)
N

Supongamos por un momento que tenemos p, El método de separacién de variables
permite obtener el estado fundamental de Hy:

Upp(ar,...mz) =CY (1) (251)) - 0z(20(2)),

donde {¢1, ..., @z} son las primeras autofunciones del operador de una sola variable
tridimensional —A, + V(z), C es una constante de normalizacién, y el sumatorio
estd extendido sobre todas las permutaciones de Z elementos.

La energia (de Hartree-Fock) es entonces Enf(Z) = (H¥py, Ury). La densidad
electronica debe verificar una ecuacién de autoconsistencia:

Z
phs(z) = / (Wnp(z, 2o, 2z) P des . dog =Y |or(@)]* = p(x).
k=1

La ecuacién prny = p se resuelve por iteracién, pero hay que tener cuidado en hacer
una buena elecciéon de la densidad de partida.

En este empeno resulta titil la teoria de Thomas-Fermi. En ella, la energia aso-
ciada a p viene dada por la expresién

5TF(P):CTF/]R3P5/3(96)CZ$+%//%dﬂcdy—Z/%dm,

donde los dos 1ltimos sumandos representan la energia potencial electrostatica,
mientras que el primero describe la energia cinética (lo que puede ser justificado
mediante un argumento que involucra contar puntos del reticulo dentro de una es-
fera).

Surge, por tanto, el problema de calcular

min {ETF(p) :/p(x) dx = Z},
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que puede tratarse por los métodos del Céalculo de Variaciones, obteniéndose la den-
sidad electrénica que corresponde al potencial de Thomas-Fermi V% (z). Estamos
entonces en condiciones de escribir la férmula del término ¢ (Z2):

1
rr 20 +1 4 (1 +1)7-1/2
Z - 1/2dr,u</[VTF(r)—7r2 Lr dr ).

=17 [VTZF(T) - l(lr%l)h

Como hemos indicado anteriormente, con un poco de trabajo es posible preparar
la suma t(Z) de manera que el método de van der Corput (férmula de sumacion de
Poisson m4ds fase estacionaria) nos dé la estimacién del teorema. La mayor regula-
ridad de p(zx) respecto a la funcién parte fraccionaria hace que esta suma sea mds
facil de estimar que la correspondiente al problema del circulo. No obstante, resul-
tan dignos de ser resenados tanto el parecido analitico del estos problemas como el
caracter oscilatorio del término v, comparado con la periodicidad de las propiedades
quimicas de los dtomos. Son un testimonio fehaciente de la relacién entre la Teoria
de los Nimeros y la Mecanica Cuantica.
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