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ABSTRACT. In this paper new potentials that generalize Bessel potentials are
studied. We obtain an embedding theorem between the generalized Bessel
potentials spaces and Lizorkin-Triebel spaces. Moreover, we defined the capac-
ities associated to these potentials establishing some relation with well-known
capacities.

INTRODUCCION

O. Frostman [8] introduce en 1935 los potenciales de Riesz, los cuales incluyen
como casos limites a los potenciales cldsicos (potenciales de Newton y logaritmicos),
pero su nombre se debe a M. Riesz ya que en 1938 en su memoria [13] obtiene los
resultados mé&s importantes relacionados con dichos potenciales y funciones super-
armoénicas de orden s (0 < s < 2). El nicleo de los potenciales de Riesz de orden s
viene dado por

n—s
I(x) = M ||~
257m/21(s/2)

El problema que presentaban los potenciales de Riesz para su aplicacién a problemas
diferenciales, por la acotacién del pardmetro s (0 < s < n), ya que se necesitaban
potenciales de orden arbitrario, es resuelto por N. Aronszajn, en 1959, cuando intro-
duce en la teoria de espacios funcionales y completacién funcional [3], los potenciales
de Bessel cuyo nicleo viene dado por

1
2’!L+b 2 n/zr( )

donde K._s es la funcién modificada de Bessel de tercera especie. Posteriormente,

, 0<s<n.

(1) Gy(x) = Kae (j2)]2] =, s>0,

J. Rodrigliez [14, 15] introduce los potenciales de Bessel-Clifford estudiando, entre
otros temas, su relacién con los médulos de continuidad y con los conocidos espacios
de Lipschitz. Con el objetivo de generalizar los potenciales de Bessel se introdu-
cen unos nuevos potenciales que llamaremos potenciales generalizados de Bessel o
potenciales de Krétzel, por comparecer en el nicleo la funcién n(p, ;) estudiada
en [9].
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POTENCIALES DE KRATZEL. PROPIEDADES BASICAS

Sea p > 0y s € R, los potenciales de Krétzel asociados a la medida p (que tiene
su soporte en R™), vienen dados por

Vi (@) = Gs,p(x —y) duly),
Sop
donde
1 n—s ElR ’
Gs = n 5 1 |l ——
o 2wr<%>"<p 2 ( i ) )
siendo
@) wp iz = [ e
0

La funcién n ha sido ampliamente estudiada por Krétzel en [9], [10]. Nétese que
para p =1, G, 1(x) se reduce al conocido nicleo del potencial de Bessel.

Mostremos ahora algunas propiedades que serdn ttiles en lo que sigue. En primer
lugar (véase [9], [10, pag. 142 (9)]),

1 4 1 1-p0
3) n(p,ﬂ;z”)=zzl5n<;,1+T;Z>-
El niicleo G ,(x) tiene el siguiente comportamiento asintético:
r(z=2 _
2371’"(/22;()3—'),0 |x|8 n7 s<n,
_ 2
(4) Gs,p(@) ~ _ﬁ 2" " log 25, s =,
) s>n
2371'"/21_‘(%)7 )
cuando |z| — 0T; y
(5) G pl(@) ~ i |27 (D) gmnzfe
(%)1/2p7(n73+1)/(2p+2)

cuando |z| — oo, donde v, = —(1+1/p)- (2)1/(%1) .

2(n—s—p) /(A DT /2T () 72

Ademas, G, € L si ap > n, siendo 1/p+1/p’ = 1. Por otra parte, observando
la representaciones integrales del nicleo de los potenciales de Bessel y el nticleo de
los potenciales generalizados se tiene que, si p > 1, entonces G, () < Gg(x); y en
el caso de que p < 1, se invierte la desigualdad.

Para la obtencién de los siguientes lemas se recuerda que la funcién de Fox de
orden (m,n,p,q) siendo 0 <m < ¢, 0 <n <p. En [7] y [12, pp. 626—-629] se denota

por
m,n (a17A1) (a;mAP)
H=H™
p.q (Z‘ (b1,B1) ... (by,By) )’
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y ademas se introducen los siguientes parametros reales:

ay = méx{—%,jzl,...,m}, para m > 0,
—00, para m =0,

3 17(1]'
min A
Qo = J

.,n}, paran > 0,

+00, paran =0,

€= ZA—ZAJrZB—ZB

j=n+1 j=m+1
Lema 1 (véase [4]). Sea a1 < f < ag. Si x> 0 entonces
|H(z)| < Mg ™"
para x > 0, donde Mg es una constante positiva.
Lema 2. Sea p > 1, entonces

1 1
(FGs,p) (§) = @020 (s/2)p Hy; <|f|2

(0,1) (1 -

donde F denota la transformada de Fourier dada por
FN© =en 2 [ @) do

Demostracion. Por (3),

o) = gz ol (2 g 2
O 2T (5)p T\ 20 4 )

Usando la representacién integral (2), se sigue que

1 sen [° =) 7t7‘ﬁ—‘2
= P t /p
©) Gasle) = gy, I ) T a
y aplicando el teorema de Fubini,
1 Rl e — =2
(1) (FG,) (g):m/o I et Fl ) e 17 L (E) dt
2

De [5] sabemos que

(FF) (€)= l67= Huz {277 f(2)}(€)
donde H, es la transformada de Hankel de orden v [6, p. 3]. Luego

_ l=? —n
Flla' e wmY(E) = 6 T Hy 1 {2 e T 6.
Entonces, usando [6, p. 30 (14)] se obtiene
€70 (5) - s n 1
n_ 5 tl/f' =22 . Yy (=, = —tP
®) Myl E RS TENE = Sk tF R (55—,
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siendo 1 F la funcién hipergeométrica confluente.
Por lo tanto, por (7) y (8),

B 1 > S1-lpm s—n — 22l
(FGs,p) (5)_72%%(%);,/0 t (e e R (€ dt

1 T ooep s no_n
= t 2p -3 |:_ — —t /p ]
<2w>fr<%>p/o ey g

Entonces, por ser 1F; absolutamente convergente en (0,00), y utilizando [12,
férmula 3, p. 627]

1 12 [ (02 -2 1) (1-51)
FG, =——————H) 2 2 ,
siempre que p > 1. O

Nota 1. En el caso de que p = 1, la transformada de Fourier del nicleo coincide
con la de los potenciales de Bessel.

1. EsPACIOS DE TRIEBEL-LIZORKIN

Consideremos el espacio S(R™) que es el espacio de funciones ¢ € C*°(R") de
decrecimiento rapido, que verifican la condicién

pn(p) = sup (1+ [z]) z:|DCY x)| <oo, N=1,2,3,.
rER”™ la|<N
ol
donde DY = —————— tiene el significado usual, con @ = (a,. .., ®,) multi-
0xi"...0zy"
indice, o; > 0 son enteros y |a| = Z?Zl a;.

La coleccién numerable de seminormas anterior py, define una topologia completa
localmente convexa. Ademds entenderemos por S'(R™) el conjunto de todas las
distribuciones temperadas sobre R", es decir, el espacio dual de S(R™).

Dados p > 1y 1 < p < 00, definimos el espacio de los potenciales de Kritzel
como

Ly ,(R")={f:f€SR"), f=GCsp*g, g€ L"(R")},

y lo dotamos con la norma || f[| ;. = [|gl|,-
PP

A continuacién necesitamos definir el siguiente sistema de funciones.

Definicién 1. Si N es un nimero natural, entonces ®n denota el conjunto de todos
los sistemas de funciones {¢(z)}re con las siguientes propiedades:

(i) pr(z) € S(R™), (Fpr)(§) >0sik=0,1,2,...
(ii) Se wverifica

sopFop, C{€:6eR™, 2N < g < 2N}k =1,2,...
ysopFpo C {: £ €eR, €] <2V},
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(iii) Ewiste un ndmero positivo ¢ tal que

cr <Y (Feor) ()
k=0

(iv) Para cualquier muti-indice «, existe un nimero positivo co() tal que
Ca(e)

€[]

(D Fer)(§)] <
stk=1,2,...
Entonces, representamos por ® = UY_, Py

Lo que nos permite, a continuacién, recordar la definiciéon de los espacios de
Triebel-Lizorkin dados en [16].

Definiciéon 2. Sea s € R, 0 < ¢ < 00 y 0 < p < o0. Consideremos ¢ =
{<pj(:c)};";0 € ®; entonces

By ) ={f:feS'®), 2977 (Foi - Ff)| o,y < 0}

donde la norma || - HLP(lq) viene dada por

00 p/q
- / ) (Z |fk<x>|Q)
k=0

Asi mismo, seré de gran utilidad la siguiente versién lo del conocido teorema de
multiplicadores de Hérmander [16, pp. 161-165].

1/p

Proposicién 1. Dado m(x) = (mkj) oo jcoor S€an (Fmy ;) (§) distribuciones
requlares para todo k y j, que tienen derivadas cldsicas en R™ \ {0} hasta el orden
[%] +1. Asumamos que existe un nimero positivo B tal que, para todo R > 0 y para
todo multi-indice o con |a < 14 [2],

o0

v / DD (Frmu ) (€))7 dw < B2RM2e,
f<lz|<2R 535

Entonces, existe una constante positiva ¢ tal que
(10) [{rm,; *Q}HLp(lz) < CHQHLp(lz)

para todos los sistemas g = {gr(x)},—, de funciones medibles en R™ y para 1 < p <
00.

Todo ello nos lleva a obtener a continuacién el teorema de embebimiento entre los
espacios de los potenciales generalizados de Bessel y los espacios de Triebel-Lizorkin.

Teorema 1. Sea s >0, p>1y1<p<oo. Entonces
(11) ﬁ;ﬁp(R") C Iy o(R™).
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Demostracion. Sea [ € ﬁ;ﬁp(R"); entonces f € S'(R™) y ||f]
existe g € LP(R™) tal que f = G, * g.

Consideremos {goj};’io € @, luego
Il f] F:, < CH{}-i1 (}-f'}-‘»oj : 28j)}||Lp(l2);

dado que f = G, , * g se tiene que

s < 00. Ademads,
PP

gy, =ecl{F " (H - Fg- Fe;-2)}| )
=c|{F 7 @2 FGs Foi Fo) Ml 1opy) -
siendo
_ 1 1,2 2 (1—il> (1-%,1)
H=——+—-————H>, 27 p 22 .
@n) T (/) 12 ('5' on’ (G-m)
Definimos

movj(x):fil (28JfG5,pf§0]) Sij:0,1,2,...,

my () =0 en otro caso,

vy g=1{g; };”;700 con go =gy g; = 0 en otro caso. Entonces, aplicando la Proposi-
cién 1 obtenemos

/1

Fp o =c ||{‘7:71 (fm()’j "7:9)}||Lp(l2)

= ¢ [{mo * 9}l oy < € o = " 11

s .
CP:P

O

Nota 2. En el caso p = 1, obtenemos el espacio de los potenciales de Bessel y se
verifica la igualdad L, ;(R"™) = FJ ,(R"™).

CAPACIDADES

En esta secciéon se estudian capacidades asociadas al niicleo de los potenciales de
Kritzel, asi como las relaciones que se establecen con capacidades conocidas.

Denotamos por M al espacio vectorial de medidas de Radon complejas sobre R™.
Pondremos un superindice + cuando se trate de elementos positivos y por £ el
subespacio de M compuesto de todas las medidas y con ||u|; = variacién total de p
finita.

Exponemos a continuacién el principio de acotacién, que para casos particulares
se reduce al principio de maximo.

Proposicién 2. Sea s > 0 y p € MT(R"); entonces existe una constante C tal
que, para todo x € R™,

Gsp*p(x) <C sup Gy px*p(y).

YyEsop p

Demostracion. Se sigue de [2, p. 880, Proposition 2.2]. O
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Definicién 3. Sea 1 < p < o0, la LP-capacidad asociada al potencial de Kritzel la
denotaremos por By p , y la IP-capacidad por bs p, ,. Vienen dadas, para A C R"™, por

Bup(4) = inf 1]

donde f € (LP)Jr y Gsp* f(x) > 1 para todo x € A; y
bs,p,p(A) = sup [|ull;
“w

donde p € (£I)+ con [|Gsp* pll,, <1,1/p+1/p'=1.
En el caso que cambiemos el nicleo y pongamos el de los potenciales de Bessel
G5 tendremos la capacidad del potencial de Bessel (Cs,,) (véase [11] y [2]).

Una funcién que satisface G ,* f(x) > 1 para todo € A se llama funcién prueba
para By, ,(A); y una medida que cumple [|Gs,p # pf|, <1,1/p+1/p" =1, se conoce
como medida prueba. Ademaés se dice que f es una distribucién capacitaria de un
conjunto A si 0 < B, ,(A) < ooy [|f|[5 = Bsp,p(A), siendo G, f(x) > 1 sobre A,
B p p-c.t.p.

Por otro lado las siguientes definiciones seran ttiles. Llamamos:

» Peso de B, ,, definido mediante peso(Bsp,,) = s p,
= Orden de B, ,, simplemente orden(Bs ;) = s,
= Indice de Bs . ,, que es ind(Bsp,,) = (s,D).

Para una referencia general sobre capacidades, véase [11] y [2].
Lema 3. Sip>0,0<(8<s-pypuc M, entonces
1G % il < QUG pll XL Nall}7
siendo @ constante independiente de .
Demostracion. Tenemos que
(12) Gt @) = (Gop- G5 P- GHT) 5 ().

Aplicando la desigualdad de Holder en (12) se sigue

’ ! l/p/
Guprn(a) < (G2, G0 ) wp(@) - (G p@)!?

Tomando normas, es claro que
! —p'/ i 1 1/p
[Gs.p pillpr < (/ GE () Ggl " (@) dx) G, * ull 3P Il

por lo que acotando G’S’: () - GE’:/ P(x) dz lograremos el resultado deseado. Para

ello veamos que esta integral es finita utilizando los comportamientos asintdticos del
ntcleo.
En el origen distinguimos dos casos, ap < n y ap > n. En el primer caso,

G?:p(x) 'G,E,’;//p(x) ~ C|x|@i13 (@r=F)=n " yando =z — 0,
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cuya integral esta acotada. En el segundo caso tenemos G , € L,y y por lo tanto
’ _ // ’
GE () - Gﬁf; P(z) < CGE () para |z|<1.
Por tltimo, en el infinito tenemos el siguiente comportamiento:

(n—p)

o 20
G (@) - G,Ef;/p(ﬂc) ~ Cla| Tt~ G g2l 1T

siendo 12 =2 = (1+1/p) - (%)1/(p+1). De forma que concluimos la demostracién.
O

Proposicién 3. Si peso(B’) < peso(B) entonces, para todo A C R™, se cumple
B'(A) < QB(A),
siendo @) una constante independiente de K.

Demostracién. Supongamos A = K, K compacto, y que los {ndices son ind(B’) =
(8,q) v ind(B) = (s,p). Por las hipétesis Sg < ap; ademds, como ¢ > 1, tenemos
B < Bq < ap.

Sea p = b,%:;p (K) - v, donde v es la bg 4 ,-distribucién capacitaria de K (||v]; =
bg,q,p(K)). Por la Proposicién 2 y [2, Proposition 1.9] tenemos

Gﬁ,ﬂ * ,u(x) < Ql, V.

Ademas, por el Lema 3, se sigue

1 !
1G5 plly < Q2llGY * ul| P ully’™

1 =t 1/ = L <4
<@z Ql/p ’ bﬁfq,pHyHl/p = Ql/p ’ bﬁfq,p ’ b§7 ap Ql/pb,g,q,p(K)’

siendo @ independiente de K.
Si bg, q,p(K) > 0 entonces pq = Q*I/pbgqq{pp (K) - 1t es una medida prueba para
bs,p,p(K). Luego
1Gs,p* pallpy < 1.
Ahora bien,

bspno(K) > [l i = Q7 0,7 - |ully

= Q7P MK b () b o (K) = QHPb

q,p B.a;p ﬁ,q,p(K)’

esto es,
bepo(K) 2 Q7707 (K.

12:p
Y por lo tanto

b (K) < QWP (K).

B,a.p 5,P:p

Entonces, aplicando [2, Proposition 1.7] obtenemos el resultado deseado para
compactos.

Para bg, 4, ,(K) = 0, el resultado es inmediato.

Finalmente, la desigualdad para conjuntos en general se obtiene usando el mismo
argumento que en la demostracién de [2, Theorem 2.1]. (]



POTENCIALES GENERALIZADOS DE BESSEL 441

Seguidamente estudiamos algunas relaciones entre las capacidades asociadas a los
potenciales de Bessel y a las generalizadas de Bessel.

Lema 4. Dado cualquier conjunto A C R™, tenemos que:

(i) Sip>1, entonces Cs ,(A) < B p ,(A).
(ii) St p <1, la desigualdad se invierte, es decir, B, p ,(A) < Cs p(A).

Demostracion. La demostracion se sigue de la desigualdad existente entre los dos
ntcleos. Es decir, cuando p > 1, G ,(x) < Gs(x), y si p <1, Gs p(z) > Gs(z). O

Haciendo uso de [1, Proposition 4.2] obtenemos el siguiente resultado

Proposiciéon 4. Sea p > 1, entonces existe r1 > 0 y Q1, independiente de A, tal
que

Qflcs,p(A) < Bs,p,p(A) < Ql Cs,p(A)

siempre que diam(A) < ry.

Por ultimo, utilizando el Lema 4 y [2, Theorem 2.2] tenemos

Proposiciéon 5. Siap>n y 0 <t <1, entonces, para todo A C R™,

t
(Btoup/t’l/p(A)) < QBsp,p(A),
donde @ es una constante independiente de A y p > 1.
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