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ABSTRACT. In this work it is shown that semi-orthogonal functions are suitable
tool to obtain new results about some classic topics of Orthogonal Polynomials
on the unit circle. More precisely, it is raised the study of the orthogonality
mesure through the zeros of semi-orthogonal functions.

Besides, it can be chosen a suitable basis relates with semi-orthogonal func-
tions, so that the representation of the multiplication operator which can be
obtained is a five-diagonal matrix.

1. INTRODUCCION. FUNCIONES SEMI-ORTOGONALES

Sea Z el conjunto de todos los nimeros enteros y N = {n € Z : n > 0}. Se
denotard por P el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes complejos, y
con P, el subespacio vectorial de los polinomios de P cuyos grados son menores o
iguales que n. Sea p una medida de probabilidad soportadaen T := {z € C: |2| =1}
con infinitos puntos de crecimiento efectivo. Definimos en P el producto interno

W (.9), = [ S du). L.

El procedimiento de Gram-Schmidt determina la sucesién de polinomios ortogo-
nales ménicos (SPOM), (<I>n) que verifican las conocidas relaciones de recurren-

neN’?
cia
<I>0(z) = 1,
(2) Dp41(2) = 29,(2) + Prg1(0)P) (2), n €N,

donde ®%(2) = 2"®,(27!) es el polinomio reciproco de ®,. Ademds, para n > 1,
los ceros de los polinomios ®,, estdn en |z| < 1y, entonces, |®,(0)| < 1.

La sucesién (<I>n(0))n cn ©s la denominada sucesién de pardmetros de Schur, y la
condicién |9, (0)] < 1, n > 1, es de hecho equivalente a la existencia de una tnica
medida de probabilidad con infinitos puntos de crecimiento efectivo, para la que
((I)")nEN es una SPOM.

2000 Mathematics Subject Classification. 42C05.
Key words and phrases. Orthogonal polynomials, semi-orthogonal functions, support of a mea-
sure, spectral theory.

533



534 M. J. CANTERO, M. P. FERRER, L. MORAL Y L. VELAZQUEZ

A partir de (2) se puede mostrar que las constantes positivas €, = <<I>n,<I>n>u
estan relacionadas con los pardmetros de Schur mediante la expresién

En

=1—|an)®>, n>1

3)

En—-1

Esta relacién implica que |a,| < 1 paran > 1y que la sucesién (5n)oo o debe ser

n=

estrictamente decreciente. Ademds, (3) da la siguiente expresion de &,:

n

(4) en =[] - laxl?e0, n>1.
k=1
Los polinomios ortogonales de la sucesién ((I)")n N estdn definidos salvo un factor

de médulo uno, que puede fijarse si se exige que el coeficiente director sea real y
positivo. Por otro lado, se dice que ¢, es el n-ésimo polinomio ortonormal asociado
a p si verifica <<pn, <p">u =1, y se denotard con k,, su correspondiente coeficiente
. —1/2 e} . .
director. Es claro que k,, = €5, / y, por lo tanto, (K")nzo es estrictamente creciente.
Los polinomios K,,(z,y), denominados n-nticleos, estan definidos por

(5) Kalzm) =Y er@on) = 3 %}?’“(y) neN,
k=0 k=0

y satisfacen la propiedad reproductora

(6) (Kn(z9), 1)), = T, [P,

asi como la férmula de Christoffel-Darboux
(7) ent1(1 = 72)Kn(z,y) = <I>;+1(z)<1>;§+1(y) = ®,41(2)Pp1(y), neN.

Por otro lado, se denota por A = span{z"™ : n € Z} al espacio vectorial de los
polinomios de Laurent con coeficientes complejos, y, para p,q € Z con p < g, se
denota por A, , al subespacio de A

q
(8) Apg = {Z arz® i ay € (C}.
k=p

La medida g induce un funcional lineal hermitiano definido positivo sobre A,
L : A — C, que viene dado por

©) £lf) = [ s dn). pen.

Un procedimiento de ortogonalizaciéon sobre (A,n,n, L:), n € N, conduce a la
obtencién de una familia de funciones que determinan una base de A y se introducen
a continuacion.

Sea la familia de funciones B dada por

(10) 5= mu (U 12},

n>1
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ot
w
ot

con
f(l)(z) _ anq)Qn(z) + an(I)Zn(z) _ anq)zn*l(z) + An(I)anl(z)
f(2)(z) _ ﬁnq)zn(z) - ﬂn Zn(z) _ anq)zn*l(z) - Bnq)2n71(z)
" iz" iz" ’

donde, para n > 1, ay, 3, € C son tal que Re(a,f,,) # 0, y donde ®,, es el n-ésimo
polinomio ortogonal ménico asociado a pu.

Proposicién 1.1. La familia de polinomios de Laurent, B, constituye una base de
A tal que

(12) L[fD(z)*] =0, —n+1<k<n-1, j=1,2.
Ademds, la matriz

(13) LD L)) s

es definida positiva para cada n > 1.

Esta propiedad es la que da el nombre a las funciones de la familia 5.

Definicién 1.2. Las funciones f,(lj): C\{0} = C,n>1,5=1,2, dadas en (11)
se denominan Funciones Semi-Ortogonales (FSO) con respecto a L o a p.

Se muestra a continuacién cémo estas funciones permiten obtener nuevos puntos
de vista en la teoria de PO.
2. MEeDIDA EN T

Dada una medida de probabilidad v sobre la recta real, es bien conocido que una
sucesién de polinomios ortogonales (SPO), (Pn) con respecto a v, verifica las
siguientes propiedades:

neN’

(a) Los ceros de P, son reales y simples para n > 1.

(b) Si I es un intervalo tal que supp v C I, los ceros de p,, estan localizados en
el interior de I para n > 1.

(¢) Los polinomios P, y P,41 tienen los ceros entrelazados para n > 1.

(d) Las férmulas de cuadratura interpolatorias

/ F(z)dv(z)~ Y F(a{")H", n>1,

R k=1

k=1
son los ceros de P, y H,g") = 1/Kn,1(x,(€"),x,(€")), donde K, (z,y) es el n-
nticleo asociado a (Pn) dado por

son exactas para todo F' con grado no mayor que 2n—1 si los nodos (x,(cn))

neN’
kn Pn+1(x)Pn(y) - Pn(x)Pn+1(y)
knt1 (v —y) f]R P2(t) dv(t) ’

siendo k,, el coeficiente director de P,,.

K, (z,y) =
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Estas férmulas de cuadratura implican la existencia de una sucesién (I/n)n>1 de

medidas discretas sobre la recta real dadas por

BN d(z — x,(cn))
k=1 Bn—1\tg g

(6 es la distribucién de Dirac) tal que v, — v cuando el soporte de v est4 acotado.
Ademsés, existe una estrecha relacién entre la medida v y la localizacién de ceros

de una SPO. De hecho, las propiedades (a), (b), (c), (d) pueden utilizarse en el

estudio del soporte de v a partir del comportamiento asintético de tales ceros.

En cuanto a medidas sobre la circunferencia unidad T, la situacién es bastante
distinta. Los polinomios ortogonales tienen sus ceros dentro del disco unidad, y no
sobre T, donde la medida esta soportada. Ademads, estos ceros no son necesariamente
simples. Por lo tanto, esto indica que no se verificardn en esta situacién resultados
completamente analogos a los anteriores.

Volviendo a la recta real, se pueden encontrar funciones que satisfacen la pro-
piedad (a), y otras versiones mds débiles de (b), (c), (d): los polinomios cuasi-
ortogonales g, (), n > 1, con grado(g, ) = n, y ortogonales a 2* para todo k < n—1,
pero no con z" 1. Estos satisfacen (a) y:

(b’) SiI es un intervalo tal que supp v C I, se puede asegurar que todos los ceros
de ¢y, salvo a lo més uno, estan localizados en el interior de I.

(¢’) No siempre se verifica que ¢, ¥y ¢n+1 tienen los ceros entrelazados, pero,
si la envolvente convexa de supp v no es R, la sucesion (qn)n>1 se puede
elegir tal que todos los polinomios g, tienen un cero comun fuera de esta
envolvente convexa y el resto de ceros de ¢, y ¢n+1, localizados en el interior,
se entrelazan.

(d’) Las férmulas de cuadratura interpolatorias construidas utilizando como no-
dos los ceros de g, son exactas para todo polinomio con grado menor o igual
que 2n—2, en vez de 2n — 1. Es decir, son exactas en un subespacio vectorial
(2n —1)-dimensional del espacio de polinomios reales. De otra manera, estas
férmulas de cuadratura generan una sucesién de medidas discretas sobre la
recta real que convergen débilmente a v.

(Ver [9] y [10].)

Al igual que con los polinomios ortogonales, las propiedades (a), (b’), (¢’), (d)
permiten el estudio del soporte de v a través del anélisis de la distribucién asintética
de ceros de los polinomios cuasi-ortogonales.

El papel de los polinomios cuasi-ortogonales en la recta real lo desempenan las
FSO en el caso de T, proporcionando resultados similares.

2.1. Estudio asintético de la medida. Dada una medida de probabilidad p en
T, se buscardan sucesiones de funciones, (Fn)n>1, analiticas sobre un abierto Q@ O T
de C, tales que en T tomen valores reales y satisfagan propiedades andlogas a (a),

(b"), (¢’), (d’). En concreto,

1. F,(z) es real para z € T.
2. Los ceros de F}, son simples y estan localizados en T.
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3. Si I es un subconjunto conexo de T tal que supp p C I, a lo més un cero de
F,, estd en la clausura de T\ I.

4. Los ceros de las funciones F, y F;, 1 satisfacen una «propiedad de entrela-
zamiento de ceros».

5. Existen férmulas de cuadratura interpolatorias

(14) / F(e)du(s) ~ S P H,
k=1

donde H ,gn) >0y (Zl(cn))Z:1 son los ceros de F},, que son exactas sobre cierto

subespacio (2n—1)-dimensional del espacio de polinomios de Laurent, y que
generan una sucesion ('“")n>1 de medidas discretas soportadas en T y que
convergen débilmente a .

Es claro que los PO con respecto p no satisfacen ninguna de las propiedades an-
teriores; sin embargo, las funciones semi-ortogonales si que verifican 1, 2, 3, 4, 5. En
el proceso de biisqueda realizado aparecen los llamados polinomios para-ortogonales
k-invariantes, PPO k-invariantes, ([3], [7]). La expresion de estos polinomios cuando
k = 1 es, béasicamente, la del numerador de la funcién semi-ortogonal correspon-
diente.

Dada una medida g con soporte en T, se denomina problema de cuadratura de
Szegb en n puntos, al problema siguiente:

Encontrar n puntos (zk)Z:1 C T, zi # 25 si k # j yn nidmeros positivos (Hk)Z:1
tal que la formula de cuadratura

(15) [F@aune =Y Fem., Fec)
k=1

(i) sea exacta para cada F € A, 5, para algin entero r,s,

(ii) no es exacta para algin F € Ay g si Ay g 2 Ars.

La condicién (ii) es una condicién de maximalidad, que impide garantizar en
general la existencia de solucién al problema de cuadratura. Sin embargo, cuando
—r =s =mn — 1 tal solucién maximal existe.

Teorema 2.1. El problema de cuadratura de Szegd en n puntos tiene solucion sobre
A_pi1n—1 sty solo silos nodos (zk)Z:1 son los ceros de un POP 1-invariante de
grado n. En este caso, los pesos Hy en la formula de cuadratura estin dados por

1
anl(zlw Zk) ’

Si P es el n-POP invariante cuyos ceros son (zk)

sz k=1,...,n.

Z:l’ se llama f(z) a la expresién

P(z
dada por (" ) . Notese que f es nula en los mismos puntos que P.

z2
Si grado(P) es par, n = 2p, y utilizando las propiedades de los PPO (ver [7]), se
puede poner
3 P2y(2) + @ 03, (2)

zp

f(z) =
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Asi, f es una FSO con respecto a p y por lo tanto es real para z € T.

Por el contrario, si grado(P) = 2p + 1, no se puede definir f(z) de igual forma,
a®opyi(2) + @3, (%)
2P z(1/2)
proceso de transformaciones de f, en el que se hace uso tanto de las propiedades
de los polinomios para-ortogonales (ver [3]) como de las ecuaciones (7), (2), permite
expresar f en términos de una funcién g que es una FSO respecto de una nueva

medida fi dada por dji(z) = |z — w|? du(z):

ya que la expresion no es un polinomio de Laurent. Un

z—w
(16) f(z) = mg(z)

Notese que g tiene los mismos ceros que f menos uno, w, el cual es fijado en el
proceso anterior.

De este modo, para cada n € N, se puede elegir w,, € T cualquiera y definir una
sucesién (Fn(z, wn))n21 en A tal que (an)n21 es una sucesién de FSO con respecto
ap,y (F2"+1)n>0 es otra con respecto a la familia de medidas variantes p(2"+1),
dadas por a

du(2n+1)(z) = |Z - w2n+1|2 du(z)7 zeT.

Asi, las férmulas de cuadratura (14), generadas por los ceros de Fs,(z; way,) y
(z — won41)Font1(2; wan41) son exactas para toda F € A_j 49 p—1.

Se definen las medidas discretas en T de la forma
0 S(0-06)
(o) =32

= K 2)
donde 9(") = Arg(z (")), y ( ("))k L
quiera. Entonces, la exactitud para F' € A_,, 1,1 implicara que

/F(z) dpn(z) = / F(z)du(z) VE € A pi1n-1.
T

T

dod, n>1,

son los ceros anteriores y (wn)n>1 C T cual-

Concretando, cuando F' = 1 se tiene /dun(z) = /du(z) = ¢o = 1, es decir,
T T

('“")n>1 es una sucesién de medidas uniformemente acotadas.
Por otro lado, para cada F € C(T), si n > m y G € A_,, 1, se tiene

F(=)duz) — | F(=)dpn(z ) du(2)
|/ AL \/
\ / 2)) dan(2)

Finalmente, como toda funcién continua en T se puede aproximar uniformemente
por polinomios de Laurent, se concluye que

hm/ z) dpn(z) = /TF(z) du(z), VF € C(T).

Es decir, pu, — p en la topologia x-débil.

<2[F = Glloo
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Teorema 2.2. Dada una sucesion de puntos (wn)n>1 C T, existen una sucesion
de FSO, (f")neN’ y una sucesion de medidas discretas uniformemente acotadas en
T, ('“")nzl’ tales que

(i) wn tiene su soporte en w,, y sobre los ceros de fy,

(ii) g — p.
2.2. Descripcién del soporte de la medida. Sea p una medida de proba-
bilidad en T y sea ((I)")nEN la SPOM asociada. Para cada sucesiéon de niimeros

complejos (an) con ay, # 0, podemos definir las funciones

n>1’
(17) ful) = Bn®al) —an®u(e)

122

donde la determinacién de z% se elegird mas adelante. Se sabe que f,, tiene sus ceros
en T, f.(e’?) € R, y, como hemos visto, las medidas discretas generadas j,, son tales

que fin, — .

Definicién 2.3. Sea wy € R fijo. Dados dos puntos (1, (2 € T con 0; = arg((;) €
[wo, wo +27), j = 1,2, se define la siguiente relacion de orden en T':

(1< <= 61 <065

Si se escribe T = {e : 6 € [wo,wo + 27)}, es claro que f,(e*?) es una funcién
real C*°, definida en [wg, wo + 27), donde las potencias no enteras de z y w se toman
tal que arg(z?), arg(w?) € [“’20, “’20 + 7).

Sean (C;")) (C("H)) los ceros de f,, v fny1 respectivamente. Se puede
considerar que estan dados de forma ordenada mediante la relacién anterior. En [6]
se muestra cémo es posible determinar una sucesion (an) , tal que, para cada
n > 1, se verifique

G < < =1,0n
cuando CJ(»k) £ e k= n,n+1, en cuyo caso se dice que f,, y fni1 tienen entre-
lazamiento de ceros. Més atn, en el mencionado trabajo se fijan dos sucesiones de
funciones ( (1)) ( (2)) dadas por

n)nen Y neN p

97, ()P (2) = Py (w)®7(2)

fr(zl)(zﬂw) = . n ) 7121,
i(zw)2
£ (1) e B0 O
(zw)=
donde (Qn)n ey €8 la SPOM de segunda especie, para las que se demuestra que

tienen los ceros entrelazados en [wo,wp + 27); ademds, cualquier par de funciones
fn, gn tales que

fulz) = ArfiD (z0) + Ao fP) (z50),
gn(2) = BifV(z;w0) + Ba f{P (21 w),
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A1 A

con A;, B € R, j = 1,2, y donde B, B,

# 0, verifican que f,, y g, tienen los

ceros entrelazados en [wg, wo + 27).
La forma general de las funciones que generan las férmulas de cuadratura de
Szegb es

(18) Julz) = Tn®n(@) —on®i(a)

. n
122

La convergencia débil a i de las medidas discretas, p.,,, asociadas a estas férmulas,
y el hecho de que tienen su soporte en los ceros de las funciones f,, implican que
para cualquier sucesién ( f")n>1 de funciones de la forma (18), un punto del soporte
supp i debe ser un punto limite del conjunto de ceros de todas las funciones f,, o
un cero de infinitas funciones f,. Asi, si se denota por A’ el conjunto derivado de
A, se llega a la proposicion siguiente.

Proposicién 2.4. Sea (f")n>1 una sucesion de funciones de la forma (19), y sean

Z y X el conjunto de ceros de todas las funciones f,, y el conjunto de niumeros
complejos que son ceros de infinitas funciones f,, respectivamente. Entonces,

supppu C Z' U X.
Como 2" C 2’ y X' C Z/, el corolario siguiente es inmediato.
Corolario 2.5. Bajo las condiciones de la Proposicion 2.4,
(suppp)' C 2.

El Corolario 2.5 afirma que todo punto limite del supp p es, también, punto limite
de Z. De la Proposicion 2.4, el resto de puntos del supp p, esto es, los puntos aislados,
podrian ser puntos limite de Z, o bien, ceros de infinitas funciones f,,. El resultado
siguiente proporciona maés informacion sobre los puntos aislados, ya que asegura que
todo punto aislado o bien es un punto limite de Z, o bien es un cero de todas las
funciones f,,, excepto para un nimero finito de estas.

Proposicién 2.6. Bajo las condiciones de la Proposicion 2.4,
supppu C Z' U )?,

donde X es el conjunto de los niimeros complejos que son ceros de todas las funciones
fn excepto, a lo mds, un niumero finito de ellas.

Se puede demostrar también un resultado casi reciproco del anterior.

Proposicién 2.7. Sea (f")n>1 una sucesion de funciones de la forma (18), y sean
21, 22 dos ceros de f,. Entonces, en cada una de las dos componentes conexas de
T\ {21, 22} existe al menos un punto de supp p, y un cero de f,, para m > n.

Como consecuencia directa se tiene el siguiente corolario.

Corolario 2.8. Si I es un subconjunto conexo de T tal que supp pu C I, a lo sumo
un cero de f, estd en la clausura de T\ I.
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Resultados mas precisos sobre supp p se obtienen si se se limita el estudio a
aquellas sucesiones de funciones con entrelazamiento de ceros. Asi, supongamos que
(fn (z))n21 es una sucesion tal que

(19) Fu(2) = AUfD (zw) + Ao fiP (z5w), (A1, Ag) #(0,0).

En este caso, f, y fnt1 pueden tener un cero comin en el punto w, ddndose el
entrelazamiento de ceros en T \ {w}. Asi, X C {w}. De hecho se puede ver que
X = {w} sélo cuando Ay = 0.

Proposiciéon 2.9. Sea (f")n>1 una sucesion de funciones de la forma (18). En-
tonces, si Ay =0,
supp p C 2" U {w},
Y, st A2 7& O;
supp u C Z'.

Ny . 1 . .
Ahora, centremos la atencién en las funciones fy(l )(z; w), es decir, en las funciones

fn(z) con un cero comin en z = w. Supongamos, ademds, que no se trata de una
situacion trivial, es decir, supp u # T. Se elegird un punto w en cada componente

. . . . 1
conexa de T \ supp u, y se consideraran las correspondientes funciones f,(l )(z; w).
Asi, la representacién de supp p estard dada a través de los ceros de varias sucesiones

( ,(ll)(z; w))nZI, una por cada componente conexa de T \ supp u.

Teorema 2.10. Supongamos que supp u # T y sea
T\ suppp = | J Ck
keA

la descomposicion de T \ supp pu en componentes conezxas. Si wy € Ci para cada
k € A, entonces

suppp = [ Z(w)’,
keA

donde Z(w) es el conjunto de ceros de todas las funciones f,(ll)(z;w).

3. REPRESENTACION PENTA-DIAGONAL DEL OPERADOR MULTIPLICACION

Sea £ un funcional de momentos hermitiano definido positivo, con normalizacién
L[1] = 1. En estas condiciones, existe una tnica medida de probabilidad u sobre T,
tal que

cif) = / f)dp,  feA.

Como es habitual, denotaremos por (an)n N la sucesién de pardmetros de Schur

asociada. La sucesién de polinomios ortonormales, (cpn)n N viene definida mediante
1

Pn(2) = knPn(2); Kn = n =0,

de modo que se verifica la relacién de recurrencia

(20) 20n(2) = On19n(2) — ang195(2), n >0,
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donde 041 = Kn/fnt1 = /1 — |ant1]?.
Definicién 3.1. Se define el operador de multiplicacion I : A — A como I1[f](z) =
z f(2), Vf € A.

En particular, de (20) se obtiene

2 (Z)_rfd QP(Z) d .= On+1, ]:n"'_l»
n 2 njPilZ), nj —(Kj/kn)@jant1, J <.

Esto permite representar la restriccién de II al espacio de polinomios P mediante la
matriz de Hessenberg
dyo 1 O

M= |do din 1

respecto de la base ortonormal (cpn)n eN®
Si denotamos por M,, la submatriz principal de M de orden n e I, la matriz
unidad n X n, es bien conocido que

on(z) = det(zI, — M,,), n>1,

(ver, por ejemplo, [1]).
Consideremos el producto escalar en L:i(']l‘) = A dado por

(.9), = [ F@aE dut). Lo el

Nétese que P C L:i(’]l‘), pero P # L:i(']l‘), en general.
El operador I : P — P es isométrico, luego acotado y continuo. Entonces, existe
una uUnica extensiéon continua a P, T' : P — P. Puesto que (gon)neN es base de

Hilbert de P, la matriz asociada a T en la base (gon)neN es también M. Ahora bien,

aunque T es isométrico, no es unitario en general, ya que T'(P) = II(P) C P, pero
no podemos asegurar T'(P) = P puesto que II(P) & P.

Ejemplo. Si la sucesién de pardmetros de Schur es tal que a,, =0 (n > 1), Tp,, =
©n+1, luego spec(T) = {z : |z| < 1}. Pero la medida asociada es la de Lebesgue, y
supp(p) = T. Obviamente, spec(T) ¢ T, pues T' es isométrico pero no unitario.

Si el operador de multiplicacién se considera sobre A, es decir IT : A — A
se mantiene la propiedad de isometria y, como II(A) = A, se sigue que la tdnica
extensién continua de IT a A, T : A — A, es también isométrica y unitaria, ya que
T(A) = II(A) = A. Obsérvese que la unitariedad de T no depende de qué medida
se ha elegido en T. Es remarcable esta diferencia con el caso de medidas soportadas
en R, donde el correspondiente operador T es hermitico pero puede ser no acotado,
por lo que no siempre es autoadjunto.

Ya que A = L2(T), el operador T': L2(T) — L7(T) es simplemente el operador
multiplicacién en £2(T), es decir, T'(f)(z) = zf(2), Vf € L2(T). En consecuencia,
sin méas que utilizar la definicién de espectro de un operador, se tiene el siguiente
resultado:
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Teorema 3.2. Sea p una medida de probabilidad sobre T y sea el operador T :
2 2 ; —_ 2
L3(T) — Li(T) definido por T'(f)(2) = 2f(2), Vf € L;,(T). Entonces
spec(T") = supp(p).

Por tanto se puede estudiar el soporte de la medida de ortogonalidad mediante el
andlisis espectral del operador T'. Para el estudio del spec(T") resulta 1til la bisqueda
de una base ortonormal de A, (gn)n cny Tespecto de la cual la matriz de II (es decir,
la matriz de T') sea lo mas sencilla posible.

3.1. Representacién matricial de II : A — A. Sea la base de A dada por
{1,2,271, 22,272 ... }. El proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidt propor-
ciona una base ortonormal de A, de acuerdo con el siguiente esquemas:

Ao C AN C Aqn C A -+ C App C A pnta
go =1 g1 92 gs 92n 92n+1
que se puede precisar mas en la siguiente proposicién casi inmediata:
Proposicién 3.3. Sean (p,) C P tales que gradop, =n, y (gn) C A dado por
gon = Zﬁn@;n(zh gon+1 = Zﬁn902n+1(z)7 n > 0.
Entonces, (gn) es base de A, y (pn) es ortonormal si y sdlo si (gn) es ortonormal.

Daremos ahora la expresién matricial de IT : A — A en la base (g,,): puesto que
2gon L Afn,n+1 Y 92n L Af(nfl),rw se sigue que zg2, L ZAf(nfl),n = Af(nf2),n71 =
<go, ceny ggn,3>, y anadlogamente para go,_1. Luego

Zg2n—1, 292n € <92n727 cees 92n+1>7

es decir, existen matrices A,, B, € C>?) tales que

2 <92n1> —A, <92n2> +B, ( 92n ) 7 n>1.
92n 92n—1 92n+1

Ademsds, de (20) se tiene zgyg = cogo + c191 lo que proporciona, para la expresién

Co C1 0 0

A B 0
= o 4 B
0 0 0

que no es ya una matriz de Hessenberg, sino pentadiagonal.
Un célculo elemental permite obtener A, = Ng;H, B, = Ns,, con

—0nQ On0.
Nn _ - ntn+1 n ni»l ’ n Z 1.
App+1 On+10n

Notese que N, es singular.

Segun el Teorema 3.2 se tiene por tanto una representacion espectral del soporte
de la medida de ortogonalidad en términos de un operador pentadiagonal unitario.
Ademsés, una demostracién analoga a la del caso de matrices de Hessenberg conduce
al resultado siguiente:
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Teorema 3.4. Sea J, la submatriz principal de orden n de J. Entonces,
O, (z) =det]zl, — Jy], n>1

Ejemplo. Sea la sucesién de pardmetros de Schur dada por a, = a (n > 1),
la] < 1. Sean du la medida asociada, T'(a) el operador unitario sobre LZ(T) y J(a)
la representacién matricial de T'(a) en la base ortonormal (g, ). El espectro esencial
de T'(a) es un arco simétrico contenido en T, es decir, supp(u) es ese mismo arco, y,
a lo sumo, un punto de masa (v., p. €j., [4]).

Supongamos que se perturba la anterior situacién del siguiente modo: se considera
la sucesién de pardametros de Schur o = (o )n>0 con a, — a, y denotamos por
dpe la medida asociada, T'(«) el operador unitario sobre Lia (T) y J(«) la matriz
(pentadiagonal) de T'(«) en la correspondiente base ortonormal (g).

Sea K = J(a) — J(«); entonces, K es pentadiagonal y tal que sus elementos
tienden a 0. Luego K es matriz de un cierto operador compacto, con lo que, segin
el teorema de Weyl, los espectros esenciales de J(a) y J(a) coinciden. Es decir,
supp(uq) es, salvo puntos de masa aislados, el mismo que supp(u).

Nota. La truncacién de II a espacios A_, ; no es unitaria en general. En el caso de
medidas sobre R, el operador de multiplicacién es hermitico, y esta caracteristica
se mantiene en sus truncaciones sobre P,. Los operadores truncados (mpII|p, )n>1
(mn, es el proyector ortogonal sobre P,,) son autoadjuntos y sus medidas espectrales
discretas convergen a la medida espectral del operador T' en una gran variedad de
situaciones (por ejemplo, cuando T es acotado). La generalizacién a la circunferencia
unidad de estas ideas, discutida en la siguiente seccién, requiere la representacién
espectral de los ceros de las funciones semi-ortogonales.

3.2. Funciones semi-ortogonales y operadores unitarios. Ahora, conside-
remos una sucesiéon de pardametros de Schur (a,)n>0 y una sucesién arbitraria de
nimeros complejos (wy)n>1 con |wy,| = 1. Para cada N > 1, se define el operador
unitario

Un:Apg—Apg,

donde p,ge N, 0<q¢—p <1, N=p+gq, dado por
[ 9o -I [ 290

UN[ : J:[ : J_bN§N7
gn—-1 Z0n—1

con .
n(2) = [zon-1(2) +wnpi_ ()] 277
y
(21) by = (0,...,0,0,1)7 si N es par,
(22) by = (0,.. .,O,JN,l,ELN,l)T si N es impar.
Nétese que {go,--.,9gn—1,gn} es una base ortonormal de A_, ; con gy funcién

semi-ortogonal. Los ceros de gn, simples y de médulo 1, son los valores propios del
operador (Uy). La correspondiente medida espectral discreta duy estd por tanto

soportada en los ceros de gy, de modo que dun = dp cuando N — oo (v. §2.1).
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Esta interpretacién espectral de las FSO sugiere que el estudio mas profundo de
la medida dp habra de hacerse sobre la sucesiéon de los operadores unitarios (Un)

(v [7], [8]).
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