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SOBRE ESPACIOS DE BESOV DEFINIDOS
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JOSE E. GALE

ABSTRACT. Let A be a densely defined, possibly unbounded closed operator on
a Banach space X. Under the assumption that A has its Riesz means uniformly
bounded on X, we give here a general theorem on equivalence of norms in Besov
spaces associated with X and A. This theorem applies in particular to stratified
Lie groups. Also, we give a description of the Besov space corresponding to
the Heisenberg group, and its Kohn sub-Laplacian, in terms of the generalized
Hermite functions.

1. INTRODUCCION

Esta nota estd escrita en homenaje a la memoria de José J. Guadalupe, mateméti-
co de amplia cultura y fina intuicién, compafiero y amigo. Uno de sus rasgos como
investigador era su permanente atencién a principios generales, leyes abstractas que
dieran razén, en términos simples y didfanos, de esa multiplicidad de fenémenos,
conexién de propiedades, etc., que su ojo clinico sabia atisbar al comienzo de sus
indagaciones. Hace afios, tuvimos una conversacién acerca de cuestiones que nos
interesaban a los dos, aunque por diferentes motivos. En aquella charla salieron a
relucir trabajos sobre desarrollos ortogonales, asi como sobre convergencia de las
medias de Cesaro, con respecto a familias de proyecciones en espacios de Banach.
Este era un tema que Chicho habia empezado a estudiar a fondo siguiendo su buen
sentido. Con el tiempo, aquel enfoque tan tedrico nos dio juego a ambos en cues-
tiones mas concretas. Sus comentarios de entonces han inspirado la redaccién del
presente trabajo, si bien al principio del mismo mi idea era poner el acento en los
aspectos relativos a expansiones ortogonales y, no obstante, el articulo ha quedado
centrado al final en espacios de Besov, propiamente. Es un tema, de cualquier modo,
digno de la ocasion.

Los espacios de Besov, o Lipschiz generalizados, sobre R™ 6 T™ tienen una larga
historia. Aparecen estrechamente vinculados a los espacios de Sobolev y admiten
formas diversas y equivalentes de describirlos: desde las mas directamente afines a
su resonancia lipschiziana, en términos de diferencias finitas, a las dadas mediante
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recurso al semigrupo de Poisson o al de Gauss, de reminiscencias con el problema
de Dirichlet. También pueden ser definidos en versién «discreta», mediante el uso de
convenientes y por otro lado «standard» descomposiciones diddicas, o como resultado
de la interpolacién de espacios de Sobolev entre si, o de espacios L, y Sobolev [9].
Las aproximaciones al tema hechas en funcién de semigrupos, o por otra parte,
empleando descomposiciones, admiten generalizacién directa en el contexto de espa-
cios de Banach. Concretamente, supongamos que X es un espacio de Banach, B(X)
su algebra de operadores acotados, y (Tt)t>0 € B(X) un Cp-semigrupo, fuertemente
continuo y uniformemente acotado, de generador infinitesimal —A, T; = e~ *4. Para
0>0,y1<qg< oo se define el espacio de Besov sobre X, asociado a A, como

Lipg o(X) = {g e ([ oo — e ) < oo,

donde m es cualquier nimero real mayor que 6 (es decir, el espacio asi definido no
depende de tal m). La notacién anterior, sin ser la misma, estd inspirada en [2].
Cuando el semigrupo T} es holomorfo se tiene que

Lipg o(X) = {ee X ([~ @ tammie” §)7 < oo},

[2, p. 207]. En ambos casos las expresiones integrales que aparecen entre llaves
pueden tomarse como correspondientes normas (equivalentes) en Lip, ,(X). Natu-
ralmente, tales normas deben modificarse adecuadamente si ¢ = co. Por comodidad
sélo escribiremos en el trabajo normas integrales, obviando el caso ¢ = co.

El espacio anterior puede también obtenerse por interpolacién real; a saber, si
D(A™) es el dominio de definicién de la potencia (no acotada) m-ésima del operador
A, normado convenientemente, y 0 < 7 < 1 entonces

(X7 D(Am))‘ﬁq = Lipm‘r,q(X)7

[2, p. 194]. Este hecho refleja precisamente la idea de Lions y Peetre de estudiar la
interpolacién a partir de la teoria de semigrupos. Es bien conocido que K(t;¢) =~
SUPg<s<t || Ts€ — ||, siendo K (t; &) el K-funcional de X y D(A™).

Por tltimo, recordemos que Lipg ,(Lp(R™)), asociado al laplaciano usual A :=

2 z . . .
— 3" -2, sobre R™, o a su raiz cuadrada /A, coincide con el espacio de Besov
]71 aa:, 9 ’

clésico en R™ (ver [2, p. 266]).

La segunda generalizacién descansa en la hipétesis de la acotacién uniforme de
las medias de Riesz de un operador. Esta es una idea que parece deberse originaria-
mente a J. Peetre, quien trata el caso homogéneo en [9]. Hay también un desarrollo
independiente de H. Triebel en el caso no homogéneo, véase [13], que es el que
consideramos aqui.

Supongamos que H es un espacio de Hilbert, X un espacio de Banach, y que
ambos estdn inmersos en un tercer espacio vectorial topoldgico de Hausdorff. Su-
pongamos también que X (| H es denso en cada uno de los X, H, en sus topologias
respectivas. Sea A un operador sobre H, autoadjunto y no negativo. El teorema
espectral para A nos suministra operadores M(A) € B(H) dados por el calculo



ESPACIOS DE BESOV Y MEDIAS DE RIESZ 237

espectral usual M(A)¢ = ffooo M(u)dE(u)¢, £ € H, para toda funcién de Borel
M acotada sobre R, y donde {dE(u)} es la familia de medidas espectrales corres-
pondiente a A. Si como M tomamos la funcién rq(u) := (1 — u) X[0,00) (), @ >0,
entonces tenemos definida en B(H) la media de Riesz RS = u®r,(u~'A). La hipéte-
sis de trabajo es la siguiente.

Hipétesis. RS € B(X), y

(Ra) sup ||[u”“Ry|| < 0.
u>0

Esta propiedad de acotacién uniforme de las medias origina un célculo funcional
para operadores continuos sobre X, en el sentido de que existe un homomorfismo
acotado de dlgebras de Banach AC*+1) — B(X) dado por

F(A)E = /0 " U () REE du,

EeX, fe AC*tD k> q. El dlgebra AC*+1) estd formada por las funciones de
clase CF) sobre [0, 00) tales que fU)(c0) =0, (j =0,1,...),y f*) es absolutamente
continua verificando [, | D (w)|uP du < oo [13], [3], [7] (aunque en la integral
del célculo aparece RF en lugar de R eso no es problema porque de R, se sigue
Ri. De hecho el cdlculo anterior vale para orden fraccionario de derivacién, pero
aqui nos limitaremos a considerar k entero por ser esto suficiente). Notese que f(A)
no depende de k > a.

Como es habitual, el cadlculo funcional asi definido puede extenderse al dlgebra con
unidad AkaH) = AC*+1) @ C1 poniendo g(A) = f(A) + g(c0)I, si g = f + g(o0),
con f € ACK+D),

Vamos con la definicién de espacio de Besov definido mediante descomposiciones,
«diddicas» y espectrales, sobre X. Sea a > 1. Tomamos 1)* de clase C*+1) y soporte
compacto en R contenido en (a™!,a), tal que Z;’ifoo ¥ (a=7u) = 1. Pongamos
Vi (u) = Y (au) para j = 1,2,..., y g =1 — Z;’;l . Por el cdlculo funcional
anterior, existe ¢ (A) en B(X), para todo j > 0.

Definicién 1.1. Para § >0 y 1 < q < 0o diremos que £ € X pertenece a B®(X)
siy solo si 3.2 a9 (A)E]|! < oo.

(Si ¢ = oo la suma en j debe ser sustituida por sup;> aj0|\1/)?(A)£|\.)

A B%4(X) le llamaremos espacio de Besov sobre X, asociado a A. Este es in-
dependiente tanto de a como de la funcién ¢* [13]. Lo candnico es tomar a = 2 y
entonces escribir 12 como 1. Asi se hard salvo en la demostracién del Teorema 2.1.
No es dificil mostrar que B%?(X) es un espacio de Banach con respecto a la norma
l€llo.g = (5% 2775, (Al ).

La definicién es ciertamente una extensién pues resulta que B%4(L,(R™)), asocia-

n 82

do al laplaciano usual A := —>" =1 B2 sobre R”, o igualmente a su raiz cuadrada
J

v A, coincide asimismo con el espacio de Besov clasico sobre R™. Notemos que el
semigrupo de Gauss estd generado por —A, asi como el de Poisson lo estd por —v A.
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La relaciéon que acabamos de indicar entre semigrupos y operadores A no es
casual sino profunda. Supongamos que el operador A es positivo sobre X, lo que en
el caso (asumido) de satisfacer la propiedad R, se traduce en que 0 no pertenezca
al espectro de A, o(A). Entonces se da la interpolacién

(X, D(A™))7,q = B"(X),

[13, p. 127]. Puesto que A genera el semigrupo de operadores acotados Ty = e~

sobre X dado por el célculo funcional e *4 := exp(—t-)(A) resulta de ahi que

B%4(X) = Lip ,(X),

al menos cuando A es positivo.

La identidad Lip, ,(X) = B%9(X) no parece haber sido hecha notar expresa-
mente con antelacién (también puede que se considere parte del folklore que todo
conocedor del tema supone). De hecho, la conexién con semigrupos, en este con-
texto, apenas ha sido esbozada [9, p. 203], [13, p. 129]. No vamos a insistir aqui en
un punto de vista que se puede adoptar, y que consiste en tomar los semigrupos
holomorfos, en relacién con medias de Riesz y espacios de Besov, como punto de
partida (éste serd objeto de un trabajo subsiguiente). Pero si que es objeto de esta
nota resaltar el papel que el AC*-célculo puede desempenar en la consideracién de
los espacios de Besov.

Terminamos esta introduccion con una sencilla observacion que se empleara en la
seccién 3. Pongamos p,(A) = u"*RE con k > a+1. Se tiene que 1im,, oo py(A)E =
&, V¢ € X (ver [13, p. 119]).

tA

Lema 1.2. Sea V subespacio denso de X. Entonces U, pu(A)(V) es denso en
B%4(X). En particular, si V es p,(A)-invariante entonces V es denso en B%(X).

Demostracion. Sea o = sup,~ ||pu(A)|. Dados ¢ € B%4(X) y € > 0, tomamos N
tal que (14 0)73 Y, 2794)|4p;(A)E||? < €7 y para ese N, escogemos u de manera
que [|€ = pu (A)¢|| < (Zj\;o 2794||4p; (A)||? +1)~(1/9¢. Entonces se obtiene facilmente
que [|€ = pu(A)Elp,q < 2¢. ‘

Asimismo, ¥ p, = 0 siempre que u < 2771; por eso existe J tal que 1;(A)p, (4)€ =
0 para todo j > J. Ahora basta tomar v € V con la condicién

J
, —(1/9)
=l <o (D2 () ?+1) e
7=0
para obtener que ||py(A)¢ — pu(A)ve,q < 2e. O

2. EXPRESIONES INTEGRALES DE LOS ESPACIOS DE BESov

Existen situaciones especificas en las que resulta apropiado estudiar espacios de
Besov sobre estructuras subyacentes mas generales que R™ 6 T™, o para operadores
distintos de los convencionales laplacianos. Entonces la representacion del espacio
depende de los objetivos del estudio a desarrollar, de modo que adopta la forma
de expresién integral o en serie de tipo diddico, segiin convenga. En tales casos no
suele hacerse menciéon del hecho de que ambas aproximaciones plasman el mismo
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concepto, o bien, cuando se trata de probar equivalencias de normas, esto se hace
con razonamientos ad hoc, e.g., en [1], [4], [6], [8], [10].

Por otra parte resulta que, con frecuencia (e. g., en todas las referencias justa-
mente citadas), los operadores A que basan la construccién del espacio de Besov
correspondiente cumplen la condicién R, para algin «, y las observaciones he-
chas en la introduccién son de aplicaciéon. Asi por ejemplo, en esta seccién se da
el teorema, resultado principal del articulo, que muestra que hay una infinidad de
normas equivalentes en Lip, ,(X) 6 B?%(X) a anadir a las normalmente utilizadas.
La demostracién combina argumentos conocidos, adaptandolos al caso gracias a las
buenas propiedades que satisface el calculo con funciones de AC'®*).

Teorema 2.1. Sean X, H y A como antes, de modo que se satisface la propiedad
Ra, @ > 0. Supongamos que m > 6 >0, k > « (k entero), y f € AkaH) son tales
que u~™ f(u) € AC**Y) . Entonces, para 1 < q < 0o, el espacio de Besov B%9(X)
coincide con el subespacio de X formado por los vectores & que verifican

[ rmsea s < o.
0
De hecho

lelx+( [~ e sear )

es una norma en B%9(X) equivalente a |||

0,q-

Demostracion. Sea f como en el enunciado y tal que f(u) # 0 en un abierto conte-
niendo [a*2, az], con a > 1. Tomemos 1¥* como en la introduccién. Para 1 < A < a
consideremos fi(u) := f(Au). Claramente f(u) # 0 si u € (a™!,a), y entonces
Pi(u) = ga(a™Iu) fla™ M), j =1,2,..., con gx =9/ fx € ACHHL,

Por la sub-homogeneidad del célculo funcional sobre X con elementos de AC(*+1)
tenemos que, si £ € X,

[5(A)EN = llgr(a™ A) fa(a™7 A)E| < Cl fala™ A,
de donde

o0 o0

(a—1)) "l (A < quajeq/l 1£ (@™ AA)E[|" dA

j=1 j=1
< aditioa Z/

(notemos que || f(sA)]| es continua en s, en particular es medible).
Para la desigualdad inversa adaptamos el argumento dado en [8, Theorem 5.1].

q~It1

09 7 (¢ Aye |7 2 <C/ O

Sea b > 1 y consideremos 1/)? como antes. Tomando ¢ € Cékﬂ)(R) con p(u) =1
en (b=1,b) tenemos que pi® = . Si f(u) = w™h(u) con h € AC*+1) enton-
ces, para todo t > 0, [|f(tA)U5(A)E]| = tmb/™|[A(tA) (b7 A)™ (b~ Ayl (A)E] <
Ctmbijl/)?(A)g I, siendo la desigualdad (con C' independiente de t y de j) con-
secuencia de la sub-homogeneidad del AC®**1_cdlculo. Por otra parte, y por la
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misma razon, |\f(tA)¢§(A)5|\ < CHw?(A)EH. En definitiva, se mejora la cota como

I FEA)(AE] < Cmin{L, 70"} (A)E].
Ahora, puesto que & = Z;‘io 1/)?(/1)5 en X (véase [13, p. 121]), resulta que para
cada t € (b=F=1 p~Fk),

oo k
IFEAEN <D NS (AKE] < CY ¢y ™([p3 (A +C Z [l (A

7=0 7=0 j= k+1
y por consiguiente

([ roasenar @)’

t
oo bk k oo

‘ d
St + > )’ G

N
Q=

k=0 ’ ( 0 £
J j=k+1
< Clogh [3 (S we-me-nptael) ]
k=0 j=0
Clogh) 5[2( S b Heigh(a >5H)q]5
k=0 j=k+1
C(logb) 5[(2[)(9 m)’C)(ZbeJqu || )%

o0

¥ (Zb*’“)(zbemnw )]
gc(zbefqnw )’

j=0

verificindose la peniltima desigualdad por convolucién l; — [; de las sucesiones
correspondientes.
Ademas

1

([ hreaer 55)" < G lsee) ([ o) <l
< C(Zb o) ¥ (Zbﬁqnw ") < o( e’ .
j=0

donde ¢’ es tal que 1/¢+1/¢ = 1.

Por tltimo obsérvese que, dada f como en el enunciado, no idénticamente nula,
para [c,d] en el interior del soporte de f, con A cumpliendo ¢ < A < d, y a tal que
1 < a < min{Ac™!, \71d} se tiene que [a™ !, a] queda en el interior del soporte de

Favy aue [Tt 00| fx(LA)EN G ~ [T 00 (AN - O
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Observaciones.

(1) En la demostracién del teorema se prueba de hecho que otra norma equivalente
a ||€]la.q en el espacio de Besov B?4(X) es la dada por

® e dt\7
— q
lells + ([ e sup rtearel* )"
0 0<s<t t
A propodsito, una consecuencia del teorema es que las anteriores expresiones, usando
fe ACYCH), con o sin el supremo en 0 < s < ¢, son también normas de interpolacion
(siempre que se satisfaga la propiedad R,) [2].

(2) El caso ¢ = co también entra en el enunciado del teorema sin mas que cambiar
las normas L9 integrales con respecto a la medida % por la del supremo en ¢t > 0,
como es usual.

(3) Entre las funciones a las cuales se aplica el teorema, es decir, aquellas f
de ACHTY tales que u~™f(u) € AC*+D) | tenemos los siguientes ejemplos : fi =

1
(exp(—u) = 1)™, fo = exp(—u™) =1, f3 = u™ exp(—u), fy = u*™ exp(—u?), y otras
semejantes.

Eso es muy claro con f3y f4. Que g(u) = exp(;u%l

€ AC*+D) puede verse usan-

do su desarrollo de Taylor en v = 0 para la finitud de la integral fol, y directamente
para la de [;. Entonces u™™fi(u) = g(u)™ € AC*HD) por ser ACH++D) 4lgebra.
Por otro lado, como AC*+1) es invariante por transformaciones u — u™, se sigue
que u= " fo(u) = g(u™) € AC*+,

Los anteriores ejemplos dan lugar a las funciones de operador f(A) usualmente
consideradas en las diversas definiciones, clasicas o abstractas, de espacios de Besov
siempre que —A genere un conveniente semigrupo (holomorfo) de operadores. Este
es el caso bajo la hipétesis que estamos asumiendo, a saber, la condicién R, de
acotacién uniforme de las medias de Riesz asociadas a A. Pues e=*() € AC(k+1),
Rz > 0, y asi el cdlculo funcional define un Cy-semigrupo holomorfo generado por
—A (comprobacién sencilla). De esta forma el teorema anterior prueba directamen-
te que Lipy ,(X) = B%4(X), y para operadores no necesariamente positivos. En
particular esto se aplica a espacios de Besov Bg’q(/\/l) definidos sobre variedades de
Riemann compactas M o grupos de Lie estratificados M = G, a partir de semi-
grupos Ty = e *£ en LP generados por algiin sub-laplaciano £ «natural» sobre la
variedad M 6 grupo G.

Es decir, y permitase la insistencia en este punto, la equivalencia de las condicio-
nes

[ e e &
0
si m > 6, por un lado;
[ e oovmme e < o,
0

sim>86,6

|t e F <
0
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si m > 6/2, por otro; y finalmente
Zﬁﬁww )é||? < oo,

habitualmente consideradas en la literatura ([4], [6], [8], [10]) es consecuencia trans-
parente del teorema, tomando f1, fo v f3 en las respectivas integrales. Notemos que
esto genera de manera sencilla teoremas de multiplicadores en espacios de Besov
sobre grupos estratificados [13, p. 129].

(4) Las normas (equivalentes) en B%?(X) dadas por expresiones integrales del

tipo [|€]|x + (J; ™ equ(tA)gﬂth) admiten una escritura compacta, mediante el
uso de operadores potenciales de Bessel.

Corolario 2.2. Supdngase que m >0 >0, y 1 < q < co. Entonces

d
nie) = (/0 tm=0)a||([ 4 A)yme~tAg||Tet :> ’

€ € X, es una norma en B%1(X) equivalente a ||€]|g -

Demostracion. La funcién u — (1 +u)™(1+u™)~! pertenece a ACYCH), k> a,de
donde se sigue que ||(I + A)me tA¢|| < O||(1 + A™)e~*A¢|| y por tanto,

00 < o [ttt ) e [Temseare §)°

i —tA -0 dtim
< cr(m =) sup fe4el+- o [ e seal” §)” ~ el

sq

por el teorema, siendo f(u) = u™e™".

Reciprocamente, también la funcién u — ™ (14 u)~™ estd en ACYCH), k>a,y
por eso || f(tA)E| < Ct™||(I + A)me t4¢||. Haciendo entonces como en el teorema,
se obtiene

([ esaaer Dt < ([ eoaead )+ ol

dty
<of [ wmom s+ ayreagfet Y e

0
Ademids, puesto que

> dt
(1 ayme= [ emeterag L
0 t
resulta -
¢ = / t0et/d =1/ 4(m=0)=t/ag=1/a(T 1 AYmetAL dt,
0

si (¢)7! + ¢! = 1. Utilizando la desigualdad de Hélder si ¢ > 1, o sacando el
supremo correspondiente si ¢ = 1, tenemos

lell < Dgey /s ([ em-onr - aymetagitet ).
0
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O

La descripcién del espacio de Besov sobre R™, mediante la norma integral de-
finida por los potenciales de Bessel del laplaciano A (o equivalentemente, su raiz
cuadrada), parece que es debida a Flett [5]. El mismo resultado, para sublaplacia-
nos sobre grupos estratificados, fue demostrado por Saka [10]. Ambos teoremas son
consecuencia del corolario anterior.

3. Espacio DE BESOV SOBRE EL GRUPO DE HEISENBERG

Si el operador A tiene espectro discreto, con multiplicidades de los valores pro-
pios finitas, entonces los desarrollos ortogonales sobre H, originados a partir de su
descomposicién espectral, pueden tomarse alternativamente como base para la defi-
nicién de los espacios de Besov en X asociados a A. Todas las familias ortogonales
clasicas tienen cabida en este contexto, generando asi su correspondiente espacio
de Besov [13, p. 153], [9]. Vamos a seguir ese orden de ideas para describir espa-
cios de Besov sobre el grupo de Heisenberg H™ mediante las funciones de Hermite
generalizadas.

Recordemos que el grupo de Heisenberg es H” = C™ x R con la operacién (z,t) -
(w,s) = (2 + w, 3(z - W)). Considerado en H", C" se llama espacio de fases y su
estructura viene dehmltada por la convolucién «de torsion»

g X h(z) = / g(z _ w)h(w)(i/z)%(z.m) dw,

para la cual L;(C™) es un algebra no conmutativa.
La familia de funciones de Hermite en R" se define mediante ®, = h,, @ - -®h,,,,

k
es una constante de normalizacién). Se llama funcién de Hermite generalizada ®,, .,
sobre C", a la transformada de Fourier-Wigner de ®, y ®,, es decir,

@, ,(2) = (2m)V/? /“ TP, (u—i— %)@ (u — —) du,

dk
sip = (p1,...,1n) € Nj, donde hy(t) = ck%[e*tz]etz/z, teR, k=0,1,2,... (¢

sl z=ux+1y.
Espacio de Besov sobre el espacio de fases.
2
El operador diferencial eliptico L = A, + % — iZ?:l(xjaiw — yj%) satisface

la propiedad R4 con a > n — % [11, p. 152], v su espectro es {A\, =2k +n: k =
0,1,2,...}, siendo el espacio Ny de vectores propios asignado a A de dimensién
infinita y con base ortonormal {®,, ,, : |v| = k, u € N }. Denotamos la proyeccién de
H = Ly(C") sobre Nj, mediante P y como ¢, , los coeficientes de Fourier (f|®,..),
dada f en Lo (C™). Se tiene

Pkf = Z Zcu,uq)u,u

=k &

=D [x @y =Fx 30 Buy=0m) " x o,

lv|=k lv|=k
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donde ¢y, es la funcién de Laguerre ¢, = LZfl(|z|2/4)e*|"’|2/4 [12, p. 20]. Por tanto

F=300 cun®un = @m) 2 f x o
n v k=0

y de aqui que para cada j la descomposicién espectral de ¢;(L)f sea

Gy (D) F =%k +n) 3D cun®un = Y. 2k +n)f X ok
k=0

lvl=k u 21 < A< 29+

Por densidad tenemos que la anterior igualdad se verifica para todo f € L,(C"), si
1 <p<oo(fe€Cy(Cm) sip= o0). Esta sencilla observacién genera el siguiente
corolario. Por Bz’q((C") entendemos el espacio de Besov sobre el espacio de fases

B%4(L,(C)).

Corolario 3.1. Bz’q((C") estd formado por las funciones de L,(C™) que verifican
1

[y ( .

De hecho, la expresion que antecede coincide con la norma de Bz’q((C”) definida por
la descomposicion {1;}.

Z ¥i(2k +n)f x @k(z)‘p dz)iﬂ < 00.

20—t A, <29+t

En el corolario el espacio de Besov estd descrito en términos de las funciones de
Laguerre. Las expansiones ortogonales vienen «encriptadas» en la convolucién con
aquellas. Si queremos que las funciones de Hermite generalizadas aparezcan explici-
tamente topamos con el problema de que ) " Cu,p Py, no tiene por qué converger
en L,(C"). Entonces procedemos como sigue.

Sea Hy el espacio de combinaciones lineales finitas de funciones de Hermite ge-
neralizadas.

Corolario 3.2. Para todo 8 > 0 y 1 < p,q < oo, Hy C Bg’q((C"). Mads ain,
Bz’q((C") es la complecion de Hy en la norma

g1t

J

S Y ween Y Y e
0 27— <2711 |v|=k p finito
Demostracion. Del hecho de que h(£)®,,, = h(2|v|+n)®,, para todo h € AC*+1)
se deduce que Hy C Bz’q((C”) y que Hy es p,(A)-invariante. Ademds Hy es denso
en L,(C") [12, p. 23]. Entonces el enunciado se sigue del Lema 1.2. O

Espacio de Besov sobre el grupo de Heisenberg.

Sobre el grupo de Heisenberg H™ existe un tdnico (salvo constante) operador
diferencial invariante por traslaciones a izquierda y por rotaciones, y homogéneo de
grado 2. Este operador, denotado por L, se llama sublaplaciano de Kohn en H™.
Esta estrechamente ligado al operador L considerado antes y, aunque no es eliptico,
satisface buenas estimaciones subelipticas. El espectro de £ viene determinado por
las representaciones irreducibles de H" sobre R™, o representaciones de Schrodinger
(ma)as0, dadas por mx(z,t)p(u) = eMer@Eutarv oy 4y si (z,t) € HY, ¢ €
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Ly(R™), u € R™. Entonces, via el paso por la coleccién de operadores de Hermite
escalonados m\(£) = A + A?|| - ||?, se ve que las funciones-vectores propios de L
son e”‘t@u,u(\/xz) de correspondientes valores propios (2|u| + n)A. De manera que
o(L) es [0, 00) «descompuesto» en rayos k-ésimos g, = {(2k +n)X : A # 0}. Es pues
una parte discreta de rayos continuos. Para el andlisis espectral del laplaciano £ la
herramienta bésica es la nocién de proyeccién espectral sobre cada rayo k-ésimo

mJH[%ﬁ@Mw,mmwﬁ%

En la férmula de Q, la convolucién f x 62 es respecto al grupo H", eﬁ(z,t) =
e (y/N\2) para cada (z,t) € H”, donde ¢y (w) = (2r)"/? 2k P (w), w e
Cn, y 3 es la medida sobre R dada por dB()\) = (27) """ 1| A\|" dA.

Tenemos entonces que la descomposicién Lo de f viene dada como

f(z,1) :Z/Oo fer(z,t)dB(N)

k=0""

y que también
uwwzz//MMwwwﬂ@Mw
k=0" —°

para todo j =0, 1,.... Si se quiere tratar con descomposiciones L,, se debe resolver
primeramente la cuestion de que las proyecciones () no estdn directamente definidas
sobre L,(H™). Un andlisis detallado del problema revela que Q) es un operador
del tipo Calderén-Zygmund, lo que ciertamente permite extenderlo a todo L, (H™)
como operador acotado, pero tememos que restringirnos a considerar 1 < p < oo,
prescindiendo de los valores p = 1 6 co. Mds atn, la expresiéon ffooo i ((2k+n)|A]) f*
ey dB(\) define un operador acotado sobre L, (H") (ver [12, p. 61]).

En segundo lugar, esta la cuestién de la convergencia de la serie Z;’;O. Para esto
nos apoyamos en [12; p. 65].

Sea Qf el subespacio de L,(H") formado por las funciones que se escriben como
Zszl ckQrh, h € L,(H™) y denotemos por Bg’q(]HI") el espacio de Besov sobre H"
asociado al laplaciano de Kohn L.

Corolario 3.3. Para cada 0 >0, 1 <p<oo,yl <qg<oo, Qrf € Bg’q(]HI") para
toda f € Lp(H"). Mds ain, BY4(H") es la complecién de Qg en la norma

) ) q %
(X2 ¥ [ skt m ) f < edas]) "
= e <@ <2 .

Demostracion. Por [12, Corollary 2.2.6] Qf es denso en L,(H"). Ademas, si k =
0,1,...,y u> 0 entonces

o0

puDQuh = [ pul(2h+ wIADh e dON) = Qb

— 00
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segin [12, p. 61], donde Mh € L,(H"), por ser A — p,((2k + n)|A|) un L,-
multiplicador acotado sobre R™. Tenemos que Qrh es p,(L)-invariante. El resto
se sigue del Lema 1.2. O
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