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ABSTRACT. Let p be a finite, positive measure on [—1,1], {Pn}nen the poly-
nomials orthonormal with respect to p and {Sn f}nen the associated Fourier
series for each function f. The range of p for which Sy f converges to f for
every f € LP(u) has been determined only for particular measures. In this
paper, we show how to obtain more general results by perturbing one of those
measures.

Desde el ano 1985, Chicho dirigia un grupo integrado por investigadores de las
universidades de La Rioja y Zaragoza cuyo tema principal era el estudio de la
convergencia de la serie de Fourier asociada a sistemas de polinomios ortogonales.

Desde aquel ano, todos los jueves y viernes desde septiembre hasta junio, si no
lo impedia alguna actividad académica en Logrono, nos reunfamos con él en el
departamento de Matematicas de Zaragoza para tratar ese problema.

Chicho ponia tanto entusiasmo en este trabajo que incluso un jueves, en que la
noche anterior la habia pasado en un hospital de Zaragoza porque le habian metido
en la famosa «banera» para destruirle unos célculos renales, por la manana temprano
ya lo tenfamos con nosotros y con litros y litros de agua hablando de nuestro tema
matemaético favorito.

En esta pequena nota queremos honrar su memoria exponiendo algin resultado,
pero sobre todo ideas que estan sin publicar y que salieron de aquellas reuniones.

Esto lo haremos en el segundo parrafo. Aprovecharemos el primero para exponer
el problema y, de paso, hacer un breve «survey» de las aportaciones del grupo en
esta materia.

1. CONVERGENCIA EN NORMA DE LA SERIE DE FOURIER

Nos vamos a concentrar en el caso particular de una medida positiva y finita du
soportada en el intervalo [—1, 1], aunque mucho de lo dicho a continuacién puede
servir en soportes més generales e incluso en la circunferencia unidad.

Sea pues dp una medida en [—1,1] y {P,}nen €l sistema de polinomios ortonor-
males que se obtienen aplicando el proceso de Gram-Schmidt al sistema linealmente

independiente de las funciones 1, z, z2,...

2000 Mathematics Subject Classification. 42C10, 47A55.

Key words and phrases. Fourier series, perturbation of operators, strong convergence, regular
convergence, stable convergence.

La investigacién de ambos autores estd subvencionada por el proyecto BEM2000-0206-C04-03
de la DGI.

49



50 MARIO PEREZ Y FRANCISCO J. RUIZ

Dada una funcién f € L'(du), construimos su serie de Fourier

o 1
Z anPyn, an = / fPndu.
n=1 -1

Esta serie infinita es, en principio, formal y de lo que se trata es de concretar con
rigor como se parece a la funcién f, o dicho con mds exactitud, en qué sentido
converge la serie. A nosotros nos preocupa principalmente la convergencia en la
norma de LP(du), que recibe el nombre de convergencia fuerte.

A este respecto, el primer hecho importante y el tinico que comparten todas las
medidas dy es consecuencia de la teoria de espacios de Hilbert y es el siguiente:

Si f € L*(du) y denotamos

N
Snf= Z an P,
n=1

entonces Sy f — f en la norma de L?(du).

Ademads Sy f es la mejor aproximacion polinémica a f en dicha norma, lo cual
hace que la serie de Fourier tenga especial relevancia en teoria de aproximacion.

. Qué ocurre en LP(dp), cuando p # 27 Por lo que sabemos hasta la fecha, para
resolver completamente el problema, es decir, dada una medida du, conocer exacta-
mente el rango de p’s para los que la serie de Fourier Sy f converge a f en LP(du),
se necesita conocer estimaciones precisas para los polinomios que estdn muy lejos
de conocerse en el caso de una medida du arbitraria. Por esto el problema sélo se
ha abordado en casos particulares.

Gracias a trabajos de Mété, Nevai y Totik (ver [20]), se pueden obtener con
cierta facilidad condiciones necesarias para que la serie de Fourier converja y como
consecuencia no es dificil encontrar medidas para las que la serie de Fourier sélo
converge para p = 2 (por ejemplo, la medida de Pollaczek, ver [29]).

Nos detenemos un momento para analizar someramente por qué las estimaciones
de los polinomios resuelven el problema. Proviene de las siguientes consideraciones:
Sy es un operador que viene dado por la integracién contra un nicleo,

1 N
Sxf@) = [ Kxtefdut). Kn(es) = 3 pa@p(o).
- n=0

y las relaciones de ortogonalidad permiten expresiones més manejables del nticleo
como la férmula de Christoffel-Darboux (ver [28]),

Poy1(2)Pa(y) — Pu(z)Prta(y)

T—y '
Aunque exactamente esta férmula no sirve para nuestro problema (hay que recurrir a
alguna un poco maés intrincada debida a Pollard [25]), si que nos vale para indicar al

lector que el operador suma parcial tiene gran relacién con el operador transformada
de Hilbert,

() dy
LT—y

Hf(x)
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y que la acotacién de Sy en LP(du) (si ésta es uniforme en N, por resultados béasicos
de andlisis funcional, es equivalente a la convergencia de Sy f) se puede reducir a la
acotacién de H en espacios LP con pesos en los que intervienen los polinomios.

Que H cumpla estas acotaciones es cuestién de tamano; de que los pesos sa-
tisfagan unas adecuadas relaciones (ser de la clase A,; véase el trabajo germinal
de Muckenhoupt [24] o mejor, el libro de Garcia-Cuerva y Rubio de Francia [6]
para detalles) y esto se logra en ultimo término si el tamafnio de los polinomios y
coeficientes asociados a ellos estan controlados.

Esta idea es la unica que se ha explotado y asi, empezando por Pollard [25, 26, 27]
que resolvié el problema para polinomios de Jacobi, se incorporaron a la solucién
completa otros polinomios: Jacobi (en otro rango, ver [21]), Hermite y Laguerre
(ver [22, 23]) o Jacobi generalizados (ver [1]); todos ellos, como se ve, polinomios
clasicos o cercanos, de los que se sabe mucho acerca de su comportamiento en cuanto
a tamano.

Por esta via, nuestro grupo ha ido obteniendo resultados que extienden los ante-
riores en varios sentidos.

Primero, ha tratado la convergencia en LP(du) para més clases de polinomios,
como polinomios de la clase H (ver [13]), medidas cldsicas modificadas por deltas de
Dirac ([12, 10]) e incluso para otros sistemas de funciones especiales como sistemas
de Bessel y Dini ([11, 9]), y funciones de Bessel ([4]).

Segundo, ha extendido la acotacién uniforme en LP(du) a acotaciones con pe-
sos, es decir, acotaciéon de LP(udu) en LP(vdu), donde u, v son funciones medibles
positivas, llamadas pesos en la literatura (ver [13, §]).

Tercero, se ha estudiado el problema de la acotacién en los extremos, tratando
de obtener desigualdades de tipo débil y débil restringido. Explicaremos brevemente
esta terminologia: por dualidad e interpolacion, el conjunto de p’s para los que hay
convergencia fuerte es un intervalo I = (pg, p1), donde se cumple p € I si y solo si
p el (11—J + 1% = 1). Cabe preguntarse qué ocurre en los extremos pg y pi.

El ejemplo patron de la serie de Fourier trigonométrica nos dice que alli, pg = 1,
se cumple la desigualdad de Kolmogorov

C
{z € [-mm]: [Snfz)] > A} < Tl am, (A>0),

donde C' es una constante independiente de A y f. Con lenguaje de anélisis funcio-
nal, la desigualdad nos esta diciendo que los operadores Sy estdn uniformemente
acotados de L!(—m,7) en el espacio de Lorentz L1:°°(—,m) (véase [17] para una
definicién precisa de toda la gama de espacios LP9(dpu)).

Para polinomios ortogonales fue Chanillo [2] el primero en advertir que, en el
caso de Legendre (aqui I = (%, 4)), aunque no se da la andloga acotacién débil de
LA3(dp) en LF>°(dp), s se da algo més débil todavia, acotacién de L#(du) en
L%’C’O(du). A esta ultima se le llama acotacién débil restringida.

Nuestro grupo ha investigado lo que ocurre para la mayoria de los sistemas con
los que hemos tratado y los resultados pueden verse en [14, 15, 12, 11].

Por 1ltimo, hemos investigado problemas relacionados como convergencia de las
series de Fourier en casi todo punto ([9, 4]) o el estudio de la conmutacién de las
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series de Fourier con operadores de multiplicacién ([7, 16]), problema éste conectado
con las acotaciones con pesos.

Pero volvamos a nuestro problema de la convergencia fuerte. Para una medida
arbitraria dyp estdn muy lejos de conocerse estimaciones precisas sobre el tamano de
los polinomios que permitan el estudio via la transformada de Hilbert y el proble-
ma, en general, se presenta muy dificil, como coinciden en afirmar los matemaéticos
especializados en esta materia. Si acaso, podemos aspirar a ir incorporando casos
particulares poco a poco.

Variamos de estrategia y proponemos lo siguiente: tratar de obtener informacion
de los casos conocidos. Para explicarnos mejor, sea uno de estos casos conocidos,
el asociado a una medida du. Modificamos la medida mediante un peso duq(z) =
w(zx) du(z), y nos preguntamos para qué modificaciones por w podemos obtener
informacién de la nueva serie de Fourier a partir de la antigua.

Asi también nuestra cuestién se encuadra en la teoria de perturbaciones para ope-
radores lineales en la que la pregunta es: jcomo cambian las propiedades espectrales
de un operador cuando se hace en éste un pequeno cambio?

En nuestro caso, queremos saber como esté relacionada la serie de Fourier nueva
con la antigua. El problema serd abordable si podemos obtener una buena férmula
que relacione las dos series de Fourier. El principal antecedente lo tenemos en el
trabajo de Coifman y Murray [5]. Alli se logra con éxito esta relacién entre las series
de Fourier (veremos los detalles en el parrafo siguiente) y se logra demostrar que
si la modificacién por w es «pequena», entonces la serie de Fourier varia poco. La
precision de este hecho la da la nocién de espacio de holomorfia y en su desarrollo
se necesitan acotaciones para conmutadores de la serie de Fourier con funciones
de BMO. En [5] se trabaja en L?(du) y este hecho parece crucial en determinados
puntos. De la lectura de este trabajo es de donde surgieron las ideas que expondremos
en el parrafo 2 que tratan de extender la forma de trabajar en [5] al contexto no
hilbertiano de LP(dpu).

Por 1ltimo diremos que el problema también estd muy relacionado con flujos de
Toda. Al lector interesado, aparte de la consulta de [5], le recomendamos el articulo
de Laeng [19].

2. PERTURBACIONES DE SERIES DE FOURIER

En este punto, tenemos que introducir algunas notaciones. Seguimos teniendo una
medida fija de partida dp en el intervalo [—1, 1], { P,,} son los polinomios ortogonales
respecto de du, K, (x,y) es el nicleo y S,, es la correspondiente serie de Fourier.

Modificamos la medida por un peso w(x), y tenemos una nueva medida dy; =
wdp. Sean {Q,} los polinomios ortogonales respecto de duq, K, (x,y) el nuevo
ntcleo y S/, la nueva serie de Fourier, es decir,

1 n
S f(x) = / Kl f@ul) du). Kife.n) = 3 Qu)@uln)
- k=0

Para trabajar en el mismo espacio de medida, consideramos las funciones

Fo(z) = Qn(x)w1/2(x)
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que no son polinomios, pero son ortogonales respecto de du. Llamemos T;, a la serie
de Fourier respecto de este sistema y T, (z, y) al nicleo. Esto es,

-1

1 n
T.f) = [ T ) duw). Tales) = 3 Fela)Fily).
k=0

La relacién entre T, y S!, es la siguiente

Tu(x,y) = K (2, ) P(@)w'2(y),

1
T, f(z) = w'/*(z) / K@) e ) duly) = w3 e)S, () @),

Asi, observamos que las posibles acotaciones en espacios L? con pesos para T, y S,
estdn relacionadas por la férmula anterior. A la hora de buscar informacién sobre
las nuevas series de Fourier, nosotros optaremos por el estudio de T,.

Si modificamos por el peso w™! y hacemos una construccién similar, a los opera-
dores anélogos a los T), los denotaremos Tn.

El propésito es relacionar la serie de Fourier 7T;, con la primitiva S,,.

Llamemos II,, al espacio de los polinomios de grado menor o igual que n. Del
simple hecho

T.(9) =g, Vg€ w'/ I,

se deduce que, si definimos

Lo(f) = w28, (fw™'/?), Li(f) =w /28, (fw'/?),

entonces

Pero también es facil obtener la relacién

(2) T(Ly,(f)) = Tu(f).
En efecto,

1 1
T(L)a) = [ o ( | et ek du(Z)) T, (2. y) dp(y)

-1

-1 -1

= /1 (/1 w2 () T (2, y) Ky, 2) du(y)> F2)w'2(2) dp(z)

- / 1 ( / W @) () Koy, 2) du(y)> F(2yw'72(2) dp(z)

-1 -1

1
- / W2 (@)K (i, 2) f (2w 2(2) du(z)

1
:/ Ty (2, 2) f(2) du(z) = T f(x).

-1
Aqui hemos usado el teorema de Fubini y la propiedad reproductora del nucleo K,
aunque en realidad se puede mirar desde un punto de vista mds abstracto y (2) se
deduce de que T), son proyecciones autoadjuntas sobre el subespacio w'/?IL,,, y Ly,
son proyecciones sobre este mismo subespacio en el espacio de Hilbert L?(du).
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Sumando y restando las igualdades (1) y (2) obtenemos

(3) Tn(I + Ly, — L;) = Ly,

(4) Tp(—I + Ly + LE) = L.

Si los operadores que aparecen entre paréntesis en (3) o (4) fueran inversibles, ya
tendriamos un modo de obtener T, a partir de L,,.

En el espacio L?(du) que (I + L, — L) son inversibles es un notable, aunque
sencillo, resultado que se debe a Kerzman y Stein (ver [18]). Entonces, si no nos
salimos de L?,

T, =Lno(I+Ly,—L;)""

Este hecho es utilizado con éxito por Coifman y Murray en [5], tratando con pro-
blemas de dependencia analitica.

Nosotros nos fijamos en que las acotaciones en espacios LP para los operadores
L, y L} son equivalentes a acotaciones en LP con pesos para los operadores Sy;
de éstas, disponemos de abundante informacién y asi, de la férmula (3) se pueden
deducir consecuencias como la siguiente:

Para mayor facilidad pensemos que du(z) = dz, con lo que P,, son los polinomios
de Legendre.

Si el peso es de la forma w = exp(b), donde b es una funcién del espacio BMO
(espacio de las funciones de oscilacién media acotada, muy popular en andlisis de
Fourier, ver [6]), se sabe que entonces el peso w esta en una clase A, con p # 2.

Entonces, podemos deducir que los operadores L,, estan uniformemente acotados
en ese LP, pues para los polinomios de Legendre se satisfacen las desigualdades con
peso que necesitariamos. Pero no sélo eso, sino que si la norma de b en BMO es
suficientemente pequena, el tamaiio A, del peso w es suficientemente pequeno y,
podriamos asegurar por técnicas conocidas que, uniformemente en n,

() [Ln = Lyl <a <1,

donde la norma es la de operadores de L? en LP. Entonces, los operadores I+L,, —L,
son inversibles con inversos

(I+Ly—Ly) ' = i(_l)k(Ln — L))"
k=0

ya que la serie, por la condicién (5) converge en la norma de los operadores de LP
en LP.Y, ademads, estaran uniformemente acotados.
Por tanto, de (3),

T,=L,I+L,—L)"

son operadores uniformemente acotados en LP.

Lo interesante de este pequenio resultado es que, para un sistema ortonormal
respecto de un peso poco conocido (un w € A,), hemos obtenido convergencia de la
serie de Fourier para p # 2.

Sin embargo, el problema es que tenemos que considerar constantes A, “sufi-
cientemente pequenas”, sin poder precisar con mucha exactitud este hecho. Lo que
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nos gustaria es que, sin tantas limitaciones y como punto de partida para abordar
nuestro problema, los operadores (I + L,, — L}) fueran siempre inversibles.

En este sentido, nos parece mds interesante la férmula (4) porque aqui, y esto no
parece haber sido notado anteriormente, si que somos capaces de demostrar que los
operadores (—I 4+ L,, + L) son siempre inversibles.

En efecto, vamos a probar que

T+ Lo+ L) ' =—T+T,+T,.
Si cambiamos el papel de w por w1, las relaciones (1) y (2) se transforman en
To(L:) =LY, Tou(Ln) =T,
y usdndolas junto con las propias (1) y (2) se obtiene claramente que
(=T +Tp+Tp)(—I+L,+ L) =1
Pero también }
(-I+L,+L)(—-1+T,+T,)
=I1—T,—Ty— Ly + Ly(T,) + Ln(Ty) — L + LE(T,) 4+ L (T,) = 1
porque, por las propiedades reproductoras de los niicleos,

Lo(T,) =T,, LT, =1,

Lo(Tp) = Ln, Li(Ty) =L,
Con estos nuevos datos, el problema que nos ocupa tiene nombre en teoria de
operadores: es un problema de convergencia estable de operadores.
Definicién 1 ([3, p. 130]). Sean U, U,, n = 1,2,..., operadores acotados en un
espacio de Banach X. Se dice que (U,,) converge a U establemente (U,, —— U) si:

(i) U, — U puntualmente, y
(ii) 3M >0, 3N € N tales que para n > N, U, ! son operadores acotados en X
y U < M.

Nuestro conocimiento sobre la convergencia de distintas series de Fourier en espa-
cios LP con pesos y las ideas anteriormente expuestas nos permiten mostrar ejemplos
de convergencia estable.

Teorema. Cuando
du(z) = (1 —2)*(1+2)?dz, a> -1, 8> —1
y el peso es de la forma
w(r) = (1 —2)*(1+x)° abeER,

entonces los operadores U, = —I + L, + L} convergen a I establemente, si se

satisfacen las condiciones
1 1 1 a+1 lal
Hl--= in<-— - —
(a+ )<p 2) <m1n{4, 5 } 5

(y la equivalente sustituyendo a, « por b, 3).
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Demostracion. El punto clave es que, como puede verse en [§], la serie de Fourier
Sy correspondiente a du satisface la acotacién con pesos

Husn(uilf)HLP(du) < CHfHLP(du,)
donde u(z) = (1 — 2)4(1 + z)B siempre que 1 <p < ooy

‘A—i—(a—i—l) (%—%) <min{i,—a;—1}

(v la equivalente sustituyendo A, « por B, 3).

Como consecuencia, si se cumplen las hipdtesis del teorema, los operadores T,
Tn, Ly y L7 estdn acotados en LP(du), dado que estas acotaciones equivalen a
correspondientes acotaciones con peso para los operadores S, y Sp,. (]

Este resultado se podria extender sin mayor dificultad a polinomios de Jacobi
generalizados.

Sin embargo, nos parece mas interesante hacer notar el hecho de que por aqui se
pueda abrir una nueva via para el estudio de la convergencia de la serie de Fourier
en casos mds generales. Es decir, si para una medida p y un peso w(z), la sucesién
—I + L, + L} converge establemente (a I) en LP(du), entonces por (4) los ope-
radores T, estaran uniformemente acotados y la correspondiente serie de Fourier
serd convergente.

En este caso, nos parece oportuno recordar que la convergencia estable se puede
caracterizar en términos aparentemente mas sencillos.

Definicién 2 ([3, p. 130]). Sean U, U,, n = 1,2,..., operadores acotados en un
espacio de Banach X. Se dice que (U,,) converge a U regularmente (U,, — U) si:

(i) U, — U puntualmente, y
(ii) V{z,} C X acotada tal que U,z, — y para alguna subsucesidn, existe a
su vez una subsucesién tal que x, — zy Uz = y.

En nuestro caso, es sencillo deducir que la convergencia estable de —I + L,, + L},
a I es equivalente a la convergencia regular (ver [3, Proposition 3.17]).
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