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ABSTRACT. We introduce the set ideals in Banach spaces as families of subsets
which satisfy certain properties. We relate this concept with the operator ideals
and with the Hausdorff distance to a family of subsets.

1. INTRODUCCION

Dado un ideal de operadores A, K. Astala [1] defini6 la A-variacién h4(D) de
un subconjunto acotado D de un espacio de Banach X. Si A es el ideal de los
operadores compactos, entonces h 4 es la medida de no compacidad de Hausdorff
[2] y si A es el ideal de los operadores débilmente compactos, se tiene que h4 is
la medida de no compacidad débil de De Blasi [6]. La funcién h4 es un ejemplo
especial de las llamadas cantidades conjuntista [4] o medidas (de no pertenencia)
[7]. En efecto, h4(D) es la distancia de Hausdorff de D C X a la clase N4 de los
subconjuntos de X con A-variacién nula [4, Theorem 5], que constituye un ejemplo
de ideal de conjuntos. Es decir, a partir de un ideal de operadores A se define un
ideal de conjuntos N4 de tal manera que la A-variacién h 4 es la distancia a N4

En este articulo procedemos a la inversa. Introducimos la nocién de ideal de con-
juntos como una clase de subconjuntos acotados que satisfacen ciertas propiedades
naturales. Los principales ejemplos son las clases de los subconjuntos relativamente
compactos rc, la de los relativamente débilmente compactos rwc y, mas generalmen-
te, los conjuntos de A-variacién nula. Dado un ideal de conjuntos A se define el ideal
de operadores Axs del siguiente modo: T : X — Y pertenece a A si la imagen de
la bola unidad cerrada de X pertenece a A/. Entonces resulta que cualquier ideal de
conjuntos A es la clase de los conjuntos de Axr-variacién nula. Ademéas, probamos
que hpnr = ha,, donde hy es la distancia de Hausdorff al ideal de conjuntos N.

Notacién. Los espacios de Banach seran denotados por X,Y, Z y la bola unidad
cerrada de X por Bx = {z € X : ||z|| < 1}. La clausura del subconjunto C de X se
denotara por C, la envolvente convexa por conv C' y la envolvente convexa cerrada
por conv C'. La clase de los subconjuntos acotados no vacios de X es

b(X):={DCX:D#0y D acotado}.
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El espacio de todos los operadores (lineales y continuos) de X en Y se denotard por
L(X,Y).

2. IDEALES DE CONJUNTOS

Recordemos algunas nociones y hechos sobre la distancia de Hausdorff. Para
C, D € b(X) consideramos

W(C,D):=inf{e >0:C C D+eBx}.
La distancia de Hausdorff entre C'y D se define por
h(C, D) := max{h'(C, D), (D, C)}.

La funcién h es una seudométrica en b(X) que verifica h(C, D) =0 <= C = D.
Es decir, h es una métrica sobre la clase

be(X) :=={D € b(X) : D cerrado},

llamada la métrica de Hausdorff. En los conjuntos b(X) y be(X) consideraremos
siempre la topologia generada por h.

En la préxima proposicién damos algunas propiedades de h que necesitamos mas
adelante. Omitimos las sencillas demostraciones. Para C' € b(X) ponemos

[C] := sup{[|z] - = € C} = h(C, {0}).

Proposicién 1. Sean T,S € L(X,Y) y C, D € b(X). Entonces:
(1) K(TC,TD) <|[T[|h(C, D)
(2) W(TC,S5C) <|[T = S|l|C]]
(3) h(conv C,conv D) < h(C, D)

Ahora introducimos la nocién central de este articulo.

Definicién 2. Un ideal de conjuntos N es una clase no vacia de subconjuntos no
vacios de espacios de Banach tales que sus componentes

N(X) =N Nb(X),
para todo espacio de Banach X, satisfacen las siguientes propiedades:

(1) Existe D # {0} tal que D € N'(X), si X # {0}
(2) 0AMCPeNX)=MeN(X)

(38) M,PeN(X)=MUPeN(X)

(4) Pe N(X) = conv P € N(X)

(2; N(X) es cerrado en b(X)

(6) PeN(X)=TPeN(Y), para todo T € L(X,Y)

El ideal de conjuntos trivial es la clase b de los subconjuntos acotados: N (X) =
b(X), para cualquier espacio de Banach X. La clase rc de los conjuntos relativamente
compactos es otro ideal de conjuntos. También lo es la clase rwc formada por los
subconjuntos relativamente débilmente compactos.
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Observacién 3. La condicién (5) en la Definicién 2 no es esencial. De hecho, si
una clase A verifica las otras condiciones, entonces podemos definir N por

N(X) = N(X),

tomando la clausura en b(X) con la distancia de Hausdorff h. Se obtiene asi que la
clase N es un ideal de conjuntos.

Ahora damos varias propiedades simples de los ideales de conjuntos.

Proposicién 4. Sea N un ideal de conjuntos. Entonces

(1) PeN(X) y X escalar = AP € N(X)

(2) M,PeN(X)=M+PeNX)

(3) R C X relativamente compacto = R € N (X)
(4) PEN(X)= P e N(X)

Demostracién. (1) El operador Ay, siendo Ix la identidad sobre X, aplica P € A/
en AP, luego \P € V.
(2) Es suficiente notar que

1 1
M+P:2(§M—|—§P)C2conV(MUP)€N.

(3) Tomamos P € N tal que P # {0}, luego podemos elegir p € P, p # 0,
luego {p} € N. Dado z € X, sea T : X — X lineal y continuo tal que Tp = z.
Entonces {z} € N, para todo z € X. Consecuentemente, todo subconjunto finito
de X pertenece a N (X). Ademds, si R C X es relativamente compacto y € > 0,
entonces existe un subconjunto finito F' C X tal que h(R, F) < ¢, luego R € N ya
que N(X) es cerrado.

(4) Como h(P, P) = 0, resulta que P € N = N. O

3. LA DISTANCIA A UN IDEAL DE CONJUNTOS

Dado un ideal de conjuntos N consideramos la funcién distancia a A:
WD) = hy (D) := inf{h(D, P) : P € N},

para D € b(X). Si NV = rc, los subconjuntos relativamente compactos, entonces
la funcién h es la medida de no compacidad de Hausdorff [2] y si N' = rwe, los
subconjuntos relativamente débilmente compactos, entonces h es la medida de no
compacidad débil de De Blasi [6].

En la siguiente proposicién resumimos las principales propiedades de la funcién
distancia h.

Proposicién 5. Sea N un ideal de conjuntos y h la distancia a N'. Entonces
(1) h(D) =inf{e >0: D C P +¢&Bx, para algin P € N'}

) < h(C)+ h(D)
C+ P)=n(C), para cualquier P € N'
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(7) W(D) = h(D)
(8) h(Bx) =0« N(X) = b(X)
(9) h(Bx) =1 N(X) # b(X)
(10) A(TD) < M(TBx)h(D) < ||T|[h(D)
Demostracion. (1)

(1) y (2) se corresponden con Theorems 1y 2 of [3]; (3), (4), (6) son
Theorem 1 (i), (ii), (iii) de [4]; (7) es Proposition 2 (iv) de [4]; (8) y (9) coinciden
con Theorem 2 (iii) y (iv) de [4].

(5) Es claro que h(C'+P) < h(C). Por otra parte, sea e > h(C+P); existe M € N'
tal que C + P C M +€eBx, luego C C M + (—P) +eBx con M + (—P) € N; es
decir, h(C) < g, luego h(C) < h(C + P).

(10) Dadoey > h(T'Bx)y ez > h(D), existe Py, P, € N talque TBx C Pi+¢1Bx
y D C Py+e3Bx, luego TD C P+¢eBx,donde P=TP,+cP, € N ye=c¢e160 >
h(TBx)h(D). Consecuentemente h(T'D) < e. La otra desigualdad es inmediata
teniendo en cuenta que h(T'Bx) < ||T||. O

El siguiente lema, debido a H. Radstrom (1953), resulta de mucha utilidad en lo
que sigue.

Lema 6 ([9, Lemma 1]). Sean C,D y E subconjuntos no vacios de un espacio de
Banach X. Si D es cerrado convezo y E es acotado, entonces

C+ECD+E=CCD.
Teorema 7. Sea N un ideal de conjuntos no trivial y h la distancia a N'. Entonces
h(D +eBx) = h(D) +¢,
para todo D € b(X) ye > 0.

Demostracion. Es obvio que h(D +eBx) < h(D) 4 €. Con el fin de probar la otra
desigualdad tomamos 6 > h(D + eBx). Como
¢ =h(eBx) = h(zx+eBx) < h(D 4+ ¢Bx),
para todo x € D, resulta que € < §. Ademds, existe P € A tal que
D+eBx C P+ 6Bx =P+((5—€)BX +eBx,
luego
D +eBx cconv(P + (6 —¢)Bx) + ¢Bx.

Del lema de Radstrém obtenemos D C conv(P+ (6 —e)Bx, luego h(D) < h(P+(0—
€)Bx) = d—¢, es decir h(D)+e < §; consecuentemente, h(D)+e < h(D+eBx). O

4. IDEALES DE OPERADORES

Recordemos que un ideal de operadores A es una clase de operadores (lineales y
continuos) entre espacios de Banach que satisface las siguientes propiedades, siendo
AX,Y)=ANL(X,)Y),

para todo par de espacio de Banach X e Y:

(1) SiT € L(X,Y) tiene rango de dimensién finita, entonces T' € A(X,Y)
(2) SSTeA=S+Tec AX,Y)
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3) TeL(X,)Y),Se AY,Z) = ST € A(X, 2)
4) TeAX,)Y),SeL(Y,Z)= ST € A(X, 2)

Un ideal de operadores cerrado es un ideal de operadores A tal que cada compo-
nente A(X,Y) es cerrada en L(X,Y). El ideal de operadores A es suprayectivo si
para cualquier operador exhaustivo @ € L(Z, X) y cualquier operador T' € L(X,Y)
se sigue de TQ € A(Z,Y) que T € A [8].

Dado el ideal de conjuntos A/ definimos

Anv(X,Y):={T € L(X,Y) : TBx € N'}.

Teorema 8. Si N es un ideal de conjuntos, entonces A es un ideal de operadores
cerrado y suprayectivo.

Demostracion. Ponemos A = Ays.

(1) Si T € L(X,Y) tiene rango de dimensién finita, entonces TBx es relativa-
mente compacto. Por la Proposicién 4.3 podemos afirmar que TBx € N (Y), luego
TeA

(2) Si S,T € A(X,Y), entonces SBx y TBx pertenecen a N(Y), luego (S +
T)Bx CSBx +TBx e N(Y)y S+T¢€ A

(3)SiT € LIX,Y)y S € AY,Z), entonces TBx C |T||By vy STBx C
IT||SBy € N(Z), luego ST € A.

(4)SiT e AX,Y)y S € L(Y,Z), entonces TBx € N(Y) y STBx € N(Z),
luego ST € A.

(5) A es cerrado. En efecto, sea una sucesién (T;,) € A(X,Y) tal que T,, —
T e L(X,Y) (n — o0). De Proposition 1.2 obtenemos h(T,Bx,TBx) < ||T,, — T,
luego T,,Bx — T'Bx, siendo T, Bx € N(Y), y tenemos que TBx € N(Y). Esto es,
TeA

(6) A es suprayectivo. En efecto, sea Q € L(Z, X) un operador exhaustivo y
TeLX,Y)talque TQ € A(Z,Y). Entonces 6 Bx C QByz, para cierto § > 0, luego
dTBx C TQBz € N(Y), y obtenemos TBx € N (Y), luego T € A. O

Dado un ideal de operadores A, K. Astala [1] introdujo la A-variacion de D €
b(X) mediante
ha(D):=inf{e >0:32,3K € A(Z,X),D C KBy +¢Bx}.
Se dice que D es A-compacto si ha(D) = 0. Si A es un ideal de operadores cerrado
suprayectico y D € b(X), entonces ha(D) = 0 si y sélo si D C KBy para cierto

K € A(Z,X) [1]. Se ha probado en [4] que la clase N4 de los subconjuntos .A-
compactos es un ideal de conjuntos y, ademés,

ha=hny,.
Ahora veremos que
hy =hay.
Para demostrar esta igualdad es necesario el siguiente resultado.
Lema 9. Sea N un ideal de conjuntos y h la distancia a N'. Para cualquier conjunto

acotado D,
h(D) = h(aco D),
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siendo aco D la envolvente absolutamente convera de D.
Demostracion. Es obvio que h(D) < h(aco D). Recordemos que
aco D = conv U aD
l]<1
Ahora probamos la siguiente igualdad inspirdndonos en [5].
h(aco D) = h( U aD).
l]<1

Sea € > h(D), luego D C P + eBx, para cierto P € N. Dado § > 0 existe ay, as,
s gy o <1 (0=1,2,...,q) tales que

{o:lal <1} c [ J{a:la—ai <6}

i=1
Si Ja— oy < 9, entonces aD C (o — o) D + ;D y, ademads, (o — a;)D C || D||Bx.
También ;D C a; P + a;e Bx. Luego
aD C §||D||Bx + ;P + a;eBx.

Por consiguiente,

q
U aD c |J6ID|Bx + a:iP + a;eBx)
la|<1 i=1

q q
C (6] D||Bx +eBx) + | J s P = (3]|D|| + &) Bx + | J e P.
i=1 =1

De UL, a; P € N, obtenemos
(U aD) < D)l +e,
jal<1

para todo § > 0, y, finalmente, h(aco D) < h(C). O

Teorema 10. Sea N un ideal de conjuntos. Para cualquier espacio de Banach X,
N(X)={P eb(X): P es Ay-compacto}

Demostracion. Si P es Ay-compacto, entonces existe K € Ay (Z, X) tal que P C
KBz € N(X). Por otro lado, sea P € N(X). Tomamos Z := {1(P); esto es, Z es el
espacio de las familias de escalares (£;).cp que son absolutamente sumables con la
norma dada por
[(§z)zepll := Z |€a]
xzEP

que lo convierte en espacio de Banach. Para x € P consideramos e; = (gy)yep € Z,
siendo e, =0siy# 2 ye, =1siy=x. Entonces tenemos

By =aco{e, : v € P}.



IDEALES DE OPERADORES E IDEALES DE CONJUNTOS 19

Definimos el operador K : Z — X, Ke, := z. Es claro que K es lineal y continuo.
Ademis,

KBz = Kaco{e, : € P} Caco{Ke, : x € P} =aco P € N(X).
Luego K € Ay y P C KBy. Es decir, P € N(X). O

Corolario 11. hy = ha,, .
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