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ABSTRACT. In this paper we give necessary and sufficient conditions in order
to a subset of the open unit disc to be a dominating set for weighted Bergman
spaces. A result of D. Luecking is generalized.

1. INTRODUCCION

Sea U el disco unidad abierto del plano complejo. Sip > 0y a > —1, denotemos
por AP (U) el espacio de todas las funciones f que son analiticas en U y tales que

1712 = /U AP = #12)® dm(2) < o0,

donde dm representa la medida de drea de Lebesgue. A2 (U) es conocido como el
espacio de Bergman pesado siendo w(z) = (1 — |2|*) el peso usual. Supongamos
que G es un subconjunto medible de U de medida positiva. Nuestro objetivo en
este articulo es encontrar condiciones sobre el conjunto G que garanticen que sea un
conjunto dominante para el espacio AP (U), esto es, para que se verifique

172 ~ /G |FIPw(z) dm(z)

para toda f € AP (U). Este tipo de problemas ha sido considerado para distintas
clases de funciones (ver, por ejemplo, [1] y [2]). En [3], D. Luecking los estudié para
los espacios de Bergman AP(U) clésicos, pero bajo otra perspectiva, a saber, tratando
de dar respuesta a cuestiones como, por ejemplo, qué propiedades ha de tener el
conjunto para que el operador f — f|g de AP(U) en LP(G) tenga rango cerrado. En
este trabajo, siguiendo la linea de [3], presentamos una generalizacién del resultado
principal de Luecking pero haciendo énfasis en la distribucién uniforme de la masa
de G tanto cerca del circulo unidad como en discos pseudohiperbdlicos. Sia € U y
n € (0,1), denotamos por D(a,n) al disco euclideo abierto centrado en a y de radio
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98 F. PEREZ-GONZALEZ Y J. C. RAMOS

(1 —|a|)n. Obsérvese que D(a,n) C U. El disco pseudohiperbélico de centro en a y
radio 7 es, por definicién, el conjunto
< r} .

A(a,r):{z:

Nuestro resultado principal lo podemos formular como sigue.

zZ—a

1—az

Teorema 1.1. Supongamos que G es un subconjunto medible de U, p > 0 y consi-
deremos el peso w(z) = (1—|2|?)® con a > —1. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(1) Ewziste una constante C' > 0 tal que

Jw@lrEF anzc [ weifEF an

para toda f € AR (U).
(2) Ewiste una constante 6 > 0 tal que

m(GND)>dm(UND),

para todo disco D cuyo centro estd sobre |z| = 1.
(3) Euxisten constantes 69 >0 y n € (0,1) tal que

m (G N D(a,n) > dom (D(a,n),

para todo a € U.
(4) Ewxisten constantes 61 >0 y m € (0,1) tal que

m (G N A(a,m)) > oim (Ala,m)),
para todo a € U.

La demostracién del Teorema 1.1 se reparte a lo largo del trabajo, ocupandonos
en la Seccién 2 de las equivalencias entre (2) < (3) < (4), las cuales tienen un
marcado caracter geométrico y pueden tener interés por si mismas, mientras que en
la Seccién 3 se completa la prueba haciendo intervenir la condicién analitica (1),
propia de los conjuntos dominantes.

2. DISTRIBUCION DE LA MASA EN DISCOS

Como ya apuntamos, en esta seccién nos centraremos en probar que las condicio-
nes (2), (3) y (4) en el Teorema 1.1 son equivalentes.
(2) = (3): Supongamos que el conjunto G satisface la condicién en (2) y sea a € U.
Denotemos por b al punto de la frontera que es extremo del radio que pasa por a.
Afirmamos que existen constantes C' > 0y 0 < 1 < 1, que dependen sélo de §,
verificando

1—la| <Cr,
(2.1) { laf <Cr,

m(DNU\D(a,n) <3im(DNU),

donde D es el disco con centro by un radio r que més adelante fijaremos.
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En efecto, notemos, en primer lugar, que la segunda condicién en (2.1) es equi-
valente a m (DN D (a,n)) > (1 —$)m(DNU) ya que

m(DNU\D(a,n)=m(DNU)—m(DND(a,n)).
Ademads, m (D NU) es una funcién creciente de r que satisface

0, r=0,
m(DﬁU):{ S

y dado que el centro de D esta en la circunferencia unidad, no es dificil comprobar
que

(2.2) im(D) <m(DNU) < %m(D)

para todo 0 < r < 2. Luego, dado § € (0, 1), podemos tomar

0

= — 1 —
r= (),

y €en consecuencia

s 52
2. D < —r?= 1-
(23) m(DAU) < 50 = 2 (1~ Jal)?,

con lo cual, haciendo C = %7‘(, se obtiene que 1 —|a| < C'r. Nos interesa ahora elegir
1 de modo que
5\ 62
(DA D) > (1-5) 3o (1= la)?.

Con este fin, consideremos el disco Dy contenido en D, tangente a D(a,n) en un pun-
to de U y cuyo centro estd en la interseccién de la frontera de D (a, n) con el radio que
pasa por a. Nétese que el radio de Dy es 7—(1 —|a[) (1 —n) = (1 — |a|) (& +n — 1),
y, por su construccion, se tiene que

2
(DO D (an) > m (D20 D(an) > gm(Da) = § (1= 1al)* (= 40 -1)

Haciendo
_ . 3
N 4’
tenemos que
m 2 62
mPAD () > 0l
y como & € (0,1), vale la desigualdad 2 160 > (1 5) 35- ¥ por tanto,

2
(DD ) > (1-5) g5 0= lal),

la cual, con (2.3), establece la validez de la segunda de las acotaciones en (2.1).

En lo que resta de la prueba de esta implicacién, supondremos que D y D (a,n)
estdn fijos. Comom (GND)=m(GNDND(a,n)+m(GND\ D (a,n)), GNDN
D(a,n) CGND(a,n)y G C U, podemos escribir que

m(GND)<m(GND (a,n)+m(GND\ D (a,n)),
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y como m (GN D\ D (a,n) < $m(DNU), queda que

m(GND) gm(GﬁD(a,n))—i—gm(DﬁU).

Por tanto 5
m(GND(a,n)>m(GND) —§m(DﬁU),

y dado que G satisface (2), se concluye que

m(GND(a,n) > gm(DﬁU) > gm"z

RS 2 1) 6°
= -7 | — 1 —la —- =M D a, )
8 <4w> (=l 8 (4 — 36) (Dtem)
lo que prueba que G satisface (3) con 0y = 48(47r,335)2'

(3) = (2): Supongamos ahora que G satisface (3) y sea D un disco con centro b
sobre |z| = 1 y radio r (< 2). En esta situacién, para n € (0,1) dado, existe un tinico
a en el segmento que une el origen con b tal que r = (1 +7) (1 — |a|) y D contiene
tangencialmente a D (a, 7).

Para tal a € U, por (3), se tiene que

m(GND)>m(GND(a,mn)) >dm(D (a,n))
2

= domn? (1 |al)? = domn?

(1+n)*
-~ 7’ m don? m
~ O 2 )

es decir, (2) se satisface con & = o2/ (1 +1)°.

Para probar la equivalencia con (4) es conveniente utilizar algunos sencillos lemas
técnicos que por completitud incluimos.

Lema 2.1. Siz € D(a,n) y2n/(1+n?) <r <1, entonces
D(a,n) C A(z,r).

Demostracion. Para w, z € D (a,n), la expresién

|2 — w|
|1 — wz|
alcanza el maximo cuando |z| = |a| + (1 — |a|])n v |w| = |a| — (1 — |a|) n. Asi resulta

que
o —wl <2(1—fa]),
1 —w2] < 1= (a| + (1~ Jal) ) (Ja] = (1= Jal)n) < (1 = Jal) (1 +77)

por tanto
lz—wl _ 20 _
1—wz| — 14702~

T,
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lo que significa que w € A (z, 7). O

Lema 2.2. Dado r € (0,1), existen una constante C,. que sélo depende de r tal que
para todo a € U se verifica que

& (1= la)? < m (A (@) < Cr (1 al)?,

Demostracion. Primero notemos que A (a,7) es un disco euclideo con centro C'y
radio R dados por

1—1r2 1-— |a|2
= —a = _r
1—7"2|a|2 ’ 1—r2 |a|2

Luego

2
1—|af*
m(A(a,r)) = 7r(7>22r2,
(1 — 72 |al )
y como |a| € (0,1), 1 — |a|* < 2(1 — |a) entonces
4mr?
(2.4) m(A(a,r)) < m (1—la))>=C1(r) (1= |a])?.

Por otra parte, como
2
(1 o) N
N2 > (1 — |al ) )
(1 — 172 |al )
entonces

2
(2.5) m (A (a,r)) > mr (1 - |a|2) > 12 (1= |a))? = Ca (r) (1 — |a|)? .
Luego de (2.4) y (2.5) se concluye que existe una constante C,. > 1 tal que
1
o (= Jal)? < m (A (a,r) < Oy (1~ Jal)?.
O

Ahora estamos en disposicién de probar las equivalencias relativas a la condi-
cién (4) del Teorema 1.1.
(3) = (4): Sea a € U y supongamos que existe n € (0,1) y G C U tal que se
cumple (3). Seleccionemos 1, € (0,1) tal que % < 11, entonces por (3), y los
Lemas 2.1 y 2.2 podemos escribir

m (G N A(a,m)) =m(GND(an) = dm(D(an)

(5 2
O m (A (a,m)),

= 607(- (1 - |CI,|)2772 > C(nl)

de modo que (4) se cumple con §; = §o7n?/C (7).

(4) = (2): Supongamos que existe 11 € (0,1) tal que (4) se cumple. Sea D un disco
con radio r, centro en |z| =1 y consideremos a € U tal que A (a, 1) estd contenido
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tangencialmente en D. Obsérvese que D tiene radio r = 1 — |C| + R, donde C es el
centro euclideo de A (a,71) y R es el radio euclideo. Por hipétesis podemos escribir

m(GND)>m(GNA((a,n)) > dm(A(a,m))

1= of*
= 617TR2 = 617’('77% ﬁ
(2.6) 1 —ni|al
2
1= laf*
1= laf* = (1 =) lal + (1= |al*) m

Por otra parte, dado que 71 € (0,1), entonces (nf 4+ 1) + (71 — 3) < 0, luego

(1= fal) (1 [a] +1) + (1= lal*) (m = 3)

< (1= o) (72 +1) + (1= Ja*) (m = 3) <0,

= 0ymnir?

y por tanto
3(1=lal*) = 1= ntlal* — (1= n?) lal+ (1~ lal*) m1.
Sustituyendo en (2.6) encontramos
1\* 1 1
m(GND)> <§> Simnir? = 56177%771 (D) > 56177%771 (DNU)
y (2) es cierto con § = $0173.

3. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1.1: PARTE ANALITICA

Probaremos en primer lugar que (1) = (4). Para ello, fijemos un 0 < 7 < 1 tal
que

1 1 1
3.7 — w(z)dn> ——(1-—|.
( ) ™ /|Z|<771 ( ) a+1 ( 20)
Con el cambio de variables z — == = ¢4 (2) cuyo jacobiano satisface:
2
/ 2 (1 B |a|2)
|<)0a(z)| = T _ 4

|1 —az|
la desigualdad en (3.7) queda

2+«
1 2\ % (1 B |a|2) 1 1
— 1—z) 7dm>—<1——>,
T /A<a,m> ( . 11— @zt a+l 2¢

donde se ha usado la identidad



CONJUNTOS DOMINANTES EN ESPACIOS DE BERGMAN CON PESO

Pero como

24a
E/U (1 - |z|2>a (1 - |a|2—> dm = L

™ (1 —az)* a+1
(vedse [4, pag. 53]) resulta que
2+«
[ () Callly !
— — |z -~ dm< — .
T JU\A(a,m) 11— a2 2(a+1)C
Ahora, aplicando la hipétesis de (1) a la funcién

(1 B |a|2>(2+a)/p

(Z) = (1 _az)(4+2a)/p 9y

podemos escribir

9 2+«
1/(1 | |2)°* (1_|“|) P
— — |z m ,
T Jo 1—az|"* T (a+1)C

9 2+«
1 N (1— lal ) 1
3.8 —/ 1—1z - < - dm> — .
(3:8) ™ GmA(a,m)( | |> |1—Ez|4+2a 2(a+1)C

de aqui que

103

Afirmamos que existe una constante C' = C (a,11) tal que, para todo z € GN

A (a,m), se verifica que

(3.9) (1= EP) (1 1o?) <Claym).

11— az|?

En efecto, usando la util identidad

() (1)

L T

observamos que, si a > 0y como |¢, (2)] < 1, se tiene [1 — |@a (z)ﬂ <1y (3.9)

vale trivialmente. Si —1 < a < 0, entonces |¢, (2)| < m1 para todo z € A(a,nm1) y

consecuentemente
21¢ 2\ @
(1= lea ()] < (1= m)",
de modo que (3.9) también es cierta para este caso.
Combinando (3.9) con (3.8) y teniendo en cuenta que

2
2
(1—|a|) A
<

— 4 —= 27
1 —az| (1 —1al)
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resulta
9 24«
1 1 N (1 — la )
- <= 1—1z - < dm
2(0[+ 1)0 o /GQA(a,nl) ( | | ) |1 _az|4+2a
4
<C(a,m) ———m(GNA(a,m)),
(1 —1af)
es decir,
C (a,
m(@na ) > oMo 2.

Por esta desigualdad y la estimacién en (3.9) podemos asegurar que existe una
constante 97 (dependiente de o'y 71) tal que

m(GNA(a,m)) > om(A(a,m)).

(3) = (1): Para probar esta implicacién requeriremos varios lemas. Supondremos
que &y y n estan fijados por hipdtesis y C representard una constante que sélo
depende de los pardmetros 1, a y p cuyo valor puede cambiar de una linea a otra.
Para simplificar, escribiremos D (a) en lugar de D (a, 7).

Lema 3.1. Eziste una constante C = C (a,n) > 0 tal que, para todo a € U,

(3.10) w(a) < Cinf{w(z):z€ D(a)}.

Demostracion. Notemos en primer lugar que para todo z € D (a), se tiene
(3.11) lal = (1= lal) 1 < |2] < |al + (1 = [a) .

Asi,

2 2
1—[z[" <1—[la] = (1 —a|)n]
=1—la* +2[a| (1 = |a])n — (1 — |a])*n*
< (1 — |a|2> +2 (1 - |a|2> n+ (1 — |a|2> 7>
= () (1= 1a),
con lo cual, para —1 < @ <0y z € D (a), resulta que
w(z) = (1=1F) > a+n™ (1-1af) =0 +n*w ),

lo que prueba que existe una constante C' = C (a, ) > 0 tal que (3.10) vale.
De manera similar, de (3.11) también se infiere que

L=z > 1= [la| + (1 — |a]) n]*
> 1—fla] + (1 — a[) 7]

> (1= fa) (1 =) > 2 (1= m) (1~ Jaf),
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luego, para @ >0y z € D (a) queda
2\ 1 “ 2\ 1 “
we = (1-1)"> [ja-n] (1-1) = [30-0] v,
asi que también en este caso podemos asegurar la existencia de una constante C' =
C (a,m) > 0 tal que (3.10) vale. O
Dada una funcién analitica f y 0 < A < 1, definimos el conjunto

Ex(a) = Ex(f,a) ={z € D(a,n) : [f ()| > Alf (a)]},

y el operador
1

B[ (a) = m/&(a) [fIP dm.

Por simplicidad asumiremos p = 1, advirtiendo que la prueba del caso general se
puede obtener con pequeiias modificaciones reemplazando |f| por |f|”.

Lema 3.2. Sea f analitica en U y a € U. Entonces

m (D (a)) ~ log Bl}(’;()al) + log 1

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que a =0y D = D (a)
tiene drea m (D) = 1. Aplicando la desigualdad de Jensen y estimaciones elementales
tenemos

togl (0) < | 1ol dm = [l dm s /| Bl dm
1
log (A |f (O d E),(0) ——— 1 d
Slg PO [ dmtm (B2 0) s | 1ogflam

<log (A [f (0)) [1 —m (Ex (0))] + m (Ex (0)) log Bxf (0),

donde hemos utilizado la concavidad de la funcién logaritmo en la iltima desigual-
dad. Restando log|f (0)| en ambos lados obtenemos

0<[1—m(Ex(0))]logA+m(E)(0))log |:B)\f (0)] .

|/ (0)]
Bx f(0)

Como quiera que log A < 0 y log [ 0] ] > 0, resolviendo para m (E) (0)) obtene-
mos

m (Ey(0)) >
Brf(0
log [ |*F(0<)|)} + log —}\

que era lo que se queria probar. O

Lema 3.3. Sea ¢ >0 y f analitica en U. Definamos el conjunto

€
A—{aéU.|f(a)|<m/D(a)|f| dm}.
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Entonces, existe una constante C que depende sdlo de n tal que

/wmmams&/V@m@Mz
A U

Demostracion. Por el Lema 3.1 y la definicién de A, para a € A tenemos

@) w (@) < Ce [ 11 ) gz Xoiw () w(2) dm ().

Integrando sobre A y usando el teorema de Fubini queda que

/w@wmmw
A

<C€/ [/ m XD(a)( 2) dm (a)| dm(2).
Afirmamos que existe una constante C' 1ndepend1ente de z tal que
(3:.13) / m( XD(a)( 2) dm(a) < C.

En efecto, usando (2.6) con r = 277/ (1 + n?) podemos escribir

XD(a) (Z) < XA(a,r) (Z) = XA(z,r) (CL) ’

donde la primera desigualdad se debe a que D (a) C A (a,r) y la segunda a que z €
A (a,r) precisamente cuando a € A (z,r). Luego la integral en (3.13) estd dominada
por

1
(3.14) /A(Z’T) D) D (@) dm (a) .

Puesto que para a € A (z,r), se tiene que

z—a 2n
1—az|~ 1+4+n?’
sigue que
(1 1) (1~ 1eP) “af o
_ —1- | =] 21— (L) =cm).
|1 —az| 1—az L+n

De aqui que

y por tanto
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Sustituyendo en (3.14) y aplicando el Lema 3.13 vemos que

1 C C
Joon TB@ O = T Sy O S g A )

< %cr (1-|z))*=C,
(1—z])

es decir, (3.14) estd acotada por una constante independiente de z; por tanto

Ju@lr@lin<ce [ wer e an.

y en consecuencia

[ s @lw am<ce [ 17w an
que era lo que se queria demostrar. O
En el siguiente lema supondremos que A < 1/2.
Lema 3.4. Sea 0 <e <1y f € AL(U). Definamos el conjunto
B={aeU:|f(a) <5?’B)\f(a)}.

Entonces existe una constante C' que depende sélo de n (y p) tal que
[ 1@l dn<ce [ 17 @l dn.
B U
Demostracion. Descomponiendo la integral como se indica

/wVMm=/ wUMm+/ wlf] dm,
B BnA B\A

observamos que la primera integral se puede acotar de acuerdo con el Lema 3.3 por

lo que
/ w|f|dm§/w|f|dm§05/w|f|dm,
BNA A U

para una cierta constante C' > 0. Para acotar la segunda integral, usemos el Lema 3.1
(lo cual es posible porque Ey (a) C D (a,n)) y el teorema de Fubini como en el lema
anterior, obteniéndose que

/ w(a)|f (@)] dm (a)
B\A

3 1
<& [w@UON [ gy @) dn@ dn ).

Mas, como ya se vio que existe una constante C' > 0 independiente de z tal que

! C
/B\A m(Bx (@) (a,2) dm (a) < =,

queda

/ wmmwms&/wmmam
B\A U
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y la demostracién estd completa. O

Continuando ahora con la prueba del Teorema 1.1, hagamos
F:=U\B={a€U:|f(a) >e*Brf(a)},

y eligiendo ¢ suﬁcientemente pequenio para que eC < 1/2 (tal eleccién depende
solamente de 7 y p?) tenemos que

[ sl dm = / wifldm+ [ wifian< [ wifan+eC [ wis am
< [wiftam+ 5 [ wistam,
F U

es decir,
(3.15) /w|f|dm<2/w|f|dm.
U F
B 1
Como %(ﬁ) < — para a € F, si seleccionamos A menor que €6/%0  por el Le-
a €
ma 3.2, podemos escribir
m(Ex@)  wmls(m) o d
m(D(a)) ~ log (%) + %log(s%) 2

En particular esto implica que
m (D (@)~ m (Ex (@) < Lm (D ().
Por otra parte, dado que Ej (a) C D (a), sigue de las hipdtesis en (3) que para
a€F,
m(GNEy(a)) =m(GND(a)) —m(GND(a)— Ey(a))
> dom (D (a)) — m (D (a) — Ey (a))
(3.16) =dom (D (a)) + m (Ex (a)) — m (D (a))

do

> dom (D (a)) = 5 m (D () = 5 dom (D (a)),

1
2
con A dependiendo sélo de 1, §y v p.
Por el Lema 3.4 y para a € F se tiene que
1 1
- dm > = do\
mw@»mem@M@V@|mf2ow@vm»

e integrando sobre F', y usando nuevamente el teorema de Fubini obtenemos

XD(a)( z) dm(a)| dm(z) > L son w|f| dm.
m 2 F

La mtegral entre corchetes se puede acotar como en el Lema 3.2 mientras que el
segundo miembro puede estimarse usando el Lema 3.3. Por consiguiente,

C/‘ |mu>z§%xéwwnﬂmn
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lo que completa la demostracion.
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