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ITERACION DE LA COMPOSICION DE SERIES FORMALES

LUIS M. NAVAS

ABSTRACT. This paper is a unified survey of the problem of finding composi-
tional roots of formal power series, that is, finding power series whose n-fold
iteration is a given series. We have set ourselves a twofold purpose: on the one
hand, we collect various results dispersed throughout the literature, such as the
theory of Schroder functions and continuous iteration of power series, and on
the other, we generalize many of these results from the complex numbers to an
arbitrary commutative ring, when possible, or to an integral domain or a field
when this is more natural. In doing so we give new proofs using the method of
successive z-adic approximations, which are valid in the general case. We also
treat the case of power series with coefficients in a field of nonzero character-
istic and torsion linear term. The paper is intended to serve as a convenient
reference for all these results.

Es un honor poder participar en el homenaje que la Universidad de La Rioja
ofrece con este libro al profesor Guadalupe Hernéndez, cuyo recuerdo sigue vivo en
cuantos le conocieron. Tuve la suerte de ser invitado por él a dar dos conferencias en
la Universidad de La Rioja y comprobar personalmente lo que me habian dicho: su
cordialidad, su amabilidad, su exigencia académica y su eficacia organizadora. Sea
este articulo mi testimonio de gratitud por un lado, y de admiracién profesional por
otro.

1. INTRODUCCION

Nuestra intencién al escribir este articulo es dar una visién unificada de varios
problemas relacionados con la composicién en anillos de series formales. El primer
problema es el de la existencia y extraccién de raices «composicionales». Dada una
serie formal f y un entero positivo n, cudndo se puede asegurar la existencia de una
serie g tal que g°" = gogo- - (; veces) 09 = f7 De esta pregunta derivan légicamente
otras, como cudntas raices hay y cémo se construyen a partir de f.

Una solucién elegante de este problema es mediante la extensién de la operacion
de potencia composicional (iteracién) desde los enteros positivos a exponentes més
generales. Por ejemplo, si se puede definir la exponenciacién composicional g =
f°1/2 ésta debe ser una raiz cuadrada composicional de f, es decir, gog = f. En el
caso de un anillo de series formales sobre un cuerpo, para un determinado tipo de
serie se puede definir una iteraciéon «continua» con exponentes en el cuerpo.

Otra manera de resolver los problemas de raices composicionales es mediante la
determinacién de clases de representantes sencillas para las clases de conjugacion de
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las series formales bajo la accién del grupo de series invertibles. Esta conjugaciéon
es la denominada conjugacion topoldgica en sistemas dindmicos, y que aqui espe-
cificamos como conjugacién topoldgica formal. Por ejemplo, si denotamos la serie
identidad por 2 y f es una serie conjugada a —1, es decir, f = A7! o (—1) o A, en-
tonces fof=A"1o(—1)o(—2)oA=A"1or0) =1 dando asf una raiz cuadrada
composicional de la identidad.

El método de las clases de conjugacién es el adoptado por ejemplo en [10], [9],
y [7]. Nosotros utilizaremos el método de aproximaciones sucesivas, que proporciona
ademas algoritmos computacionales directos para el calculo de iteraciones.

Una serie f, «genérica» en un sentido que especificaremos, es conjugada a su
parte lineal, y la funcién, debidamente normalizada, que realiza la conjugacién, se
denomina funcion de Schrider de f. Esta parte de la teoria es la mas sencilla,
por corresponder, en el caso de un cuerpo, a la ausencia de torsién en el término
lineal, un hecho que se refleja en el estudio de sistemas dindmicos sobre los nimeros
complejos, en la clasificacién de los puntos periddicos ([1], cap. 6).

En este trabajo, ademés de presentar resultados dispersos en la literatura, con
el fin de proporcionar una referencia unificada, extendemos varios resultados de los
complejos C a un anillo conmutativo en general cuando sea posible, y en otros casos,
en interés de simplificar la exposicién, a un anillo integro o a un cuerpo. Obtenemos
resultados para cuerpos de caracteristica arbitraria en § 6.

2. PRELIMINARES

Sea R un anillo conmutativo, y consideremos el anillo de series formales R[[z]]
sobre R. Denotaremos por m = m(R) al ideal (z), por m* = m*(R) al grupo de
series invertibles respecto a la composicién, (aquellas series f = > 7 a,2" € m
con a; € R*) y por ¢ a la serie identidad. Damos a R][[z]] la topologia generada por
este ideal, denominada z-adica. Es equivalente a la topologia producto en el espacio
de sucesiones RY, con la topologia discreta en R.

Para a € R, sea [a] = az, y [R] = {[a] : a € R}. Entonces ([R],+,0,0,1) es
un anillo, y la aplicacién a — [a] es un isomorfismo de anillos R — [R]. [R] es un
submonoide de (m,o0,1). La estructura (m,+,0,0,1) no es un anillo, pues se cumple
la ley distributiva (f + g)oh = foh+goh, perono fo(g+h) # fog+ foh.
Esta propiedad es la tinica que falta para que (m,+,0, 0,2) sea un anillo.

Denotamos por D a la derivada formal. La aplicacién 6f = Df(0) : m — R
es un epimorfismo de monoides entre (m,o,1) y (R, +,0). Obviamente sobre [R]
es el isomorfismo inverso de a — [a]. Llamamos morfismo de linealizacidn a la
composicién

Lf=[Df0) : m— [R

ya que extrae de f = Y °  a,z" € m su término lineal a1z = [a;1]. Es un endo-
morfismo del monoide (m,o,1) que ademéds es morfismo de los grupos aditivos. Se
deduce que L : m* — [R*] es un morfismo de grupos, en particular Lf~1 = (Lf)~1.

Como la imagen de L es [R], que es un anillo conmutativo bajo +, o, las relaciones
L(f+9) = Lf+Lgy L(fog) = LfoLg, L = v implican que L(fog) = LfoLg = Lgo
Lf=L(gof)y L(fo(g+h)) = LfoL(g+h) = Lfo(Lg+Lh) = LfoLg+LfoLh. Por
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tanto, aunque no sea (m, +, 0, 0,1) ni anillo ni conmutativo, L tiene las propiedades
de un morfismo de anillos conmutativos. Lo mismo se puede decir de § : m — R,
df = Df(0).

El conjunto 2 + m? = {f : f = 1médm?} = {f : Lf = 1} es un subgrupo
de m*, normal al ser el nicleo de L : m* — [R*] y de § : m* — R*. Se tiene la
descomposicién en producto directo

m* = [R*] o (1 4+ m?) = (1 +m?) o [R']
que corresponde a la normalizacién del término lineal: si f € m*, con §f = a € R*,
entonces L([a] ™1 o f) = L(fola]™!) =1
Definicién 2.1. Dado a € R, es ttil considerar el conjunto

Co={Aem:)doja] =la]o A}, Cr =CoqNm*,

de series que conmutan con [a], es decir, tales que A(az) = aA(z). Obviamente
[R] C C, al ser R conmutativo, y Cy = C; = m. En general, C, caracteriza a los
conjugados de [a] : Al o[a]JoA=p"tofalopy < Iye€Ch:p=70A\

Lema 2.1. Sea R un anillo integro. Entonces

C [R] st a no es raiz de la unidad,
¢ zR[[z™]]  sia es una raiz primitiva m-ésima de la unidad.

Sea K el cuerpo de fracciones de R y m el orden de a en el grupo multiplicativo K*.
El primer caso se puede considerar como un caso particular del seqgundo, poniendo
m = 00, ya que z-ddicamente se tiene R[[2*°]] = R[[0]] = R.

Demostracion. Sea X = Y .2 anz". Entonces A\ € C, <= A az) —al(z) =
Yoo (ana®—ana) 2" =0 <= ay(a”—a) =0 Vn > 2 (paran = 1es automadtico).
Si a no es raiz de la unidad, entonces a™ # a para todo n > 2, y las condiciones se
cumplen si y solo si a, =0 Vn > 2, es decir, A = [a1].

Si @ es una rafz primitiva m-ésima de la unidad, entonces a" = a <= a""! =
1 <= n = 1mdd m, luego las condiciones son equivalentes a a, = 0 Vn #

Imédm <= A=) anz" <= X € zR[[z™]]. O

n=1 méd m “'n

Ejemplo 2.1. Sia = —1y car R # 2, entonces m = 2 y C_1 = zR[[2?]], las series
pares.

Nota 2.1. Las condiciones an(a™ —a) = 0,n > 2 <= X € (C, son vélidas en
cualquier anillo. En general, si e es idempotente, €2 = e, entonces C, = m. Si R’
denota a los divisores de 0 en R, entonces a,1 —a™ ¢ R° Vm >1 = C, = [R].

Lema 2.2.
f=gméd 2™ = P =g"méd 2"t fgem, m>1.
Demostracion. Basta observar lo siguiente:
ff=g" = ="+ g+ g g ) = 0 O,

Corolario 2.3. f =azméd 2?2 = [ =a"z" méd 2"t para n > 0.
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Lema 2.4 (Desarrollos de Taylor). Sea f € R[[z]]. Si Z C R*, entonces en R][z, w]]
se tiene

D?f(z = D" f(z
fz+w)=f(z) + Df(z)w + sz—i—---: Z Aw"
2! n!
n=0
Demostracion. Para potencias f(z) = zP es simplemente el desarrollo del bino-
mio, ya que D"2P = n!(i)zp*" paran < py D"zP = 0 para n > p. Entonces
S 2w =3P (P)2Pmm w" = (2 + w)P. Por linealidad la férmula es valida
para polinomios, y por continuidad z, w-adica para cualquier serie. O

Nota 2.2. La férmula truncada lineal f(z +w) = f(2) + Df(z) w + O(w?) es vélida
en cualquier anillo. En general si 1,2,...,p — 1 € R*, es valida hasta orden p.

Corolario 2.5.

folgrm=3 LI

n=0

(fog)+(Dfog)h+0O(h*),  g,h,em

(la aprozimacion lineal es vdlida en cualquier anillo).
Lema 2.6. Para m > 2,
f=a1z+anz"+ 00" = " =a2" +nal tan" T+ 0.

Demostracion. Por el Lema 2.2, f* = (a1z+a;,2™)"+0(z™F1+7~1) Desarrollando
el binomio, queda Y°;" o (7)(a12)" ! (amz™)" + O(z""™), y separando los términos
de grado | = 0,1, queda af2" 4+ nal a2t + O(z"H2(m=1D) L O(z"tm) =
ap 2™ + nat a2V 4 0>z m). O

Lema 2.7 (Férmula de Composicién Iterada). Si f = ¢ + b2+ + O(2™*2), con
m>1,y f=¢=az+ O0(z?), entonces para todo n > 1,
fon — ()Oon + anflb (1 +a™ +a2m N _’_a(nfl)m) Zm+1 +O(Zm+2)

Demostracion. Por induccién en n. El caso n = 1 es trivial. Suponiendo cierta la
férmula para n, y usando la aproximacion lineal de Taylor, se tiene

P = o f =™ o f 4 a" T (L a™ 4 oot ol L O

= (p + b2+ 0("12))
+a" (14 am 44 al" T (@ 40 ()
+0(zm*?)

=" (@) + (D™ () - (bz"H + O(=™H2)) + O (22 )
+a™b (L4 a™ 4 a2 L O H?)

=D+ (De™)(p) - b
+a"b(a™ + a®™ 4 -+ a™™) 2T £ O™ F?)

y ahora

p=az+0(*) = ¢" =a"z+ 0(z?)
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= De°" =a" + 0(2)
= D" (p) =a" + O(p) = a"™ + O(2)
de modo que
folnt) — Lot )y grpmtl | gnh (g™ 4 @2 4 4 ) 2 4 O(2MH2)
=D L g™ (14 a™ 4+ a®™ 4 -+ a"™) 2™ 4 0(z™?)
lo cual demuestra la férmula para n + 1. O

Nota 2.3. El lema es valido para cualquier anillo, ya que sé6lo usamos el desarrollo
de Taylor lineal. Esta férmula generaliza el Teorema 2.6.4 de [1].

Corolario 2.8. Si f = ¢+ bz™" + O(z™?), f = ¢ = 2 mbd 22, entonces [ =
©°" + bz + 0>z F2), m > 1.

3. TERMINO LINEAL LIBRE DE TORSION: TEOR{A DE SCHRODER

Teorema 3.1. Sea a € m*,a € R* con a = [a] méd m?. Si 1 —a™ € R* para todo
m > 1, existe una tnica A =1 méd m?, tal que o« = AL o [a] o \.

Demostracion. Empezamos con la unicidad. Si A\, p € m, y a,1—a™ € R* para todo
m > 1, entonces A~ lo[aloA = p~to[aloy <= poA~! € C, = [R] (Lema 2.1) <=
Je € R: pu=[c] o A = ¢\, luego cuando normalizamos poniendo A\ = p = z méd 22,
obtenemos ¢ = 1, por tanto u = .

La normalizacién es siempre posible, pues dado cualquier A € m* tal que a =
A~1o[a]o, para todo ¢ € R* tenemos ([c]o)) ~to[a]o([c]oN) = A~ to[c] ~tola]o[c]o =
A~1o[a)oX = a de modo que eligiendo ¢ = a~! normaliza \ y preserva la conjugacién.
Esto funciona porque al ser R conmutativo, [R] C C,.

Construimos A mediante aproximaciones sucesivas A, = >, £,2" tales que
Am 0 @ = a\y, méd 2™ Para m = 1 esto se reduce a la igualdad de los términos
lineales: \y = 2y L(M o) = Lo = [a],L(aM1) = L([a]) = [a]. Supongamos
que hemos construido fy,...,4, tales que A\, o a = a)\, mdod 2™+ Buscamos
0 =Ly tal que A\py1 = Ay +£2™F1 satisfaga A1 0 = a1 m6d 2™ 2. Sean
w, & € R[[z]] definidas por a = 2& y Ay 0 — a\,y, = 2™ . Observar que a(0) = a.
Entonces

Amt1 © @ = a1 mod Zmt2
(A + 2™ 0 o = adg, + alz™ méd 2™ 2
Am 0 @ +La™ 1t = a),, + alz™ méd M2
Am 0 @ — ady = alz™ — fa™ ! méd 22
m-+1

Zm+1 o gzm+10~[m+1 m+2

2T =al mod z
p=al —a™ ! méd z

w(0) = al — La(0)™H

w(0) = al — ba™*!

fa—a™) = p(0)

LI A
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y como a — a™t! € R* para todo m, podemos resolver esta ecuacién, quedando
l="tlmi1 = (a—a™)=1 p(0). O

El teorema dice que « es conjugada a su linealizaciéon La. Como sistemas dindmi-
cos en la topologia formal, o y La son topolégicamente conjugados. Escribiremos
a ~ (si a, [ son conjugados por un elemento A € m*.

Definicién 3.1. La funcién normalizada A que realiza la conjugacién se llama fun-
cion de Schrider de «.

La «ecuacién de Schréder» A(a(z)) = aA(z) fue introducida por E. Schréder
en Math. Annalen 3 (1871), en el contexto del desarrollo asintético del término
general x,, de una sucesién de iteraciones x,+1 = f(z,) de un punto zy por una
funcién analitica f, en el caso de ser |f'(0)] < 1. El Teorema del Punto Fijo de
Banach implica que lim,, x,, es un punto fijo atractor de f. Ver [3], cap. 8. Para los
aspectos de eficiencia computacional, ver [4], p. 512-513 y [2]. El Teorema 3.1 es
una generalizacién de la Proposicién 4 de [9].

Obsérvese ademas que Lf es la tinica serie lineal que puede ser conjugada a f,
vaque f=A"lofaJoN = Lf=L\'oL[aJoL\= (LA to[a]oL\=]a].

Corolario 3.2. Si R = K es un cuerpo, entonces f ~ Lf sidf € K* no es una
raiz de la unidad, es decir, 6 f ¢ Tor K* (torsién multiplicativa).

Demostracion. Sea a = §f. Se tiene a™ # 1 para todo m > 1; por tanto a,1 —a™ €
K*. O

Corolario 3.3. Si R es integro, con cuerpo de fracciones K, entonces f ~ Lf en
K([[2]] si 6f # 0 no es una raiz de la unidad.

Nota 3.1. La funcién de Schroder existe, pero en K[[z]], no necesariamente en R[[z]].
Por ejemplo, considerar el anillo de enteros p-adicos R = Z, y a = g donde q es
un primo que satisface ¢ = 1 méd p. Ciertamente ¢ € R*, ¢ no es una raiz de la
unidad, pero ningin 1 —¢™ es una unidad en R; por tanto estos términos introducen
denominadores en la funcién de Schroder.

Teorema 3.4 (RACES COMPOSICIONALES 1). Sea o € m* con o = [a] méd m?, de
modo que a € R*. Suponer que 1 —a™ € R* para todo m > 1. Para todo p > 1, hay
una correspondencia biunivoca entre los b € R* tales que bP = a, y los § € m* tales
que B°P = «, dada por 63 = b.

Demostracion. Sea A la funcién de Schroder de «, o sea, @ = A~1 o [a] o A. Suponer
que 5°P = o, con §3 = b. Como J es un morfismo de monoides, b = a. Entonces
be R ycomol—a™ =1—b" = (1—b")(1+b™+ -+ b=y ¢ R* se
tiene 1 — b™ € R* para todo m > 1; por tanto [ es conjugada a LG = [b]. Sea u
la funcién de Schréder de (3, de modo que 3 = p~! o [b] o u. Entonces a = 3P =
(W toblop)? =ptofb]Pop=pu"to[bPlop=pu""ola]op. Por unicidad de
la funcién de Schréder, p = A. Por tanto toda solucién de 8°° = a debe ser de la
forma 3 = A~1o[b]o A, donde b = §3 satisface b” = a. Reciprocamente, dada una tal
b, 3= A"1o[b]o\ es una solucién de 3°7 = a. Esto demuestra que b — A~ o[b]o A
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es una correspondencia biunivoca entre las soluciones de b? = a y de 3°? = «. La
correspondencia inversa es 3 — 0. O

Diremos que la serie § levanta b si 63 = b, y que (8 estd por encima de b. Hemos
demostrado que toda solucién b € R* de VP = a levanta de manera tnica a una
solucién de 3°P = «, y todas las soluciones de °P = « se obtienen asi.

Corolario 3.5. Sea K un cuerpo y o € m*(K) tal que da = Da(0) no es una raiz
de la unidad. Entonces dado p > 1, para cada b € K* tal que bP = a, hay una inica
B €m* tal que 65 =b y B°P = «, y todas las soluciones de °P = « se obtienen de
esta manera. En particular, hay a lo sumo p soluciones.

Corolario 3.6. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado y o € m*(K) tal que
da = Da(0) no es una raiz de la unidad. St p > 1 es primo con la caracteristica de
K, entonces 3°P = « tiene exactamente p soluciones, por encima de las p soluciones
de b? = a (la condicién sobre p implica que P — a es separable).

Los casos particulares del Teorema 3.4 y los corolarios para R = C son tratados
en [8], donde se trata una forma alternativa de calcular las soluciones.

4. RAICES COMPOSICIONALES DE LA IDENTIDAD

Si R = K es un cuerpo, hemos visto que cualquier f € K[[z]] con 6 f ¢ Tor K*
es conjugada a Lf. Si 6f =a € Tor K*, y a™ = 1, entonces f = A"to[alo), A€
m* = fm=X"1o[a]"oA=A"1o[am]oA=A"1o[l]o) =1 demodo que la
Gnica manera que f puede ser conjugada a Lf es si f es una raiz composicional de
1. Esto plantea la determinacion de dichas raices, y la cuestion de si son conjugadas
a su parte lineal. Volvamos al caso de un anillo general. Para h € m, sea h* el
endomorfismo de R-algebras h*(f) = f o h.

Teorema 4.1. Si p°" =1 yn € R*, entonces ¢ es conjugada a su parte lineal.

Demostracion. Sea w = dp, de modo que w™ = 1. Queremos encontrar A € m*
tal que A o ¢ = wA, equivalentemente, p*(A) = wA. Consideremos por tanto el
endomorfismo de R-mddulos S = ¢* —wl. Si ¢°" =1, entonces *" = 1; luego si

A = QP*(nfl) +w<p*(nf2) N wnf2<p* _’_wnfll
entonces AS = SA = " —w" = ¢** — 1 = 0. Poniendo A = Az da un elemento
obvio de ker S, A = A1 = @D £ o2 £ ... 4 " 2p 4 w1y vy ademds
A =nw" 1 = nw ! méd m?, luego si n € R*, A es invertible. O

El Lema 4 de [7], que se demuestra mediante el Teorema de Riemann para regiones
simplemente conexas en C, es una versién analitica del Teorema 4.1.

Nota 4.1. imgA C ker S ya que SA = 0. Si n es invertible, entonces se da la
igualdad: SA =0 <= A =w\ = AN =nw"" I\ = A\ = AZ)N € imgA.
La funcién conjugante A estd determinada salvo composicién a la izquierda con una
seriede C% : A lofw]lod=ptofwlop < Iy Cl:p=~v0X Sid|nesel
orden de w, recordar que C,, = zR[[z¢]].

Corolario 4.2. Sin € R* y ¢°" =1, con p =1 mdd m?, entonces ¢ = 1.
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Demostracion. ¢ = 1 méd m? significa que dp = w = 1, luego ¢ es conjugada a
[1] = 2, por tanto ¢ es igual a 1. O

Corolario 4.3. Si ¢°" = [w] con W™ =1 ym,n € R*, entonces p ~ Ly, ya que
@M = [W]°™ = [W™] = .

Lema 4.4. Supongamos que « satisface o ~ La y que toda raiz n-ésima com-
posicional 3 de a también satisface 3 ~ LB. Sea o = A~' o [a] o \. Entonces
B =a < B=p"tolblou, dondeb” =ayu=vyoMyeCk

Demostracion. Primero, veamos que tales elementos son de hecho raices composi-
cionales n-ésimas. Si 3 = pu~to[blop, con b” = ay pu = yo Ay € C, entonces
B =putob]topu=ptoplou=putolalop=A"tolaloA=a.

Ahora supongamos que (3° = « es cualquier raiz. Sea b = 3. Entonces b = a.
Como B ~ LB = [b], existe un u € m* tal que 3 = p 1o [b] o u. Entonces a = 3" =
pob") o= u o [a] o i por tanto p o [a] o p = A~ o[a] o A, luego = 70\
con vy € Cy. O
Teorema 4.5. Sean m,n € R*, y a € R tales que a™ = 1. Las soluciones de la

ecuacion [°" = [a] son los conjugados de [b] por elementos de C¥, donde b es una
solucion de la ecuacion b™ = a en R.

Demostracion. o = [a] satisface o ~ La trivialmente, con A = 2 como funcién
conjugante. Si 5°" = [a], entonces 3 ~ L{ ya que $°™"™ = 1. Por el lema, 3°" =
[a] &= B=p"tobloy,conpu=vyeC’yb"=a. O

Corolario 4.6. Sin € R*, las raices composicionales n-ésimas de 1 son los conju-
gados por m* de [w], w € R, w" = 1.

Demostracion. Este es el caso m = 1, y el hecho que C} = m*. (]

Corolario 4.7. Si2 € R*, las series f € m tales que fof=1son f=X"1o—10)
donde A € m*.

Demostracion. Este es el cason =2, m = 1. O

Teorema 4.8. Sea K un cuerpo de caracteristica 0,a € K*. Entonces para todo
n € N las soluciones de la ecuacion °" = [a] son los conjugados de [b] por elementos
de C%, donde b € K es una solucion de b" = a.

Demostracion. Como [a] = L[a], [a] ~ L[a] trivialmente por :. Sea 5°" = [a], con
b=04p. Si a € Tor(K*), entonces 3 ~ L porque es una raiz composicional de 2. Si
a ¢ Tor(K™*), entonces como b" = a, también b ¢ Tor(K*), y por tanto § ~ L3 por
la teoria de funciones de Schréder. Asi que cualquier aw = [a] satisface las hipétesis
del Lema 4.4, con A =1, y el resultado se deduce de él. O

Nota 4.2. Si a ¢ Tor(K*), entonces C, = [K]; por tanto cualquier v € C* tiene
la forma v = [¢], con ¢ € K*, y vt o [blovy = [c tbc] = [b] para cualquier b.
El teorema dice que en este caso las soluciones de 3°" = [a] son precisamente los
elementos [ = [b] para cada solucién b de b = a. Esto también se podia deducir
usando funciones de Schréder: si a ¢ Tor(K*), la funcién de Schréder de a = [d]
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existe y estd caracterizada por A € 2+ m? y [a] = A1 o [a] o \. En otras palabras,
A€ Cr=[K*], y 6\ = 1, por tanto de hecho A\ = 2. Hemos mostrado que las
soluciones de 3°" = [a] son los conjugados 3 = A~1 o [b] o )\, donde b" = a. Como
A =1 en este caso, 8 = [b)].

5. RAICES COMPOSICIONALES EN 7 + m?2. ITERACION CONTINUA

Teorema 5.1. Sea o = 1médm?, p > 1. Si p € R*, hay una tnica serie 3 =
1 méd m? tal que 5°P = a.

Demostracion. Sea a = Y o~ anz™, con a; = 1. Sea ay, = Yon-; anz™. Construi-
mos por aproximaciones sucesivas una sucesion b, tal que 3,, = >_""_| b, 2™ satisface
BP =y, méd 2™ para todo m > 1. Si f=>"°7 | b,2", tomando el limite queda
ﬂop _

= a.

Definimos b; = 1. Entonces [5; = @ satisface la condicién con m = 1. Suponemos

que hemos hallado by, ba, ..., by, tales que 8P = a,, méd 2"+, Sea a,, — BP =
2™+ p., de modo que p,, solo depende de ay,...,am,b1,...,by,. Demostraremos

que hay un tnico b = by, 11 tal que Bp11 = Bm +bz™! satisface ﬂfrfﬂ = Q1 méd
2m+2 Recordando que B 1 = Bm+b2" 1 +0(2"12), i1 = B = 2 méd 22 =
B = BP + pbz™ ! 4+ O(2™F2), tenemos

ﬂfrfﬂ =y méd 2™ = 3P 4 pbz™ ! = a4 méd 2™

= B2+ pbz™ T =y + a1 2™ méd 2™

— pbz™ " = (i — BP) 4 a1 2™ méd 22

— pbz™ " = 2™ 4 2™ méd 22

< pb= pm + amy1 méd z
> pb= pm(o) + @m+1
luego si p es invertible en R, esto equivale a
pm(0) + a1
p
lo cual expresa b,,;1 por recurrencia en términos de ai, ..., Gm+1,b1,...,byn. Por
tanto una vez puesto b; = 1, los demas b, estan determinados de manera tinica por
las condiciones 8P = a,, méd 2™ L.
Como cualquier 3 = > bnz" que satisface 3°° = o autométicamente satisface
Bfrf = BOP = a = ay, m6d 2™ la construccién previa muestra que si by = 1,
entonces 3 = . O

bm+1 -

No hemos encontrado una referencia explicita al resultado del Teorema 5.1 en la
literatura consultada.

Corolario 5.2. Si R tiene caracteristica 0, y Q C R, entonces (+ +m? 0,1) es un
grupo divisible, con raices unicas.

También podemos usar el teorema para dar otra demostraciéon del resultado:

Corolario 5.3. Sip € R* y ¢°? =1, con ¢ =1 méd m?, entonces ¢ = 1.
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Demostracion. 1 satisface 1°P =1, y + = ¢+ méd m?. Por la unicidad expresada en el
teorema, p = 1. (]

Procederemos ahora a esbozar la teorfa de Brent y Traub, [2]. El propésito de su
trabajo era dar métodos efectivos de calculo para las potencias composicionales de
una serie. Reformulamos su método algebraicamente para definir una potencia com-
posicional en 74+ m? con exponentes en R cuando R es un cuerpo de caracteristica 0.

Definicién 5.1. Dados oo € m, ¢ € R[[z]], definimos los conjuntos
M,={fem:pof=¢Df}
Mg = M, Nm",
M, = {pe RI[]: a € M,).

Proposicién 5.4. M, es un submonoide de (m,o,1). Mg es un subgrupo de m*.
M/, es un R-submddulo de R[[z]].

Demostracion. M, es un submonoide de m puesto que p o1 = ¢ = @D, luego
1€ My, ysi f,g € My entonces pof = @Df, pog =pDg = pofog = (pDf)og =
(pog)(Dfog) =¢pDg(Dfog)=¢D(fog) = fog € M,. M} es un subgrupo de
m* puesto que f € M, Nm* = pof=pDf = o= (pof 1)(Dfof 1) =
@Df~t = (pof ) (Dfof 1 )Df ! = (pof )D(fof ') =pof ' = [l €M,
Finalmente, M/, = {¢ : poa = pDa} = {¢ : (a* — Da)p = 0} = ker(a* — Da),
donde para § € RJ[[z]], denotamos también por [ al endomorfismo dado por la
multiplicacién por 3 : f — [f. Esto demuestra que M/, es un R-submddulo de
R[[2]]. Por supuesto a € M, <= ¢ € M/, O

Nota 5.1. Supongamos de ahora en adelante en esta secciéon que R = K es un cuerpo
de caracteristica 0. El siguiente teorema redne los resultados de [5], Lema 9.4 y su
aplicacién a la computacién de iteraciones en [4], §4.7.

Teorema 5.5.

(1) Dada o € 1+ +m? con m = ord(a — 1), hay una tnica ¢ € ™™ +m™ tal que
o€ M,.

(2) Dada ¢ € ©™ +m™*L conm > 2, ya € K, hay una tnica o € 1+ +m? tal que
a=z+a"+0(E"") yae M,.

Demostracion.
(1) (Unicidad). La hipdtesis sobre « significa que es de la forma
Q=2+ amz™+ 0", Da =1+ ma,,z"" " +0(z™), am # 0.
El resultado dice que M/,N (2™ +m™*+1) es un punto. Suponer que ¢, € M/, N (2™ +

m™ 1), Entonces ¢ — 1 € M/, Nm™*!. Se podra concluir el resultado si podemos
demostrar que

aci+m? ordla—1)=m = M, Nm™ =(0),
lo cual equivale a

M. nm™=(0) aci+m? n>ordla—n1).
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Interpretando m*> = (0), este resultado también es valido para m = co.
Supongamos que f € M/ Nm™*+1. Si f # 0, podemos escribir f = ZZO:M cn 2™,
con pt >m+1yc, #0. Se tiene

O:foa—fDa:icn(a"—z"Da)

n=p
o0 o0
= Z Cn(n —m)a, 2™ 4 Z o(z™*m)
n=p n=p

— cu(pt — Mg 2T 4 O

y por tanto debe ser ¢, (1t —m)an, = 0. Pero por hipdtesis, ninguno de estos factores
son 0, luego llegamos a una contradiccion; por consiguiente f = 0.

(2) (Unicidad). Supongamos que «, 8 € M, con «, 3 € z + az™ +m™F1. Observar
que «, 8 € m*. Primero, tenemos que demostrar que

f=2z4+az"+0E" = fl=z—az"+ 0™,
Esto se hace ficilmente. Sea g = f~! = oo bpz™. Entonces g™ = b'z™ +
O™ = 2=fog=g+ag™+0E"") =biz+ -+ bpz™ +ab"2™ +
O™ = by=1, by+abl =b, +a=0 = b, = —a.
Ahora o, f € M} = aof e M}, yaof ™t =" +a(3 )" +0("") =
z—az™+az™+ O0(z") = 2+ 0(z™) € 1+ m™ ) N M, luego para concluir
que « = 3, basta con demostrar que

ord(p) =m = (+m™)NM, = (1)

lo cual equivale a

(t4+m*)N M, =(2), n>ord(p).
Esto se puede demostrar de manera similar al primer caso. Igual que antes, el caso
m = 0o es trivial, asf que supongamos m < co. Si f € v+ m™F! f £ 4 entonces
f=z+auz"+0(=z""), con p>m+1,a,#0.Sea p =13 " b,z", con by, # 0.
Ahora, si f € M, entonces

o0
0=pof—¢Df = 3 bu(f" = 2"Df) = bu(m — p)a,z" """ 4+ O("H)
n=m

pero by, (m —p)a, # 0 ya que by, a, # 0, m < u. Por tanto si f € (14+m™ )N M,
debe ser f =1.

(1) (Construccién). Dada o = 24 ap 2™ +O0(2™ 1), m > 2, a,, # 0, construimos por
aproximaciones sucesivas una sucesiéon ¢, = 2™ + by, 41 24 bm+n,1zm+"*1
tal que ¢, o a = ¢, Do méd 22" +"~1 Tomando el limite cuando n — oo nos da la
© requerida.
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Empezamos con ¢; = z™. Debemos verificar que ¢; o o = ¢ Do méd 2™, En
general, para cualquier n > 0,

zZ"oa—2"Da=a" - z"Da
= 2" 4+ Nam 2™ O™ = 2 (14 man 2™+ 0(2™))

= (n—m)anz"T" £ 0>z,

Para n = m esto se reduce a O(2*™), como querfamos.

Supongamos que n > 1 y que hemos encontrado b,, = 1,041, - - -, bgn—1 tales
que @, oa = ¢, Damdd z?"+"~1. Sea ¢, o a — ¢, Da = 22"+~ Poniendo
Oni1 = Pn + bz™T™ tenemos que encontrar b = b, 1, tal que

Ont1 0= ppy1 Daméd 22

— ppoa+ba™" = @, Da 4 bz™ " Do méd 22T
= ppoa—p,Da=b("""Da—a™™) méd 22"
= 22y = b (2™ Do — o™ 1) méd 22

2m+n—1 2m—+n

— 2Ly = _bnay,z mod z
<~ 1 = —bna,, mdd z
< Y(0) = —bnan,

de modo que, efectivamente, la solucién es tnica:

v(0)

N,

bm+n -

Obsérvese la importancia de tener o = 2 méd m2. Si hubiera otro coeficiente de
primer grado, sus potencias no cancelarian de manera tan efectiva en z" oa — 2" Da.
(2) (Construccién). Dada ¢ = 2™ + O(2™*1), construimos por aproximaciones su-
cesivas una sucesion «,, = z + az™ + am+1zm+1 + -+ am+nflzm+"*1 tal que
Yo ay, = pDa, méd 22T ~1 Tomando limites nos da la serie a requerida.

Empezamos con a3 = z + az™. Debemos verificar que ¢ o a; = pDa; méd 22m,
En general, recordando que si ¢ = > >0 b,2" y f = z + au2” + O(z"T1), con
p > 2, entonces p o f — @Df = by (m — p)a,z™ 1 4+ O(z™HH), para f = o se
tiene = m, y la expresién se reduce a O(z*™).

Supongamos que n > 1 y que hemos encontrado a,, = @, @mmi1, - - -5 Gmin—1 tales
que ¢ o a, = @Da, méd 22mT""1 Sea ¢ o a, — pDa,, = 2?14y, Poniendo
Qn41 = Qp + czm+”, tenemos que encontrar ¢ = a4, tal que

00 api1 = pDay, 4 méd 22mHn

> po(an+cz™™) = p(Day, + (m +n)ez™ 1) méd 22m+n
> poa, + (Dpoay)cz™™ 4+ O(z2m2n)

= pDa, + (m +n)cz™ ™ 1p méd 22"
— (poay —@Day) + (D o ay)cz™™ = (m 4 n)cz™ " Lp méd 22

= 22y (m2™ £ 0(2™)) 0 ay)ez™ "
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= (m+n)cz™ (2™ + O(z™)) méd 22

— zzm+"711/) + (moznm*1 + O(anm))czm+" =(m+ n)czsz“"*1 méd 22t

s Z2m+n71w+cmanmflzm+n+O(zm)czm+n

= (m+ n)ez®™ " méd 22T
= 2y L em (2™ 4 0(2™) 2™ = (m+ n)e2®™ T mod 22
= 22y o em2?™ T = (m4 n)e2®™ T méd 22T
< YP(0) + em = (m +n)c
< Y(0) = nc
de modo que esto obliga
0

O

Nota 5.2. Los enunciados de unicidad en el teorema, en el sentido de haber a lo
sumo una serie que cumpla las propiedades, son validos en cualquier anillo integro
R de caracteristica 0, ya que en su demostracién no hemos necesitado dividir en
ninglin momento.

Ahora sea o € 1+m?, y supongamos que « # 1, de modo que 2 < m = ord(a—1) <
oo (ya habfamos considerado las raices composicionales de 2). Sea o = z + a;p 2™ +
O™, m > 2,a,, # 0. Sea ¢ = 2™+ O(z™*1) la tinica serie, dada por la primera
parte del teorema, tal que oo € M,,.

Definicién 5.2. Dado a € K, sea a, la tnica serie en M, de la forma z 4 aa;, 2™ +
O(z™*1), dada por la segunda parte del teorema. Veremos que a — o, define una
«exponenciacién composicional».

Teorema 5.6.
1) an = a°™ para n € Z, donde a®® =1 y a°™ = (= 1)°" para n € N.
( p : y P
2) (g 0 p = iy 0 Qg = Qqyp para todo a,b € K. o™ = ayp,q para todo n € N.
+b P a p

(8) Paran € N, a1, es la raiz n-ésima composicional (inica) de o en v +m?.

Demostracion.

(1) Por la férmula de composicién iterada (Lema 2.7), para cualquier n € N se
tiene a®" = z + nay,z™ + O(z™*1), y como M, es un submonoide de m, a €
M, = a°® € M,. Como por definicién «a,, es la unica serie en M, de la forma
2+ nay, 2™ + 0(z™H), se deduce que a,, = a°" para n € N.

Hemos demostrado que o = 2z + @, 2™ + O(z™) = a7l = 2z — ap2™ +
O(z™*1), y como a € M, también a"le M. Por otra parte, a_1 es la unica serie
en M, de la forma z — a;, 2™ + O(z™+1), luego a1 = a1

Combinando los dos razonamientos, si n € N, entonces por la férmula de compo-
sicién iterada, a™! = 2z — 4, 2" + O(2™ ) = M = (71" = 2 — na,, 2" +
O™ yateM, = a°=™ € M,. Por otra parte, a_, es la tnica serie en
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M, de la forma z — na,z™ + O(z™*1), luego a_,, = a®=") para n € N, es decir
an, =a®" paran € Z,n < 0.

Finalmente, 2 € M, es obviamente de la forma z +0 - a;, 2™ + O(z™1), de modo
que por unicidad, 1 = ag.

(2) Por definicién, a, = 2 + aa, 2™ + O(z™ 1), ap = 2 + bay,z™ + O(2™F1), luego
Qg 0 ap = o + aamay® + O(aznﬂ) = 2+ bamz™ + aa, 2™ + 0Oz = 2 +
(@ + b)amz™ + O(z™+1) y por simetria, ap o a, es también de esta forma. Como
O, 0p € M, también a0, apoag € M,. Por otra parte, aq4p s la tinica serie en
M, de la forma z+ (a+b)a,z™+O(z™1), con lo cual se deduce (2). Por induccién,
paran € N, g = g0 0 Qg = Qgtoitq = Ong-

1

(3) Por (1) y (2) se tiene a7}, = o1 = a® = a, luego oy, es una raiz n-ésima

composicional de a, y o/, € 1+ m? por definicién. (]

Nota 5.3. Sabemos que la raiz n-ésima composicional a;/, es tnica por el primer
teorema. Parece més dificil utilizar M, para demostrar la unicidad, pues no es obvio
que cualquier raiz composicional deba pertenecer a M. Tampoco es inmediato que
una raiz composicional en 1 + m? deba tener la forma z + %amzm +O(zm+1).

Es interesante contrastar estos resultados con los de Labelle [6], que utiliza méto-
dos completamente diferentes para la iteracién continua, basados en familias espe-
ciales de polinomios auxiliares.

Proposicién 5.7. Siord(a—1) =2 yn € N, entonces la dnica solucion de 3°™ = «
es la solucion en 1+ m?2.

Demostracion. Sea 8 = wz + bz? + O(z3). Por la férmula de composicién iterada
B = w24+ w (1 +w+w? 4+ +w? 122+ 0(23). Si B°" = a, entonces w" = 1,
luegosiw#1, 1+w+w? 4+l = “L’::ll = 0; por tanto o = z + O(2?), es

decir, ord(a — 1) > 3. O

Nota 5.4. No es cierto por tanto que para series o € 1+m? haya siempre una solucién
de B°" = « encima de cada solucién de b™ = 1, incluso si K es algebraicamente
cerrado de caracteristica zero. Por ejemplo, ninguna iteracién de una serie de la
forma —z +O(z?) puede ser igual a una serie de la forma 2z +az% 4+ O(23) con a # 0.

6. TERMINO LINEAL DE TORSION

Nota 6.1. Supondremos que R = K es un cuerpo, aunque no necesariamente de
caracteristica cero.

Teorema 6.1. Sea a = (2 + O(2?) con ¢ una raiz primitiva q-ésima de la unidad.
Entonces a tiene una raiz p-ésima composicional para todo entero positivo p primo
con q y la caracteristica de K.

Demostracion. Construiremos (3 tal que 5°P = « hallando por recurrencia coeficien-
tes by, ..., b, tales que B, = byz + baz? + - - + b, 2" satisface %P = a méd 2" +1.

Como 31 = biz = [b1], 5 = améd z <= b = (, tendremos que elegir
b1 = w € K* tal que w? = (. De momento, dejamos abierta la eleccién.
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Supongamos que hemos encontrado by = w,bs,...,b, tales que FoP = a mdd
2"+ Tenemos que encontrar b = b, 1 tal que B, 11 = B, + bz" 1! satisface ZH =
a méd 2" 2. Por la férmula de composicién iterada, 8,11 = B, +b2" T = BoE =
B + wPTIb(1 4 w” 4 W™ + - WP L O (27 F2), Sea o — BP = 2T p.
Entonces

BF, =améd "2
= P+ WP 4w w4 0PI = o méd 22
= WP Wt F WP 4w PTIP)EL = oL 6 22

= W1+ W + W 4w = (0

=

de modo que podemos resolver para b = b,y1 si y solo si (1 + w™ + w?™ + -+ +
wP=1m) £ 0. Si W™ = 1, es decir, ord(w) | n, la suma es p. Si w™ # 1, entonces

(14w +w?n - -+w(p71)") = % = %7 -, de modo que necesitamos que (" # 1

cuando w™ # 1. Esto es equivalente a (" =1 = w" = 1, que a su vez equivale
aord(() = ¢q | n = ord(w) | n. Eligiendo n = ¢ muestra que esto equivale a
ord(w) | g. Como necesitamos w? = ¢, se tiene ¢ = ord(¢) = ord(w?) = %, por
tanto ¢ | ord(w). Luego de hecho necesitamos que ord(w) = ¢, y como g = %,

esto implica (g,p) = 1.
Asimismo, si (q,p) = 1, elegimos p* € N tal que pp* = 1 méd ¢q. Entonces w =
* . * * d
¢P € K satisface w? = (PP = (, y ord(w) = ord(¢? ) = (O:J(C()% 5 = (q;*) =g, de
modo que se cumplen todas las condiciones. O

Proposicién 6.2. Sea ¢ una raiz primitive q-ésima de la unidad. Ninguna serie de
la forma o = (z+az? +0(29%2), con a # 0, tiene una raiz p-ésima composicional

si (p,q) # 1.

Demostracion. Dado cualquier w tal que wP = (, siempre podemos encontrar n tal
que g | n, luego (" = 1, pero w™ # 1. Efectivamente, ¢ = ord(¢) = ord(wP) =
%, luego ord(w) = gp’ donde p’ = (ord(w),p) > 1 como (¢,p) | p’. Ahora
sin = gm, entonces w* =1 < ord(w) = ¢ | gm =n <= p' | m, luego
eligiendo m de modo que p’ J/ m obtenemos un tal n. Por ejemplo, m = 1, o sea
n = ¢, funciona.

Supongamos que 3°? = a. Entonces 8 = wz + O(z?), con w? = (. De hecho debe
ser 3 = wz+O0(27"1). Supongamos lo contrario. Entonces 3 = wz+bz" 1 4+0(2™m*2)
con1 <m < qyb# 0. Por la férmula de composicion iterada, 3°P = wP z+wP~1b(1+
WM WM P AL L (3 F2) = (2™ O(2 ). W™ £ 1 ya que
ord(w) > ¢ > m > 1, luego ord(w) / m. Entonces (1 +w™ + w?™ + .-+ w®P=Dm) =
%ﬂ = 11 f): y (™ # 1 como ord(¢) = ¢ > m, luego ¢ # 0, de modo que 5°P no
puede ser de la forma (z + az9t! 4+ O(2972), para cualquier a.

Como 3 = wz + bz?"1 + O(2972), aplicando la férmula de composicién iterada
una vez mas, %7 = wPz + wP (1 + w? + w? 4 - 4 WPTN)ZaHL L O(2912) =
Cz+ ez + O(2972) y otra vez, w? # 1 ya que ord(w) > ¢, pero ahora (1 + w? +
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w2 4. w(pfl)q) = 111“5: = %:f)z =0, luego ¢ = 0, y también es imposible que

B°P = (z + az? + O(2972), con a # 0. O

Este razonamiento con los 6rdenes de las raices de la unidad es andlogo a la
utilizacién del llamado «lema de teorfa de nimeros» citado en [10], § 1.

Ejemplo 6.1. o = —z+ 2> no tiene raiz cuadrada composicional, ya que corresponde
alcaso ( =—-1,p=q=2.

7. TERMINO LINEAL NULO

Lema 7.1. Seaord(f) =v > 1y f =a,z"+g cona, # 0 yord(g) = p > v
Entonces

fon _ alll+u+u2+~~~+u"712u" + I/nflall:+l/2+~~~+u"71Zu"fl/g + O(zu"7u+u+1).
Demostracion. Por induccién en n. Paran = 1 los dos primeros términos son simple-
mente a,z”+g = f. La férmula es inmediata si g = 0 (u = 00), por tanto suponemos
que p < 0o. Supongamos la férmula cierta para n. Observando que f = O(z") y
go f =0(z*), se tiene entonces

2 ... n—1 n _ 2 ... n—1 n__
fo(n+1) _ a11/+u+u 4+t fl/ + o lall:+l/ +- v fl/ u(g ° f)
+O(f
_ a11/+l’+l’2+"'+l’"71 (avzu + g)un
+O0(ETTNO(H) 4 Oz )
_ alll+u+u2+~~~+u"71 (CLUZV _’_g)u" + O(ZV(V"*VH‘MV) + O(zu(u"fu+u+1)).

Analizamos los términos de orden primero. Observar que v(v"™ — v + pu + 1)
v 2wty > ot -2 = (W - )y v — 0
vl vt p4+l = P4+ > —v+p = pulv-1)> v -1), lo cual
cierto ya que p > v > 1. Por tanto ambos términos de orden estdn incorporados en
el término O(z"wl*"*““) correspondiente a n + 1. Ahora estudiamos el término
binomial

v v" & v vyv"—1 1 & v vl "t
(a2 +9)"" =) (7, Jlaa)" gt =3 ") el J.

1=0 1=0

&IV Il

gy

Observar que ord(z"" g)=v"  —lvtip > vl vt = (-1)p> (-1,
y como esto se cumple para !l > 1, los términos con [ > 1 en el desarrollo del binomio
también estédn en el término O(z"nﬂ*‘”r““), y quedan solo los términos con! = 0, 1
al‘j" v 4 I/"aznflz"nﬂf”g, los cuales al ser multiplicados por la constante que
habiamos dejado fuera, dan finalmente

n+1 —v

9)
2, ... n—1 n n+1 2, ... n—1 n__ n+1l __
_ a11/+u+u +- v az Zl/ 4 I/nalll+l/+u +- v all: lzu v

1+l/+l/2+~~~+l/"71 i Vn+1 n v"—1_v
a, (ay = +vtay Tz

g
2, ... n—1 n n+1 2 ... n—1 n n+1l __
alll+u+u +--tv +v Pod Vnall:Jru +-tv +v Pod v
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lo cual demuestra la férmula para n + 1. O

Corolario 7.2.

(1) Sea R cualquier anillo conmutativo. Sim > 1,a € R,a # 0, entonces az™ tiene
una raiz n-ésima composicional si y solo sim es una potencia n-ésima, m = v" con
—1 m—1

v>1, ya es una potencia “— = = -ésima en R.

(2) Sia€ RyveNv>1no son divisores de cero, entonces las raices n-ésimas
. . n .
composicionales de az”  son las series f = bz" con

v—1

pltvtvito Tt s

= a.

Demostracion.
(1) Siaz™ = f°" con ord(f) = v, entonces como ord(fog) = ord(f) ord(g), tomando
el orden, queda m = v™. Poniendo f = bz + g con ord(g) > v, el lema implica que

b5 = a .
Sia=b"T entonces por el lema (b2")°" = az”" = az™

(2) Por el Lema 7.1 cualquier tal bz¥ es una raiz n-ésima composicional de az”
Si f°" = az¥", entonces tomando el orden, queda ord(f) = v. Poniendo f =

bz” + g con ord(g) = p > v, el lema implica

n

n

fon _ b1+u+u2+~~~+u"712u" + I/nflbu+u2+~~~+u"71Zu"fl/g + O(zu"7u+u+1) — az”

y el segundo término tiene orden v™ — v 4+ p > v, luego igualando coeficientes

n

queda g = 0 y por tanto f = bz" con S (como a no es un divisor de cero, b
tampoco lo es). O

Estos resultados estdn en parte tratados en el Teorema 3 (c) de [10]. No hemos
encontrado mencién explicita de la férmula del Lema 7.1.

REFERENCIAS

[1] A. F. Beardon, Iteration of rational functions: Complex analytic dynamical systems, GTP
132, Springer-Verlag, 1991.
[2] R. P. Brent y J. F. Traub, On the complexity of composition and generalized composition of
power series, SIAM J. Comput. 9 (1980), 54—-66.
[3] N. G. de Bruijn, Asymptotic methods in analysis, Dover Publications, 1981.
[4] D. Knuth, The Art of computer programming, vol. 2: Seminumerical algorithms, Addison-
Wesley, 1981.
[5] M. Kuczma, Functional equations in a single variable, PWN-Polish Scientific Publishers, Var-
sovia, 1968.
[6] G. Labelle, Sur l'inversion et I'itération continue des séries formelles, Furop. J. Combinatorics
1 (1980), 113-138.
[7] B. Muckenhoupt, Some results on analytic iteration and conjugacy, Amer. J. Math. 84 (1962),
161-169.
[8] L. Reich, Iterative roots of formal power series: Universal expressions for the coefficients and
analytic iteration, Grazer. Math. Ber. 327 (1996), 21-32.
[9] S. Scheinberg, Power series in one variable, J. Math. Anal. Appl. 31 (1970), 321-333.
[10] J. Schwaiger, Roots of formal power series in one variable, Aequationes Math. 29 (1985),
40-43.

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA PURA Y APLICADA, UNIVERSIDAD DE SALAMANCA, PLAZA DE
LA MERCED 1-4, 37008 SALAMANCA, SPAIN
Correo electrénico: navas@gugu.usal.es



