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Chicho, te echamos de menos

ABSTRACT. We study dual integral equations associated with Hankel trans-
forms of different order, that is, dual integral equations of Titchmarsh’s type
with Bessel functions of different order. We reformulate these equations giving
a better description in terms of continuous operators on LP spaces, and we solve
them in these spaces. The solution is given as a series 3 72 ; agJy42k+1 Which
converges in the LP-norm, where J,, denotes the Bessel function of order v.

1. INTRODUCCION

En algunas aplicaciones relacionadas con el potencial, el electromagnetismo o
la teoria de la radiacion actistica aparecen ciertas ecuaciones integrales en las que
la funcién incégnita satisface una condicién sobre una parte del intervalo (0,00) y
otra diferente sobre el resto. Este tipo de ecuaciones son conocidas como ecuaciones
integrales dobles. Un caso importante son las denominadas ecuaciones integrales
dobles de tipo Titchmarsh:

oo
/ tPf(t) o (xt) dt = g(z), si0<z <1,
(1) .

f(@)Jy(at)dt =0, six>1,

0
donde J, y J, denotan las funciones de Bessel de orden o y 7, g es una funcién
dada y f es la funcién incégnita.

Estas ecuaciones son més conocidas en el caso a = 7. Existen diversos méto-
dos para resolverlas, pero la mayoria de ellos son formales. Por ejemplo, podemos
encontrar su solucién utilizando transformadas de Mellin o algin otro tipo de trans-
formadas integrales. También podemos reducirlas a ecuaciones integrales de tipo
Fredholm. Habitualmente, estos métodos nos permiten obtener la funcién f me-
diante una expresién integral; pueden verse en [17, pag. 337], [15, § 12, pdg. 65|,
[7, § 5.11] y [4, pdg. 76]. Otro procedimiento consiste en utilizar series de la forma
> peo akJut2k+1; véase a este respecto [19] y [20], el primero de ellos con una amplia
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bibliografia, pero el estudio que se realiza en ambos trabajos es puramente formal.
Por esta razén, y siguiendo con el caso a = 7, los autores, junto a J. J. Guadalupe
(Chicho) y M. Pérez, nos planteamos rigorizar el uso de estas series en la resolucién
de las ecuaciones integrales dobles de tipo Titchmarsh (véase [2]). Aqui continuamos
con este objetivo en un contexto mas general, sin exigir a = 7.

Esta generalizacién también ha sido analizada por algunos autores. Por ejem-
plo, la utilizacién de operadores de Erdélyi-Kober conduce a una expresién integral
para la funcién f solucién de (1). A este respecto, véanse [12], [10, § 2.1.7] y [5,
§ 9.7]; pero el estudio que se hace en ellos es, de nuevo, formal (lo cual es, ademés,
reconocido explicitamente). Podemos consultar otros métodos, asi como problemas
relacionados, y abundantes referencias, en [10, Cap. 2] y [5, Cap. 9]. A ese respecto,
destacaremos inicamente que en [5, § 9.8] se efectiia un estudio riguroso de existencia
y unicidad de solucién de una ecuacién andloga a (1) en espacios de distribuciones.

Pero volvamos a nuestro objetivo de resolver (1) sin exigir « = 7. Procediendo
como en [2], reformularemos la ecuacién (1) para obtener una descripcién de la mis-
ma en términos de operadores definidos sobre ciertos espacios LP. En estos espacios,
resolveremos la ecuacién reformulada, identificando la solucién como una serie de
funciones de Bessel convergente en LP. Por otra parte, el método usado aqui para
encontrar la solucién es algo mds sencillo que el de [2]. Esta diferencia radica en
que, ahora, la solucién se busca en el espacio LP con peso z®*? (en [2], el peso era
x®); esto nos permite aplicar (7) y, como consecuencia, se utilizan menos operadores
para comprobar la convergencia de las series que aparecen.

Es de destacar que la solucién que se obtiene (Teorema 4.1) no depende de n. Més
que el hecho en si, lo que sorprende a los autores es que esto no ha sido observado
en ninguno de los trabajos previos (antes citados) que han analizado este tipo de
ecuaciones. Y mas, teniendo en cuenta que eran métodos formales.

Este articulo estd organizado del siguiente modo: En la Seccién 2 reescribire-
mos la ecuacién integral doble de una manera mas conveniente, y analizaremos el
comportamiento de algunos operadores relacionados con ella. La Seccién 3 describe
algunas propiedades de interés de las funciones de Bessel y los polinomios de Jacobi,
asi como de las correspondientes series de Fourier que generan. Por tltimo, en la
Seccién 4 presentamos una solucién de la ecuacién integral doble.

A lo largo de estas péginas utilizaremos C' para denotar una constante indepen-
diente de f, y de posibles variables involucradas, que puede asumir distintos valores
en diferentes situaciones.

Dada una funcién ¢ definida sobre [0, 1], la extensién dada por g(z) = 0 para
cada z > 1 la denotaremos, con un pequefio abuso de notacién, xo,1j9. Asi, de
manera indistinta, x[o,1) sera tanto la funcién caracteristica del intervalo [0, 1] como
un operador que extiende funciones definidas en [0, 1] a funciones sobre [0, 00).



ECUACIONES INTEGRALES DOBLES 113

2. LA ECUACION DOBLE

Definimos, para p > —1, la transformada de Hankel de orden p, H,, como el
operador integral que a cada funcién adecuada f le asocia
/2

Hu(f o) = —5 /0 FO) T (Vat)tH?dt, x> 0.
El operador H,, es un isomorfismo de la clase de Schwartz
ST ={f € C™((0,00)): Vk,j >0, [t*f9(t)] < C 3}

en si mismo. Ademds, sobre este espacio, Hi es el operador identidad. Y, por otra
parte, ST es denso en cada LP([0, ), 2 dx), 1 < p < co. La transformada de Hankel
puede extenderse a un operador acotado de L?([0, o), z#dx) en LP ([0, 00), z* di),
conp>—-1/2,1<p<2y1/p+1/p =1;es decir
[ o 10,000 20 day < CllF Lo (10,000 20 a0y, f € LP([0, 00), 2# d)
(véanse [3] y [16]).
Denotaremos por M,, el multiplicador de la transformada de Hankel asociado con

X[0,1]; esto es, el operador dado por H,, (M, f) = Xjo,1)H,- Sobre el espacio ST, dicha
definiciéon es equivalente a

My f =Hu(xpyHuf)-
De esta forma (y teniendo en cuenta que Hi = Id), una manera alternativa de
expresar que H, f estd soportada en [0, 1] es decir que M, f = f.
Haciendo uso de estos operadores reformularemos la ecuacién integral doble. En
primer lugar, con un simple cambio de notacién podemos escribir (1) como

—a/2 0
z 5 / P () Ja(Vah)t* 2 dt = g(z), si0<z <1,
0
(2) x*n/2 oo
5 / )T, (Vat) "2 dt = 0, siz>1.
0

La segunda ecuacién en (2) nos estd diciendo que sop(H, f) C [0, 1]; en otras pala-
bras, M, f = f, siempre que el operador M, esté bien definido para la funcién f.
La primera ecuacién en (2) puede entenderse como

Ha(t” £)X(0,1] = X[0,119-
Usando que, bajo ciertas circunstancias, H, es un operador inversible, se obtiene la
ecuaciéon

Ma(tﬁf» .’E) = Hoz(X[O,l]Q» .’E)
Por conveniencia multiplicaremos ambos lados por el factor =?, para tener
x’ﬁMa(tﬁf,x) = x*ﬁHQ(X[O,l]g,x).
Reuniendo lo anterior, nuestro interés se centrard en resolver, sobre los espacios
LP([0,00), 2P dx), con o+ B > —1, la que denominaremos ecuacién doble;
{ xiﬁMa(tﬁf» .’E) = xiﬁHoz(X[O,l]g, .’E),

®) M, (f.2) = f(a),
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con g € LP([0, 1], z¥ dx).

En los espacios LP(]0, 00), z%+# dx) serd posible construir una solucién en forma
de serie de funciones de Bessel utilizando (7). De este modo no necesitaremos usar
los operadores que construimos en [2].

En un sentido estricto, (2) y (3) no son exactamente equivalentes si no exigimos
que las funciones pertenezcan a un espacio LP conveniente. Sin embargo, es intere-
sante notar que, para cualquier aplicacién fisica préctica, la interpretacién de una
ecuacion integral doble y su solucién como en (2) es equivalente a su interpretacién
como en (3).

Finalmente, considerando los operadores M, s y Ha, 3, dados por

fiz)= xiﬁMa(tﬁf» ),

Ma 5(
Hoz,ﬁ(g, .’E) = xiﬁHoz(X[O,l]g, .’E),

podemos reescribir la ecuacién (3) como

Ma,ﬁf = Hoz,ﬁg,
M,f =T

Estos operadores estdn bien definidos, por ejemplo, si f € ST y g € C*([0,1]).
Veremos ahora que M, 5 y M, son acotados en la norma de LP([0,00),z**? dz),
bajo ciertas condiciones sobre «, (3, n v p. Como es usual, este hecho nos permite
extenderlos como operadores acotados a todo el espacio LP([0,00), 2%t dz). Més
adelante, y de manera similar, extenderemos H, g como un operador acotado de
Lr([0,1], 2¥ dz) en LP([0, 00), 2% P dx).

(4)

Proposicién 2.1. Sea a,n > —1/2, a+ > -1 y 1 < p < co. Entonces,

HMOéﬁfHLP([O,oo),a:a+5 dx) < CHfHL”([O,oo),a:“*" dz)

a+f+1 a+l s <l
p 2 4
)
a+pf+1 n+1 1
1My £l Lo (0,00) 2048 day < Cllfll e (0,00) 2048 do) = p -3 ‘ <7

Demostracion. Ambas equivalencias son casos particulares de la més general

1M, Lo 00010 ) < Ol ln(omyaran) == |2t~ EE2 < 2,
p 2 4
valida para p > —1/2 y A > —1. En realidad se trata de una versién con pesos
radiales del resultado de Herz (véase [8]) relativo a la acotacién de M.
Veamos un esquema de la demostracién. Para una funcién f € S, aplicando el
teorema de Fubini a M, f = H, (x(0,1)Hf), y usando la férmula de von Lommel

1
| Tt dy = s @ @ 7,0) = ()T 0),
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obtenemos
M, (f,a) = Sa w202, 4 @2 B2, (8) f(2), )
L (@ R H 2, (82 (1), @)
- Wl(f»‘r) - WQ(f»‘r)7

donde H denota la transformada de Hilbert H(f,z) = fooo % dt. Ahora, teniendo
en cuenta que, para p € (1,00),

IH fll Lo (10,00) .27 da) < Cll Lo (0,00),07 da) <= =1 <7 <p—1
y la estimacién |J,(z)| < Cxz~ 12, que se verifica para p > —1/2, tendremos que

3 A+l pu+l 1
< <5 = HWlf|‘LP([O,oo),a:>‘ dz) < CHfH[J’([O,oo),a:" dz)»

1° 1 2 1
1 A+1 u+l 3
71 < - 2 < = W2 £l Lo (j0,00),2* de) < CllfllLr(0,00),0> da)-

Por lo tanto, si , el operador M,, f es acotado en LP([0, ), z* dz).
Veamos ahora el reciproco. Como consecuencia de los resultados clasicos de inter-
polacién, para probar que |% — “TH| < % es una condicién necesaria bastard ver

A+l ptl 1
P 2|<4

sz A+l optl| 1
que no hay acotacién de M,, para los valores de p tales que |T 5 | = . Sea

p1 tal que % — "TH = i. Si p1 < 1, no hay nada que probar, pues una de las

hipdtesis es 1 < p < o0o; en otro caso, es claro que, para este valor de p, el operador

W5 es acotado. Sin embargo, usando estimaciones apropiadas cerca de infinito para

las funciones de Bessel, y con una eleccién adecuada de f, se prueba que W7 no es
A+l optl

acotado para p = p;. El caso en el que = —i es analogo. O

Procederemos ahora a extender H, g a un operador acotado de LP([0, 1], z¥ dx)
en LP([0,00), 2%t dz). A fin de obtener la acotacién correspondiente haremos uso
del siguiente resultado relativo a la transformada de Hankel debido a Rooney (][9] y
[14], con un cambio de variable):

Teorema 2.2 (Rooney). Sean a > —1, 1 <r<s<ooy
1 1

méx{—,l——} <w <a—|—%.
r s

Entonces,

0o 1/s 0o 1/r
(/ lx‘“/““/“?’/%a(h,x)ISdf) <C</ 'x“’/““/“l/‘*h(x)ITd?x) |
0 0

En la siguiente proposicién obtenemos la acotacién que usaremos para H, g:

Proposicién 2.3. Sea a > —1 y 1 < p < oo verificando

1 1 1

méx{(2a+2ﬁ+1) (5‘%)»(20¢+2ﬂ+3) (2;_§>} §ﬂ<Lﬁ+1

p
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Y

a+B+v+2
(5) ﬂT <a+p8+1L
Entonces,

Ha,59 Lr (j0,00),0048 da) < CllgllLr((0,1),2v dz)-
Demostracion. Tomando w = 20+ a + % — % tendremos

|\x7’3+(a+ﬁ+1)/p7'la(

HHaﬁgHLP([O,oo),a:a+5 dz) — X[O,l]g)HLP([O,OO),dTw)

_ |‘xfw/2+a/2+3/4Ha(X[O’1]g)HLP([OOOL‘%TE).

Elijamos ahora 7 = s = p en el Teorema 2.2, y observemos que (respectivamente,
referido a las desigualdades)

méx{(2a+2ﬂ+1) (%—%) (20 +28+3) (% —%)} <pB< %é“

[ 11 3
— maxql——, - <w<a+-.
PP 2

Asi, podemos concluir

Ha,59l e ((0,00) 00 do) < CHCC“’/HQ/ZHMX[OJ]QHLp([o,oo),%w)

_ C|‘xﬁ+a+17(a+ﬁ+u+2)/px[0’1]g|‘Lp([o’oo)’mv iz)

< CHQHLF([O,l],mV dz)»
donde la tltima desigualdad se sigue de f+a+1— (a+08+v+2)/p > 0, es
decir, (5). O

Con esto, la ecuacién doble (4) es un problema bien propuesto en el siguiente
sentido: dada g € LP([0, 1], 2V dx), jexiste alguna solucién f € LP([0, o0), 2%+ dx)?

3. FUNCIONES DE BESSEL Y POLINOMIOS DE JACOBI

Funciones de Bessel y series de Fourier-Neumann. Para u > —1, la expresion
> dx On.m
Jyton Jyutom — = ,m=0,1,2,...
/0 nt2 +1(.’E> nt2 +1(.’E> T 2(,“"’_277‘"’_1) n,m

(véase [22, Cap. XIII, pags. 404 y 405] o [13, Cap. X, pdg. 162]) da lugar a un
sistema ortonormal, {j*},>0, en L?([0,00), z* dx), constituido por las funciones

(6) ) = /4 20+ W gan (V) #2712,

Para funciones adecuadas f definidas en [0, 00), su serie de Fourier con respecto a
{j¥}n>0 es el desarrollo

25 SR | 0t 0 dr.
k=0 0

Estas series son un caso particular de las del tipo ) k>0 @k Jpu+k, que habitualmente
son conocidas como series de Neumann; asi, nos referiremos a ellas como series de
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Fourier-Neumann. Tomaremos el operador suma parcial n-ésima, S, f, de la serie
de Fourier-Neumann como

= Z ax(f)jy, (x)
k=0

En [21], uno de los autores realiza el estudio de la convergencia en LP([0, 00), z# dx)
de las series de Fourier-Neumann. En concreto, prueba que, si p > —1/2 y p satisface

ma L1 (+1)1 L <1
X - - — - - —
p 27:“ p 2 47

Snf — f, en LP([0,00),2*dzx), Vf € By .,

entonces

donde
By, = span{jh },

con la clausura en LP([0,00),z*dx). Ademds, para ese rango de p, se identifica
By . = Ep ., siendo

Epyu = {f € LP((0,00), 2% dz) : Muf = f} = Mu(LP((0, 00), 2" da)).

En [1], y bajo las hipdtesis anteriores sobre u y p, se prueba que la serie de Fourier-
Neumann es convergente para cada funcién f € LP([0,00),z*dx). Lo que ocurre
es que, si f ¢ Ep,, la serie converge hacia M, f (para ello, basta observar que
M,f € Ep, y que ap(f) = ax(M,f), lo cual es facil de comprobar utilizando el
teorema de Fubini). En concreto, se tiene que

(7) Spf — M, f, en LP([0,00), 2" dx), Vf € LP(]0,00), 2" dx).

Este resultado es fundamental en el andlisis que aqui se efectiia. Nos permite encon-
trar la solucién de la ecuacién integral doble de una manera més sencilla que en [2],
sin tener que estudiar la acotacion de varios de los operadores que alli aparecen.

Polinomios de Jacobi y series de Fourier-Jacobi. Dados «, 8 > —1, los polino-
mios de Jacobi {P,(la’ﬁ) () }n>0 de orden «, § (ver [4, Cap. X] y [18, Cap. VI]) forman
un sistema ortonormal en el intervalo [—1,1] con respecto al peso (1 — x)*(1 + x)”.
Un simple cambio de variable nos permite ver que el sistema {P,(la’ﬁ )(1 —22)}p>0 €
ortogonal en [0, 1] respecto al peso #®(1 — x)?. De un modo més preciso, se verifica
que

1
/ PR (1-22) P (1—22)2(1—2)8 dz = b6, e, nym=10,1,2...,
0

donde

" (a+0+2n+ DT (a+F+n+1)n
De este modo, considerando

(8) pl@P(z) = (W =12plel) (1 —9z), n=0,1,2,...
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tendremos un sistema ortonormal en [0, 1] con respecto al peso (1 —x)”. Para una
funcién apropiada g, definida en [0, 1], su serie de Fourier, que denominaremos serie
de Fourier-Jacobi, es el desarrollo

e} 1
QNZbk(g)pia’ﬁ L (g = /0 gOp P (1 — 1) dt.
k=0

Llamaremos sng al operador suma parcial n-ésima con respecto al sistema orto-
normal {p ’ﬁ)}n>0, es decir,

Z bi(g (‘1’5) (2).

La convergencia en media para las series de Fourier-Jacobi ha sido ampliamente
tratada en la literatura matematica (véanse, por ejemplo, [6] y [11]). El siguiente
resultado de Muckenhoupt da condiciones necesarias y suficientes para la acotacién
uniforme del operador S, g con un cierto tipo de pesos y, como consecuencia, sobre
la convergencia en media.

Teorema 3.1 (Muckenhoupt). Sean a,3 > —1, 1 < p < 0o y w(z) = 2%(1 — x)°.
Entonces, existe una constante C' tal que

HsngHLP([O,l],wP(a:)a:a(lfa:)ﬁ de) < CHQHLp([o,u,wp(m)xa(km)ﬁ dz), TME N,

(a+1) L +a| < min Loatl
» 2 22 [

11 B+1
D{-—-2 bl < .
enfya) o ema {355
Ademds, en estas condiciones S,g — g en LP([0, 1], wP(z)x%(1 — x)? dx) para cual-
quier funcién g € LP([0, 1], wP(z)z*(1 — x)? dz).

sty solo si

Relacién entre polinomios de Jacobi y funciones de Bessel. Existe una es-
trecha relacién, via la transformada de Hankel, entre los polinomios de Jacobi y las
funciones de Bessel. El siguiente lema, que serd fundamental en nuestra argumenta-
cién, muestra dicha vinculacion:

Lema 3.2. Sean o, > —1 y o+ 3 > —1. Entonces

- sgVa+B+2n+10(n+1)
B L(B+n+1)

Si, ademds, asumimos < 1, tenemos

(9) Haljn*0(t),2) = (1—2)" P{*P (1=22)xj0,1)(2).

(10) X,/ Ha (ISP (1)t7, )

5 \/mf(a-i-ﬂ-i-n—i-l)P(a,ﬁ)
Ia+n+1) "

(1 —=2x)x0,1)-
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La comprobacién de (9) puede verse en [1] y la de (10) en [2]. Nétese que (9) nos
permite asegurar que sop(H, (j¢7)) C [0, 1]. Sin embargo, (10) tinicamente nos da
el valor de la transformada de Hankel de t'B jo*8 en [0, 1]; fuera de dicho intervalo
no dice nada.

El lema anterior nos va a proporcionar la clave para resolver la ecuacién doble,
por ello lo reescribiremos en términos de los operadores M, g, Ho,g y M,;,. Teniendo
en cuenta que H,jo+? = H,j1To+=1 y usando (9) podemos deducir que H,,jo+?
estd soportada en [0,1], si n,a + B, a+ 5 —n > —1. Asi es claro que, cuando M,
esté bien definido,

(11) My (i) = jg
Por otra parte, aplicando (8) y (10) tenemos
(12) Mo (i) = 2P Mo (t75577) = &= Ha (x o, Ha (177577))
- xiﬁHoz (X[O,l]dnpsl ’ﬁ)) - dnHoz,ﬁpslaﬂ)
con
Tla+B8+n+1)Y2T(B+n+1)1/2
F(a+n+1)1/2(n!)t/2
De (11) y (12) se deduce que, si tomamos el dato g = dnpsl o) , una solucién de la
ecuacion doble es f = ]n+ﬁ Este hecho nos induce a pensar que si el dato es una
funcién g desarrollable como serie de Fourier-Jacobi, la solucién f se podra expresar

como serie de Fourier-Neumann, con sus coeficientes elegidos de manera adecuada
a partir de los del desarrollo de g.

dy, =2°

4. LA SOLUCION DE LA ECUACION DOBLE

Teorema 4.1. Sean -1 < <1, a,n,a+8>—-1/2, a+f—-n>-1yl<p<oo
verificando

misc{ |25 - ot |2~ 5] (et B 1) |- 4.
L el g, |t | <,
1_ B+l o1 g1 +8+v+2
E‘T‘<mm{z»7}’ = Sa+f+1
Y
méx{(2a+2ﬂ+1 (})—%) 2a+2ﬁ+3)<%—%)}§ﬁ<%€’“.
Entonces, para cada g € LP([0,1], z¥ dx), la funcidn

f= Zak 0.89)70" = Mot s(Ma,59)

es una solucion en LP([0, oo),x"‘*ﬁ dx) de la ecuacion doble

Ma,ﬁf = Hoz,ﬁg,
M,f =T
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Demostracion. En nuestras hipétesis se tiene que M, g y M, son operadores aco-
tados de LP(]0,00), 2P dx) en si mismo y que Ha. g es un operador acotado del
espacio LP([0, 1],z dz) en LP([0,00), 28 dz). Ademéds, podemos asegurar que

f=2 ak(Has9)ii ™, an(Ma,pg) = / Ha,o(g, 1) 7 (8)¢° dt,
k=0 0

es una funcién en LP([0, o), 2%+ dx). De hecho, a partir de (7) (con p = a + f3),
se tiene que

f=Mayp (Hoz,ﬁg)~

Verifiquemos en primer lugar que f cumple la segunda condicién de la ecuacion
doble. Usando (11) llegamos a

s = i 30,3t o
:JLH;OZ% 089)in T = Mays(Hapg) = f.

Antes de ver que f cumple la primera condicién de la ecuaciéon doble comprobare-
mos que la funcién g es desarrollable en serie de Fourier-Jacobi. Por el Teorema 3.1
(tomando a = (v —«a)/p y b = —3/p) sabemos

sng = > br(gpy™” =g, en LP([0,1],2" dz), Vg € L7([0,1], 2" dx)

|l _edt) o1
p
- {|1 841 < in {1, B2},

y éstas son dos de nuestras hipdtesis.

En el siguiente paso obtendremos una relacién entre los coeficientes ax(Hq,g9)
y bi(g). Teniendo en cuenta que la aplicacién h — [~ j O‘Jrﬁ( Yh(x)x® TP dx y el
operador H, s son continuos, el primero de LP([0, o), 2%+ ?dz) en R y el segundo
de LP([0,1], 2" dz) en LP([0, 00), 2%7F dx), llegamos a que

on(Haps) = [ 327 (0ol 2)a"
0

=Y bulg) / G (@) Ha (P9, ) dar

m=0 0
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Observemos que sobre L?([0,00),z*dz) la transformada de Hankel H, es un ope-
rador autoadjunto (nétese que j,?J“ﬁ, X[o’l]ps,?’ﬁ) € L*([0,00), x*dz)). Entonces, apli-

cando (9) y la ortogonalidad de los polinomios de Jacobi concluimos que

/0 j]?+ﬁ(x)Ho¢,ﬁ(p$r?ﬂ)’x)xa+ﬁ dr = / j]?+ﬁ(x)Ho¢(X[0,1]p$r?ﬁ)»x)xa dx

0
1 ' 8,,(c,8) (e, 3) o 6]977”
= 5 (1 - t) Py (t)pm7 (t)t dt = T

donde dj, es como en (12). Por tanto se verifica que

b
ar(Ha,p9) = belo),
dy
Con la igualdad anterior, usando (12) y la continuidad de los operadores M, g
vy Ha,3, ya estamos en disposicién de probar que f cumple la primera parte de la

ecuacion doble:

Mapf = 1im Map (> an(Hasg)ip ™’

n—oo
k=0
~br(9) ; (ap)
, B
= Jim s (30 Do) 34, .
k=0
O
REFERENCIAS

[1] 0. Ciaurri, J. J. Guadalupe, M. Pérezy J. L. Varona, Mean and almost everywhere convergence
of Fourier-Neumann series, J. Math. Anal. Appl. 236 (1999), 125-147.

2] 0. Ciaurri, J. J. Guadalupe, M. Pérez y J. L. Varona, Solving dual integral equations on
Lebesgue spaces, Studia Math. 142 (2000), 253—-267.

[3] A. J. Durén, On Hankel transform, Proc. Amer. Math. Soc. 110 (1990), 417-424.

[4] A. Erdélyi, W. Magnus, F. Oberhettinger y F. Tricomi, Higher transcendental functions,
Vol. 11, McGraw-Hill, Nueva York, 1953.

[5] R. Estrada y R. P. Kanwal, Singular integral equations, Birkh&user, Boston, 2000.

[6] J. J. Guadalupe, M. Pérez y J. L. Varona, Mean and weak convergence of some orthogonal
Fourier expansions by using A, theory, en Orthogonal polynomials and their applications
(Proc. Int. Congr., Laredo/Espafia 1987, J. Vinuesa, ed.), Lect. Notes Pure Appl. Math. 117,
Dekker, Nueva York (1989), 161-169.

[7] H. Hochstadt, Integral equations, Wiley, Nueva York, 1973.

[8] C. S. Herz, On the mean inversion of Fourier and Hankel transforms, Proc. Nat. Acad. Sci.
U.S.A. 40 (1954), 996-999.

[9] P. Heywood y P. G. Rooney, A weighted norm inequality for the Hankel transformation, Proc.
Roy. Soc. Edinburgh 99A (1984), 45-50.

[10] B. N. Mandal y N. Mandal, Advances in dual integral equations, Chapman & Hall/CRC, Boca
Raton, FL, 1999.

[11] B. Muckenhoupt, Mean convergence of Jacobi series, Proc. Amer. Math. Soc. 23 (1969), 306—
310.

[12] C. Nasim y B. D. Aggarwala, On some dual integral equations, Indian J. Pure Appl. Math.
15 (1984), 323-340.

[13] J. Rey Pastor y A. de Castro, Funciones de Bessel, Dossat, Madrid, 1958.



122 OSCAR CIAURRI Y JUAN L. VARONA

[14] P. G. Rooney, A technique for studying the boundedness and extendability of certain types of
operators, Canad. J. Math. 25 (1973), 1090-1102.

[15] I. N. Sneddon, Fourier transforms, McGraw-Hill, Nueva York, 1951. Reedicién: Dover, Nueva
York, 1995.

[16] K. Stempak y W. Trebels, Hankel multipliers and transplantation operators, Studia Math.
126 (1997), 51-66.

[17] E. C. Titchmarsh, Introduction to the theory of Fourier integrals, Oxford, Nueva York, 1937.

[18] G. Szeg8, Orthogonal polynomials, 4.* edicién, Amer. Math. Soc. Colloq. Publ. 23, Amer.
Math. Soc., Providence, RI, 1975.

[19] C. J. Tranter, Integral transforms in mathematical physics, 3.* edicién, Methuen, Londres,
1966.

[20] C. J. Tranter, Bessel functions with some physical applications, English Univ. Press, Londres,
1968.

[21] J. L. Varona, Fourier series of functions whose Hankel transform is supported on [0, 1], Constr.
Approz. 10 (1994), 65-75.

[22] G. N. Watson, A Treatise on the theory of Bessel functions, 2.% edicién, Cambridge Univ.
Press, 1944.

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS Y COMPUTACION, UNIVERSIDAD DE LA RIoJja, Epiricio Vi-
VES, CALLE Luis DE ULLOA s/N, 26004 LOGRONO, SPAIN
Correo electrénico: oscar.ciaurri@dmc.unirioja.es

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS Y COMPUTACION, UNIVERSIDAD DE LA RI1oJja, Epiricio Vi-
VES, CALLE Luis DE ULLOA s/N, 26004 LOGRONO, SPAIN

Correo electrénico: jvarona@dmc.unirioja.es

URL: http://www.unirioja.es/dptos/dmc/jvarona/hola.html



