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LOS q-POLINOMIOS HIPERGEOMÉTRICOS

RENATO ÁLVAREZ-NODARSE

A Chicho por estar siempre ah́ı

Abstract. It is well known that the q-polynomials of hypergeometric type

are the polynomial solutions of a certain second order difference equation in a
non-uniform lattice. In this short paper we present a modification of the proof

of a Theorem by Atakishiyev, Rahman, and Suslov that characterizes the most
general lattice.

1. Introducción

Dentro de la familia de las funciones especiales, y en particular de los polinomios
ortogonales, se encuentran los q-polinomios. Estos objetos matemáticos tienen un
gran interés por sus distintas aplicaciones en diversas áreas de la f́ısica-matemática.
Son importantes sus aplicaciones y su relación con la teoŕıa de particiones [3], las
fracciones continuas, series de Euler, funciones theta y eĺıpticas, entre otras (ver
e.g. [4, 5, 16]). A lo anterior hay que unirle su estrecha conexión con la teoŕıa de
representación de q-álgebras (ver [18, 25]), éstas últimas recientemente usadas para
describir el espectro rotacional y vibracional de núcleos atómicos, moléculas, etc. (ver
e.g. [15] y las referencias del mismo). Sus aplicaciones en f́ısica se han incrementado
en la última década debido a la introducción de los q-osciladores cuánticos (ver
e.g. [7, 8, 11, 12] y las referencias de los mismos), el q-análogo de la teoŕıa cuántica
del momento angular [22]–[24], y las q-ecuaciones de Schrödinger [20].

Es conocido que las familias de q-polinomios se pueden obtener a partir de una
ecuación en diferencias en una red no uniforme [10, 21] del tipo x(s) = c1q

s +
c2q

−s + c3. La suficiencia de este resultado se debe a Nikiforov y Uvarov en dos
preprints (en ruso) de 1983 y completada en la edición rusa (Hauka, 1985) de la
monograf́ıa [21]. Años más tarde Atakishiyev, Rahman y Suslov [10] prueban que
este resultado también es necesario. Nuestro principal objetivo en este breve trabajo
es dar una prueba más simple de la necesidad que la propuesta en [10]. Finalmente,
consideraremos algunos ejemplos representativos.
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2. La ecuación hipergeométrica en una red no uniforme

Comenzaremos considerando una discretización de la ecuación diferencial hiper-
geométrica

(1) σ̃(x)y′′ + τ̃ (x)y′ + λy = 0,

consistente en aproximar las derivadas y′ e y′′ de la siguiente forma:

y′(x) ∼ 1

2

�
y(x(s + h)) − y(x(s))

x(s + h) − x(s)
+

y(x(s)) − y(x(s − h))

x(s) − x(s − h)

�
,

y′′(x) ∼ 1

x(s + h
2
) − x(s − h

2
)

�
y(x(s + h)) − y(x(s))

x(s + h) − x(s)
− y(x(s)) − y(x(s − h))

x(s) − x(s − h)

�
.

Sustituyendo las expresiones anteriores en (1), y haciendo el cambio lineal de la
variable s→ hs obtenemos la ecuación:

(2)
σ̃(x(s))

∆

∆x(s − 1
2
)

∇y(x(s))

∇x(s)
+

τ̃(x(s))

2

�
∆y(x(s))

∆x(s)
+

∇y(x(s))

∇x(s)

�
+ λy(x(s)) = 0,

∇f(s) = f(s) − f(s − 1), ∆f(s) = f(s + 1)− f(s) ,

donde σ̃(x(s)) es un polinomio de grado, a lo sumo, 2 en x(s) y τ̃ (x(s)), de grado 1
y λ es una constante. Se puede comprobar que (2) aproxima a la ecuación original
(1) en la red no uniforme x(s) hasta orden O(h2).

En adelante llamaremos red, a una función x(s) ∈ C2(U), donde U es cierto
dominio del plano complejo, tal que x(s), s = 0, 1, 2, . . . define un conjunto de puntos
de C en los cuales vamos a discretizar la ecuación (1) y asumiremos que x(s) no es
constante, es decir que ∆x(s) �= 0 para todo s. Además la distancia entre dos puntos
∆x(s) ≡ x(s+ h)− x(s) no tiene que ser constante. Por comodidad consideraremos
el caso h = 1. El caso de una red uniforme, es decir, cuando ∆x(s) = 1 corresponde
a la función x(s) = s.

Vamos a considerar, en vez de la ecuación (2), la siguiente ecuación equivalente:

(3)
σ(s)

∆
∆x(s− 1

2)
∇y(s)
∇x(s) + τ (s)

∆y(s)
∆x(s)

+ λy(s) = 0,

σ(s) = σ̃(x(s)) − 1
2 τ̃ (x(s))∆x(s− 1

2 ), τ (s) = τ̃ (x(s)),

donde por y(s) denotaremos las soluciones de la ecuación anterior, o sea, y(s) ≡
y(x(s)). Obviamente τ es un polinomio de grado a lo sumo 1 en x(s), no aśı σ que,
en general, no es un polinomio en x(s).

Por analoǵıa con la ecuación (1), vamos a imponer que la ecuación anterior (3)
satisfaga la propiedad de hipergeometricidad, consistente en que si y es una solu-
ción de (3), entonces sus k-ésimas diferencias finitas generalizadas yk, definidas por
(y0(s) ≡ y(s))

(4) yk(s) ≡ yk(x(s)) =
∆

∆xk−1(s)
∆

∆xk−2(s)
· · · ∆

∆x(s)
y(s) ≡ ∆(k)y(s),



LOS q-POLINOMIOS HIPERGEOMÉTRICOS 87

donde xm(s) = x(s + m
2 ), satisfacen una ecuación del mismo tipo [10, 21]. Para

responder a esta cuestión aplicamos el operador ∆
∆x(s) a (3), obteniendo

σ(s)
∆

∆x1(s− 1
2 )

∇y1(s)
∇x1(s)

+ τ1(s)
∆y1(s)
∆x1(s)

+ µ1y1(s) = 0,

donde

τ1(s) =
∆σ(s)
∆x(s)

+ τ (s+ 1)
∆x1(s)
∆x(s)

, µ1 = λ +
∆τ (s)
∆x(s)

.

A continuación aplicamos el operador ∆
∆x1(s)

, y aśı sucesivamente, obtenemos, por
inducción que las yk(s) satisfacen la ecuación

(5)

σ(s)
∆

∆xk(s− 1
2 )

∇yk(s)
∇xk(s)

+ τk(s)
∆yk(s)
∆xk(s)

+ µkyk(s) = 0,

τk(s) =
∆σ(s)

∆xk−1(s)
+ τk−1(s+ 1)

∆xk(s)
∆xk−1(s)

, τ0(s) = τ (s),

µk = µk−1 +
∆τk−1(s)
∆xk−1(s)

, µ0 = λ.

De la ecuación anterior se deduce que

(6)
µk = λ+

k−1∑
m=0

∆τm(s)
∆xm(s)

,

τk(s) =
σ(s+ k) − σ(s) + τ (s+ k)∆x(s+ k − 1

2 )
∆xk−1(s)

.

Para probar la primera basta notar que
n∑

k=1

(µk − µk−1) = µn − µ0 = µn − λ. Para

la segunda reescribimos la fórmula de τk(s) en (5) en la forma

τk(s)∆xk(s− 1
2 ) + σ(s) = σ(s+ 1) + τk−1(s+ 1)∆xk−1(s+ 1− 1

2).

Denotando τk(s)∆xk(s − 1
2 ) + σ(s) por T (s, k), tenemos T (s, k) = T (s+ 1, k − 1),

luego T (s, k) = T (s+ k, 0), de donde se deduce el resultado.
Para que se cumpla la condición hipergeométrica la ecuación (5) ha de tener la

misma estructura que (3). Más aún, para que (2)—y por tanto (3)— tenga soluciones
polinómicas es necesario que τ̃(x(s)) ≡ τ (s) sea un polinomiode grado a lo sumo uno.
En efecto, si y(s) es un polinomio de grado 1 en x(s), entonces ∆y(s) = ∇y(s) = C,
C constante, y (2) se transforma en C/2 τ̃(x(s)) + λy(s) = 0, por tanto τ̃ (x(s))
es un polinomios de grado a lo sumo 1. Si aplicamos el mismo razonamiento a la
ecuación (5), tendremos que para que (5) tenga soluciones polinómicas en xk(s) —y
por tanto podamos asegurar que tiene lugar la propiedad de hipergeometricidad—
es necesario que τk(s) sea un polinomio en xk(s) de grado a lo sumo uno.

Si imponemos ahora que σ̃(x(s)) sea un polinomio de grado a lo más 2 en x(s),
podemos comprobar que no para cualquier función función x(s) que escojamos la
ecuación (2) —o (3)— tiene soluciones polinómicas de tipo hipergeométrico en x(s).
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Un sencillo cálculo (ver e.g. [10, ecuación (1.61), pág. 191]) nos permite ver que, por
ejemplo, para x(s) = s3 lo anterior es falso. Ello nos indica que no para cualquier
red tendremos familias de polinomios hipergeométricos.

Definición 2.1. En aquellas redes donde τk(s) es un polinomio de grado a lo sumo
uno en xk(s) la ecuación (3) se denomina ecuación en diferencias de tipo hiper-
geométrico.

Obviamente la ecuación en diferencias de tipo hipergeométrico es tal que sus
soluciones y cumplen la propiedad de hipergeometricidad, es decir, cumplen que las
k-ésimas diferencias finitas generalizadas yk satisfacen el mismo tipo de ecuación,
en este caso (5). El próximo paso es, por tanto, encontrar la clase más amplia de
funciones x(s) para las cuales se cumple dicha propiedad de hipergeometricidad.

Teorema 2.1 ([10]). El conjunto más amplio de funciones x(s) para las cuales la
ecuación (3) tiene como solución una familia de polinomios de tipo hipergeométrico
viene dado por

(7) x(s) = c1qs + c2q−s + c3,

donde q ∈ C, y c1, c2, c3 son constantes que pueden depender de q, e independientes
de s.

Escogiendo las constantes c1, c2, c3 como funciones de q de la forma adecuada,
(7) se transforma, cuando q → 1, en la familia de funciones (red cuadrática) [21]
x(s) = c̃1s2 + c̃2s+ c̃3, a la que pertenecen los polinomios de Racah y los duales de
Hahn [21]. Comúnmente la red x(s) se suele escribir en su forma simétrica [21]

x(s) = c1
(
qs + q−s−µ

)
+ c3.

Para demostrar el teorema vamos a dar una prueba más simple de la siguiente
proposición, que conduce directamente al teorema.

Proposición 2.1 ([10]). Para que τk(s) sea un polinomio de grado a lo más 1 en
xk(s) es necesario y suficiente que x(s) satisfaga las siguientes dos ecuaciones:

(8)
x(s+ k) + x(s)

2
= αk xk

(
s
)
+ βk,

(9) x(s+ k)− x(s) = γk∆xk(s− 1
2),

para ciertas constantes αk, βk y γk. En particular para k = 1, (8) se convierte en

(10)
x(s+ 1) + x(s)

2
= αx

(
s+ 1

2

)
+ β.

Demostración. Para probar la necesidad vamos a reescribir, siguiendo la idea origi-
nal descrita en [10], la ecuación (6) en su forma equivalente

τk(s)∆xk(s− 1
2 ) = σ(s + k)− σ(s) + τ (s+ k)∆x(s+ k − 1

2 )

= σ̃(s+ k) − σ̃(s) + τ̃ (s)
2

∆x(s− 1
2 ) +

τ̃(s+ k)
2

∆x(s+ k − 1
2 )
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(11)

=
σ̃′′

2
[x(s+ k) + x(s)][x(s+ k)− x(s)] + σ̃′(0)[x(s+ k)− x(s)]

+
τ̃ ′

2
[x(s+ k)∆x(s+ k − 1

2
) + x(s)∆x(s− 1

2
)]

+
τ̃ (0)
2

[∆x(s+ k − 1
2 ) + ∆x(s− 1

2 )],

donde hemos usado la notación

(12) σ̃[x(s)] =
σ̃′′

2
x2(s) + σ̃′(0)x(s) + σ̃(0), τ̃ [x(s)] = τ̃ ′x(s) + τ̃ (0),

para los polinomios σ̃ y τ̃ de la ecuación (2), respectivamente. Es evidente que
para que τk sea un polinomio de grado a lo más uno en xk(s) es necesario que el
miembro derecho de la expresión (11) tenga como factor a ∆xk(s − 1

2
) cualquiera

sea la elección de los polinomios σ̃(s) y τ̃ (s) no nulos.
Escojamos σ̃(s) y τ̃ (s) tales que σ̃′′ = 0 y τ̃ ′ = τ̃ (0) = 0 con σ̃′(0) �= 0. Entonces,

necesariamente tendremos

τk(s)∆xk(s− 1
2) = σ̃

′(0)[x(s+ k)− x(s)],
de donde se deduce que la red debe satisfacer la ecuación

x(s+ k)− x(s) = γk(s)∆xk(s− 1
2 ),

siendo γk(s) un polinomio de grado a lo más 1 en xk(s) pues para esta elección de
σ̃(s) y τ̃ (s) tenemos τk(s) = σ̃′(0)γk(s). Demostremos que γk(s) no depende de s, o
sea, es constante. Para ello regresemos a la expresión (11) y tomemos ahora σ̃′ = 0
y τ̃ ′ = τ̃ (0) = 0 con σ̃′′ �= 0. Usando la expresión anterior deducimos que

τk(s) =
σ̃′′

2
[x(s+ k) + x(s)]γk(s).

Ahora bien, si grado γk = 1, entonces τk(s) o bien es de grado mayor que uno o
bien no es ni siquiera un polinomios pues obviamente x(s + k) + x(s) no es una
constante (si lo fuera, tomando k = 0, deduciŕıamos que x(s) es constante lo cual
es una contradicción). Luego γk es constante. Puesto que γk es constante entonces
necesariamente x(s+ k)+x(s) ha de ser un polinomio de grado a lo más 1 en xk(s)
y por tanto tenemos

x(s+ k) + x(s)
2

= αk xk

(
s
)
+ βk,

para ciertas constantes αk y βk. Luego las expresiones (8) y (9) se cumplen. Falta
ahora probar que estas dos expresiones son las únicas condiciones necesarias con
lo cual la proposición quedaŕıa demostrada. Para ello observemos que para k = 1
tenemos la fórmula (10). Es fácil comprobar que una solución particular de (10) es
x(s) = β

1−α
(α �= 1). La solución general de la ecuación homogénea correspondiente

la buscaremos de la forma x(s) = rs. Sustituyendo dicha solución en (10) obtenemos
la ecuación caracteŕıstica

r − 2α r
1
2 + 1 = 0,



90 RENATO ÁLVAREZ-NODARSE

que tiene dos soluciones r1, r2 (α �= 1) tales que r1 r2 = 1. Por lo que, denotando por
q a una de dichas soluciones, por ejemplo r1, entonces la otra será igual a r2 = q−1,
y la solución general de (10) tendrá la forma

(13) x(s) = c1qs + c2q−s + c3.

Además, con la notación anterior es claro que α = (q
1
2 + q−

1
2 )/2. El caso α = 1 nos

conduce a la solución x(s) = c̃1s2 + c̃2s + c̃3 —en realidad una solución particular
es 4βs2 y la general es c̃2s + c̃3—. Esta última expresión es un caso particular de
(13) y se puede obtener tomando el ĺımite q → 1 y escogiendo adecuadamente los
valores c1, c2 y c3 dependientes de q.

Si ahora usamos (13) junto a la expresión

(14) ∆x(s+ a) = κq(c1qs+a+
1
2 − c2q−s−a− 1

2 ), κq = q
1
2 − q−

1
2 ,

aśı como que γk = ∆(x(s+k)−x(s))

∆xk(s−1
2 )

, αk = ∆(x(s+k)+x(s))
∆xk(s)

y βk = (1−αk)c3, obtenemos

(15) γk = [k]q =
q

k
2 − q− k

2

q
1
2 − q−

1
2

, αk =
q

k
2 + q−

k
2

2
, βk = −c3

2
(q

k
4 − q− k

4 )2,

o, utilizando que c3 = β
1−α con α = α1, βk = β[ k2 ]

2
q[

1
2 ]

−2
q , donde [x]q, denota a los

q-números:

(16) [x]q ≡ q
x
2 − q− x

2

q
1
2 − q−

1
2

, x ∈ C.

Comprobemos que bajo estas condiciones τk es un polinomio de grado a lo más uno.
Usando (8) y (9), (12) se transforma en

τk(s)∆xk(s− 1
2
) = σ̃′′γk[αkxk(s) + βk]∆xk(s− 1

2
)

+ σ̃′(0)γk∆xk(s− 1
2) +

τ̃ ′

2
[x(s+ k)∆x(s+ k − 1

2) + x(s)∆x(s− 1
2 )]

+
τ̃ (0)
2

[∆x(s+ k − 1
2 ) + ∆x(s− 1

2)].

Ahora bien, ∆x(s+ k − 1
2 ) + ∆x(s− 1

2 ) = αk∆xk(s− 1
2 ), y

x(s+ k)∆x(s+ k − 1
2
) + x(s)∆x(s− 1

2
) = [2α2kxk(s) − 2(α2k − αk)c3]∆xk(s− 1

2
),

de donde se deduce fácilmente que τk(s) es un polinomio de grado a lo más uno
en xk(s).

Para probar la suficiencia seguiremos la idea original de Nikiforov y Uvarov pu-
blicada solamente en la versión rusa de [21] y los preprints originales de Nikiforov y
Uvarov —en [21] se da una prueba distinta.

Ante todo, nótese que si la red es tal que se cumple

(17)
∆pn[x(s)]
∆x(s)

= qn−1[x(s+ 1
2
)] y

pn[x(s+ 1)] + pn[x(s)]
2

= rn[x(s+ 1
2
)],
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siendo pn[x(s)] un polinomio de grado n en x(s), y qn−1[x(s + 1
2 )] y rn[x(s +

1
2)]

sendos polinomios de grado n y n− e, respectivamente, en x(s+ 1
2). Entonces

(18)
1
2

[
∆y(s)
∆x(s)

+
∇y(s)
∇x(s)

]
= q̃n−1[x(s)],

∆
∆x(s− 1

2
)
∇y(s)
∇x(s) = r̃n−2[x(s)].

Si ahora recordamos que σ̃(x(s)) y τ̃ (x(s)) son polinomios en x(s) de grado a
lo sumo 2 y 1 respectivamente, concluimos que nuestra ecuación admite soluciones
polinómicas puesto que entonces los operadores

∆
∆x(s)

+
∇

∇x(s) y
∆

∆x(s− 1
2)

∇
∇x(s)

transforman un polinomio de grado n en x(s) en otros polinomios en x(s) de grado
n− 1 y n− 2, respectivamente. Notemos ahora que

xn(s+ 1)− xn(s)
x(s+ 1)− x(s) =

x(s+ 1) + x(s)
2

xn−1(s+ 1)− xn−1(s)
x(s+ 1)− x(s)

+
xn−1(s+ 1) + xn−1(s)

2
,

xn(s+ 1) + xn(s)
2

=
x(s+ 1) + x(s)

2
xn−1(s+ 1) + xn−1(s)

2

+
1
4
[x(s+ 1)− x(s)]2 x

n−1(s+ 1)− xn−1(s)
x(s+ 1)− x(s) .

Utilizando las dos identidades anteriores podemos comprobar, mediante inducción,
que si la red x(s) satisface la ecuación en diferencias (10), donde α, β son constantes
arbitrarias, entonces (17) tienen lugar siempre y cuando [x(s+ 1) − x(s)]2 sea un
polinomio de grado a lo sumo 2 en x

(
s + 1

2

)
. Un cálculo directo nos confirma que

[x(s+ 1) − x(s)]2: es un polinomio de grado a lo más 2 en x
(
s+ 1

2

)
para la red (7)

[x(s+ 1) − x(s)]2 = κ2qx1(s)2 + 3c3κ2q(x(s) − c3) + 4c1c2 + c23, κq = q
1
2 − q−

1
2 .

La suficiencia está demostrada y con ella nuestra proposición. �
Un corolario inmediato de lo anterior es la siguiente expresión para τk:

(19)
τk(s) = τ̃ ′kxk(s) + τ̃k(0) =

(
[2k]q

σ̃′′

2
+ α2kτ̃

′
)
xk(s)

+ 2[k]qβk
σ̃′′

2
+ [k]qσ̃′(0) + αkτ̃ (0) + τ̃ ′(0)(αk − α2k)

β

1− α.

En particular tendremos que τ̃ ′k = [2k]q σ̃′′

2 + α2kτ̃
′. Luego, usando (6), se deduce

que

(20) µk = λ+ [k]q




q 12 (k−1) + q−

1
2 (k−1)

2


 τ̃ ′ + [k − 1]q

σ̃′′

2


 ,

donde σ̃′′ y τ̃ ′ son los coeficientes del desarrollo en potencias de x(s) de los polinomios
σ̃(x(s)) y τ̃ (x(s)), respectivamente (ver (12)). Si ahora usamos (17), deducimos que,
si y es un polinomio de grado n en x(s), entonces y1 es de grado n− 1 en x1(s), y
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aśı sucesivamente hasta llegar a que yn = C �= 0. Luego, de (5) se deduce que µn es
cero y se tiene, por tanto, la siguiente expresión para λ en el caso de las soluciones
polinómicas

(21) λn = −[n]q




q 12 (n−1) + q−

1
2 (n−1)

2


 τ̃ ′ + [n− 1]q

σ̃′′

2


 .

3. Algunas propiedades de los q-polinomios hipergeométricos

A partir de la ecuación de tipo hipergeométrico (2) o (3) se pueden obtener
muchas propiedades interesantes de las soluciones de la misma, en particular una
fórmula de tipo Rodrigues [21]

(22)
Pn(s)q =

Bn

ρ(s)
∇(n)

(
ρ(s + n)

k∏
m=1

σ(s+m)

)
,

∇(n) =
∇

∇x1(s)
∇

∇x2(s)
· · · ∇

∇xn(s)
,

donde ρ(s) es una solución de la ecuación de tipo Pearson

∆
∆x(s− 1

2
)
[σ(s)ρ(s)] = τ (s)ρ(s).

A partir de la fórmula de Rodrigues se deduce fácilmente [10, 21] la siguiente expre-
sión expĺıcita para las soluciones polinómicas de la ecuación (3):

(23) Pn(s)q = Bn

n∑
m=0

[n]q!(−1)m+n

[m]q![n−m]q!
∇x(s+m− n−1

2 )
n∏

l=0

∇x(s+ m−l+1
2

)

×
n−m−1∏

l=0

[σ(s− l)]
m−1∏
l=0

[σ(s+ l) + τ (s+ l)∆x(s+ l− 1
2)].

En el caso más general cuando σ(s) = q−2sp4(qs), siendo p4 un polinomio en qs de
grado 4, cuyas cuatro ráıces son diferentes, y que denotaremos por qsi , i = 1, 2, 3, 4,
es decir,

(24) σ(s) = Cq−2s
4∏

i=1

(qs − qsi), C = const. �= 0,

la expresión anterior (23) se expresa mediante una serie hipergeométrica básica 4φ3
[10, 21]

(25) Pn(s)q = Dn 4φ3

(
q−n, q2µ+n−1+

P4
i=1 si , qs1−s, qs1+s+µ

qs1+s2+µ, qs1+s3+µ, qs1+s4+µ

∣∣∣∣ q , q
)
,
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con qµ = c1/c2, y

Dn = Bn

( −C
c1qµκq

)n

q−n(s1+3(n−1)/4)

× (qs1+s2+µ; q)n(qs1+s3+µ; q)n(qs1+s4+µ; q)n.

A partir de (25) es fácil comprobar que Pn(s)q es un polinomio de grado exactamente
n. Para ello basta notar que C(s1, µ) = q−

µ
2 (qs1+l+ µ

2 + q−s1−l− µ
2 ),

(qs1−s; q)k(qs1+s+µ; q)k = (−1)kqk(s1+µ+ k−1
2 )

k−1∏
l=0

(
x(s) − c3
c1

−C(s1, µ)
)
.

Además, el coeficiente principal an de Pn(s)q = an x
n(x) + · · · se expresa por

an = Bn

( −C
c21κq

)n

q−3n(n+1)/4)(qs1+s2+s3+s4+n+2µ−1; q)n .

Es importante destacar que para la red general (7) se tiene la propiedad de
simetŕıa x(s) = x(−s− µ), y por tanto (3) nos conduce a

(26) σ̃(x(s)) =
σ(−s− µ) + σ(s)

2
, τ̃ (x(s)) =

σ(−s − µ)− σ(s)
∆x(s− 1

2)
.

Esto permite reescribir la ecuación en diferencias (3) de la siguiente forma

(27) [σ(s) + τ (s)∆x(s− 1
2
)]
∆Pn(s)q
∆x(s)

− σ(s)∇Pn(s)q
∇x(s) + λn∆x(s− 1

2
)Pn(s)q = 0 .

Nótese que σ(−s−µ) = σ(s)+τ (s)∆x(s− 1
2 ). Usando la definición (24) e igualando

los coeficientes de las potencias de mayor orden en qs en la ecuación (27) obtenemos
una expresión muy útil para λn, equivalente a (21)

(28) λn = −Cq
(2µ+s1+s2+s3+s4)/2

c21(q)
[n]q

[
2µ+ n− 1 +

4∑
i=1

si

]
q

.

En general las soluciones polinómicas de la ecuación (3) no tienen por que consti-
tuir familias ortogonales. No obstante, si se imponen ciertas condiciones de frontera
éstas constituyen familias ortogonales respecto a la función ρ solución de la ecuación
de tipo Pearson. Para más detalle véase [10, 13, 21].

4. Ejemplos

Para concluir este trabajo consideremos algunos ejemplos.

Polinomios de Askey-Wilson. Sean x(s) = 1
2 (q

s+q−s), qs = eiθ, µ = 0, a = qs1 ,
b = qs2 , c = qs3 y d = qs4 . Escojamos las constantes A y Bn en (25) de la forma

C = −q
1
2 (q

1
2 − q−

1
2 )2, Bn = 2−n(q

1
2 − q−

1
2 )−nq

n(3n−5)
4 .
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Entonces (25) nos da

(29) pn(x(s), a, b, c, d) =
(ab; q)n(ac; q)n(ad; q)n

an

× 4φ3

(
q−n, qn−1abcd, a e−iθ, a eiθ

ab, ac, ad

∣∣∣∣ q , q
)
,

y son los q-análogos de los polinomios introducidos por Askey y Wilson (ver [9, 10,
14]). Además, son solución de la ecuación en diferencias (27) con

σ(s) = −q−2s+
1
2 (q

1
2 − q−

1
2 )2(qs − a)(qs − b)(qs − c)(qs − d),

y
λn = 4q−n+1(1− qn)(1− abcdqn−1).

Los polinomios q-clásicos. A partir de la fórmula (25) tomando el ĺımite q−µ →
0, se obtienen los polinomios q-clásicos [19] (un estudio usando el punto de vista
descrito aqúı se puede encontrar en [1]) que corresponden a la red exponencial
x(s) = c1qs + c3. En este caso se tiene [21]

(30)
σ(s) = Ā(qs−s1 − 1)(qs−s2 − 1),

σ(s) + τ (s)∆x(s− 1
2) = Ā(q

s−s̄1 − 1)(qs−s̄2 − 1).

y, la representación (25) se transforma en

(31) Pn(s)q = Dn 3φ2

(
q−n, qs1+s2−s̄1−s̄2+n−1, qs−s̄1

qs1−s̄1 , qs2−s̄1

∣∣∣∣ q , q
)
,

y

λn = − Ā
c21
q−

1
2 (s1+s2+s̄1+s̄2)[n]q[s1 + s2 − s̄1 − s̄2 + n− 1]q.

Si escogemos los parámetros qs1 = 0, qs2 = c/a, q−s̄1 = aq, q−s̄2 = abq/c, y

Ā = −c/aq−
1
2 , obtenemos los q-polinomios grandes de Jacobi (Bn se escoge para

que sean mónicos) introducidos por W. Hahn en 1949

pn(x; a, b, c; q) =
(aq; q)n(cq; q)n
(abqn+1; q)n

3φ2

(
q−n, abqn+1, x

aq, cq

∣∣∣∣∣q; q
)
,

que son solución de la ecuación en diferencias (27), con

λn = −(1− q−n)(1 − abqn+1)
(1− q)2 .

El resto de las familias conocidas de q-polinomios se puede obtener a partir de
las fórmulas (25) y (31), tomando ĺımites apropiados. De esta forma, por ejemplo,
se obtuvieron en [2] dos familias clásicas que no hab́ıan sido estudiadas con anterio-
ridad.
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