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ABSTRACT. We study the behaviour of moments of order p of affine and qua-
dratic forms with respect to the tail volume of the unit ball of £7 (0 < g < 1)
and we give some Kahane-Khinchine type inequalities for them.

Una de las propiedades mas destacables de las funciones de Rademacher {r;(-)};-5
definidas, para t € [0, 1], por

1 sii=0,

i(t) =
i) sign(sen(2"nt)), siie€ N,

es que generan {3 en cada Ly [0, 1], para cada 0 < p < +00. Este resultado, conocido
como desigualdades de Khinchine (véase, por ejemplo, [14]), asegura que para cada
0 < p < 400 existen constantes positivas A,, B, tales que, para cualquier n € N y
cualesquiera escalares aq,...,a, € R,

n 1/2 1 n D n 1
A (D lal?) < / > arit)| dt) < B, (> lail?
i=1 0 li=1 i=1

Este tipo de desigualdades no es en absoluto particular de las funciones de Ra-
demacher y se repite en diferentes situaciones y en muy distintas circunstancias.
Un método que permite encontrar otras situaciones en las que existen este tipo de
desigualdades nos lleva al terreno de la probabilidad, ya que podemos identificar las
funciones de Rademacher con una familia de variables aleatorias independientes de
Bernoulli {g; :;Of (es decir, variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas que toman solamente los valores 1 y —1 con probabilidad 1/2). Entonces

las desigualdades de Khinchine aseguran que existe constante C' > 0 tal que

n py\ 1/p 1/2
(1) E Zaisi
i=1

n 2
<oy |E|Y as| |
=1
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para cualquier familia de escalares aq, ..., a, € Ry para cualquier p > 2. Siguiendo
esta linea, cabe preguntarse si existen desigualdades de tipo Khinchine para otras
familias de variables aleatorias. Es facil comprobar que la existencia de este tipo
de desigualdades para una familia de variables aleatorias independientes {Xi};;of
es equivalente a que la familia tenga un decrecimiento de tipo exponencial, es decir
que exista una constante C’ > 0 tal que, para cualquier coleccién de escalares
ai,...,a, € Ry cualquier n € N,

]P{ zn:aiXi

i=1
W o\ 1/2
donde |[[(a;)|l, = (21 |ai| ) . Este es el caso, por ejemplo, de una familia de

> tl(ai)lz} < C'exp(—Ct?),

variables aleatorias gaussianas independientes {g;};-7 (véase, por ejemplo, [6]).

Otra via por la que se pueden extender las desigualdades de Khinchine es estudiar
si existen desigualdades de este tipo, pero con caracter vectorial. Los principales
resultados en esta direccién son las desigualdades de Kahane (véase [11] y [12]), que
aseguran que si X es un espacio normado entonces para cualquier 0 < p < 400 y
para cualesquiera vectores x1,...,ZT, € X se tiene que

1 n 1 p 1/p 1
Ap/ > vt dt < (/ dt) < Bp/
0 ||i=y 0 0

donde A,, B, > 0 son constantes absolutas independientes de p, de n y del espacio
normado X.

n

Z Ti (t)xi

i=1

n

Z Ti (t)xi

i=1

dt,

En una linea completamente diferente a ésta, Gromov y Milman ([8]) demostra-
ron que se tienen desigualdades de la forma (1) en otra situacién: la medida de
Lebesgue normalizada en un cuerpo convexo K C R™. Notemos que |- | denotara in-
distintamente tanto la medida de Lebesgue en R™ como el valor absoluto, sin que
esto signifique ninguna confusion pues el contexto resolverd cualquier posible duda.
El resultado fundamental que probaron es el siguiente:

Teorema 1 (Desigualdad de Gromov-Milman). Sea K un cuerpo convero en R"
(es decir, un conjunto compacto en R™ con interior no vacio). Para cualquier forma
lineal f(x) definida en R™ se tiene que

@) (1 /. |f<x>|”dx)l/p<cp (7 /. |f<x>|2dx)1/2

para todo p > 2, donde C' > 0 es una constante absoluta independiente de K y de
la dimension de R™. Es mds,

Hz € K [f(@)] > [ fll}] < ClK]exp(=C1).

De este resultado se desprende que para cualquier forma lineal f(x) definida en
R"™ se tiene que

3) 111y, (rcde) < CllF Lok do)
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con C' > 0 constante absoluta, siendo Ly, (K,dz) el espacio de Orlicz generado
por la funcién de Orlicz 1 (t) = ¢! — 1 con la medida de Lebesgue normalizada y
concentrada en K. En efecto, si denotamos

£l = (|—}(.| / |f<x>|2dx)1/2,

entonces, si C' > 0, usando el resultado de Gromov-Milman,

B o
|K|/ <C|f|z> ”Z % < Gl ™
< 1+Z; CZZ.Z,!

> 1
; (Ce)iv2mi

siempre que C sea suficientemente grande.

Este resultado de Gromov y Milman admite diversas aplicaciones en la teoria local
de espacios de Banach (como, por ejemplo, dar estimaciones de la constante de iso-
tropia de cuerpos convexos tal y como se muestra en [5] y [17]) y ademds marca una
camino para extender las desigualdades tipo Khinchine-Kahane a otras situaciones,
en principio muy distintas a las planteadas con las funciones de Rademacher.

Siguiendo esta via pero empleando técnicas completamente distintas, Borell prob6
(véase [16]) que se tiene una desigualdad tipo Gromov-Milman para cualquier me-
dida p de Borel en R™ que sea logaritmicamente concava, es decir que verifique

pOAA+ (1= N)B) > p(A) u(B)' 2,
para cualquier A € [0,1] y cualquier pareja de conjuntos p-medibles A, B C R™.

La idea clave de la demostracién de este hecho se basa en el siguiente resultado de
Borell (véase [3], [4]):

Teorema 2 (Lema de Borell). Si p es una medida de Borel en R™ logaritmica-
mente concava y A C R™ es un conjunto convexo simétrico respecto al origen con
w(A) =6 >1/2, entonces

1+t

1—-6\72
(4 uear) <o (+57) .
para cualquiert > 1.

A partir de este resultado G. Pisier probé (véase [16]) que si p es una medida de
Borel en R™ logaritmicamente concava y f : R™ — R es una seminorma, entonces

[£1lp < Cpgll fllq,
para todo p,q > 0, donde Cpq es una constante que solo depende de py q, y ||fllp

denota el valor y
1 p P
151 = (s [ 1P duta))
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En esta linea, Latata ([13]) demostré que se puede conseguir que Cp, s6lo dependa
de p, es decir para cualquier p > 0

171 < Cyll o
donde

1
®) 1510 = e s [ ol duto))

0. Guédon (]9]), por su parte, ha probado que el resultado también es cierto para
q € (—1,0], definiendo || f||; de forma natural si ¢ < 0. Para ser mds precisos, ha
demostrado que

de
Iflln < +q|\f|\q,

1
para cualquier ¢ € (—1,0].

A la vista de la desigualdad de Gromov-Milman, una pregunta natural es si
existen este tipo de desigualdades cuando se consideran formas que no sean lineales
0 seminormas.

Fue J. Bourgain (véase [5]) quien encontré desigualdades del tipo Gromov-Milman
validas para polinomios en lugar de formas lineales, respondiendo asi una pregunta
planteada anteriormente por V. D. Milman. El resultado principal de J. Bourgain
es el siguiente:

Teorema 3 (Desigualdad de Bourgain). Sea K C R™ un cuerpo convexo. Para
cualquier polinomio f en R™ de grado d

(6) (ﬁ / |f<x>|ﬁdx)1/p<cp0/dﬁ [ 1@,

para todo p > 0, donde C,C’ son constantes absolutas independientes de K y de la
dimension de R™. Es mds, existe constante absoluta tal que, para cualquier t > 0,

(7) {z e K5 [f@) >t fllH < e |K].

Como consecuencia, ||f|lL,(x,dx) < C|f|l1, siendo Ly(K,dx) el espacio de Or-
ct/d

c/d

licz generado por la funcion de Orlicz ¥(t) = e — 1 con la medida de Lebesgue
normalizada y concentrada en K. Dicho de otro modo

1 £ (@) \
K] /Ke"p <C|f|z> sz

para cualquier polinomio de grado d, siendo C' constante absoluta.

Del mismo modo que empleando el lema de Borell se obtienen desigualdades
del tipo Gromov-Milman para medidas logaritmicamente céncavas, Bobkov (véase
[2]) demostrd que existen desigualdades del tipo Bourgain para medidas de Borel u
logaritmicamente céncavas, llegando a probar que

1Al 2oramy < CLF I

para cualquier polinomio de grado d, siendo Ly, (K, du) el espacio de Orlicz generado
por la funcién 1(t) = e//? — 1 y la medida p.
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En relacién con este tipo de extensiones de las desigualdades de Khnichine-
Kahane para familias méas generales que las formas lineales se ha probado reciente-
mente que la desigualdad de Khinchine-Kahane original para funciones de Radema-
cher admite extensiones vélidas para formas cuadraticas (véase los trabajos de I'in
[10] o Gnedenko [7]).

Notemos que si K es un cuerpo convexo de R™ entonces, pg definida para cada
boreliano A € B(R™) como ui(A) = |A|/| K] es una medida de Borel logaritmica-
mente concava, sin mas que recordar la desigualdad de Brunn-Minkowski, por lo
que los resultados de Borell, Latala, Guedén y Bobkov se pueden interpretar co-
mo extensiones de las desigualdades de Gromov-Milman y Bourgain. Sin embargo,
si eliminamos la condicién de convexidad del conjunto K, perdemos, en general, el
caracter de logaritmico concavidad de la medida p g, por lo que podemos preguntar-
nos si tienen sentido desigualdades tipo Gromov-Milman o Bourgain para medidas
Wx, con K no convexo.

Parece natural comenzar el estudio de desigualdades tipo Gromov-Milman-Bour-
gain para familias de conjuntos que exhiban propiedades parecidas a los conjuntos
convexos. Un claro ejemplo de una familia de este tipo es la de las bolas unidad de
los espacios £ con 0 < g < 1. A continuacién vamos a probar que para esta coleccién
de conjuntos se tienen desigualdades tipo Gromov-Milman-Bourgain, gracias a las
excelentes propiedades de simetria de estos conjuntos. Las demostraciones de estos
hechos van a pasar por dar desigualdades tipo Gromov-Milman y Bourgain vélidas
para cuerpos compactos en general con buenas propiedades de simetria y pueden
encontrarse en el trabajo, en preparacién, [1].

Sea K un compacto en R™ tal que tiene volumen (medida de Lebesgue) positiva
y verifica la siguiente propiedad de simetria: un punto x = (x1, ..., x,) pertenece a
K siysolosi (£z1,...,+x,) pertenece a K para cualquier eleccién de signos 1.

Sea ¢(p, K) el valor definido por
1/p
1 |
(®) o(p, K) = nudx (i Jc )

1<i<n 1/2
(et fc k)

El siguiente resultado da una desigualdad de tipo Gromov-Milman para conjun-
tos compactos con la condicién de simetria anterior y valida para formas lineales en
la que aparece explicitamente involucrado ¢(p, K). Asimismo, incluimos la demos-
tracién del mismo pues es un ejemplo ilustrativo del tipo de técnicas que se emplean
para dar extensiones de desigualdades del tipo Gromov-Milman.

Proposicién 4. Sea K un conjunto compacto con volumen positivo verificando la
condicion de simetria anterior y sea a un vector en R™. Sip > 2, entonces se cumple
que

o (/. |<a»x>|”dﬂc>1/p<C<p(p,K)\/25<% / |<a,x>|2dx)1/2,

donde C > 0 es una constante absoluta.
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Demostracion. Sea {e;}7_; una sucesién de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas que toma los valores £1 con probabilidad 1/2 (variables
aleatorias de Bernoulli). Es claro que, gracias a la condicién de simetria de K,

1 1
L[ Vst =

para cualquier eleccién de signos ¢;, 1 < ¢ < n. Entonces, promediando y usando las
desigualdades clasicas de Khinchine se tiene que

" p
1 1
W/K|<a»$>|pd$: W/ E Zaixm

ot [ (S ) "
(m

< Cppp/2 (

< CPpP2p(p, K ( |K|/ 2Iﬂczlzdﬂc>

i€iTi| dx

dx

O

A la vista del resultado anterior, podemos preguntarnos si tendran sentido des-
igualdades de tipo Gromov-Milman para conjuntos compactos K con volumen po-
sitivo y que verifiquen ciertas condiciones de simetria si se consideran familias F de
funciones més generales que las formas lineales, es decir si se tendra, siguiendo la
idea de las desigualdades de Bourgain, que

1/p 1/2
<|K|/'f 'pdﬂU) < Calp <|K|/'f "“)

para todo p > 2 y para toda f € F.

Parece 16gico comenzar el estudio de este tipo de desigualdades considerando
familias de funciones parecidas a la familia de las formas lineales, por lo que no
parece descabellado comenzar con la familia de las formas afines. Notemos que, en
caso de que K sea convexo, se obtiene automéaticamente un resultado tipo Gromov-
Milman para cualquier aplicacién afin, sin méds que hacer un cambio de variable
que transforme la integral de la forma afin sobre K en una integral de una forma
lineal sobre un trasladado de un cuerpo convexo K + a, que vuelve a ser convexo y
por tanto se puede usar el resultado de Gromov-Milman. A priori, esta técnica de
demostracién no va a servir para generar desigualdades de tipo Khinchine-Kahane
validas para formas afines, ya que la condicién de simetria impuesta a K queda
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inoperante al hacer traslaciones. Sin embargo esta dificultad puede salvarse, tal y
como muestra el siguiente resultado.

Proposicién 5. Sea K un conjunto compacto con volumen positivo y tal que verifica
la condicion de simetria anterior. Si a es un vector de R™ y m es un nimero real,
entonces, para cualquier p > 2,

(IlTI/KIer <“»x>|pdx>1/p < Co(p, K)\/p <|_11(|/K(m+ (. a))? dx>1/2’

donde C' es una constante absoluta.

Otra familia sobre la que podemos estudiar la validez de desigualdades tipo Bour-
gain es la familia de las formas cuadraticas. Para ello debemos primero introducir
algo de notacién. Sea y(p, K) el valor definido por

1/p
1 P
(10) v(p, K) = méx (i Jc sl

1<i#j<n 1/2
(|17| Jx |xi$j|2)

para cada 2 < p.

El siguiente resultado da una desigualdad de tipo Bourgain para conjuntos com-
pactos con la condicién de simetria anterior y valida para ciertas formas cuadraticas
en la que aparece explicitamente involucrados ¢(p, K) y v(p, K).

Proposicién 6. Sea K un conjunto compacto con volumen positivo verificando la
condicion de simetria anterior y sea C = (¢;;) una matriz real n xn tal que ¢;j = cj;
y ci; = 0. Sip> 2, entonces

1 n p 1/p n 1
(W/K Z Cij ik dx) < Cp[ Z ij (72(]3,}()@/}( |22 ?d

i,j=1 i,j=1

s (i ) (i )]

donde C > 0 es una constante absoluta.

Debemos decir que la idea de la demostracién de este resultado es diferente a
la que podemos ver en la proposicion 4 y usa técnicas de calculo parecidas a las
empleadas por II'in para dar una extensién de las desigualdades de Khinchine a
formas cuadraticas (véase [10]).

Los resultados anteriores se pueden interpretar como desigualdades tipo Gromov-
Milman-Bourgain para conjuntos compactos con volumen positivo y verificando cier-
tas propiedades de simetria, si bien, en las desigualdades aparecen explicitamente
o(p, K)y v(p, K), valores sobre los que, a priori, no se tiene ningin control. Cabe
esperar que, dependiendo de las propiedades que tenga el conjunto K, se podra tener
una informacién mds precisa del valor de ¢(p, K'). Como caso particular de esto, se
pueden dar estimaciones de ¢(p, K) y v(p, K) cuando K es la bola unidad de los
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espacios £ denotada por

By = {(xl,...,xn) € R"™; Z|$i|q < 1}»

i=1
donde 0 < g < oo, tal y como muestra el siguiente resultado.

Proposiciéon 7. Sean 0 < ¢ < +o00 y 2 < p < 00. Entonces, para cada 1 <i <n,

/p 1/q
. 1 P )
i - z;|Pdx ~ )
(i) <|Bg| ne ) (2

1/p 2/q 1/pq
1
(ii) / jwizslPda |~y (2 - ,
| B By n+p n+p

donde ~¢ quiere decir que el cociente esta acotado superior e inferiormente por una
constante que solo depende de q. Como consecuencia,

e(p,Bl) < Cep"" y  ~(p, BY) < Clp*/e,

donde Cy y C{Z son constantes que solo dependen de q.

Usando estas estimaciones, ya podemos dar una desigualdad tipo Gromov-Milman
para By de forma bastante precisa. Ademas, del mismo modo que las desigualdades
de Gromov-Milman sirven para establecer relacién entre la norma en L, (K, dx) y
la norma de Orlicz Ly, (K, dz), se puede establecer un resultado de esta misma
naturaleza pero en caso de que K sea By (0 < ¢ <1).

Corolario 8. Sea f: R"™ — R una forma afin y 0 < q < 1. Si para cada 0 < p <

+o00 denotamos
1 1/p
1710 = ( gy [ M@ az)
P | B2 By

entonces existe constante Cq > 0, que solo depende de g, tal que

141
(11) Ifllp < Cop 2| fll2-
Ademds ezisten C{Z,C{]’ > 0 que solo dependen de q, tales que
2q
1 flz) |7
(12) exp ‘ dr <2
| B By Cillfll2

y también
2
[{x € B |f(2)] > t}] < CU|BY| exp(~Cl/t77).
Nota 9. Se puede comprobar que si fijamos n € N, entonces
o(p, BY) < Cqn'/

para todo p > 2. Por lo que, si prefijamos la dimensién n, se obtiene que para todo
0 < ¢ < 400 y para cualquier forma afin f

1 1/p 1 1/2
(13) (W 5 If(x)lpdx> <an1/q\/z3< |f<x>|2dx> ,

B¢l By
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es decir que si prefijamos la dimensién para las bolas By con 1 < ¢ < 400 se obtiene
una mejor estimacion que con las desigualdades de Gromov-Milman validas para un
cuerpo convexo K general.

En la misma linea del corolario anterior, las estimaciones obtenidas en la propo-
sicién 7 para la bola By también nos permiten enunciar las siguientes desigualdades
de tipo Bourgain para la bola unidad de los espacios /7 (0 < g < +00).

Corolario 10. Sea C = (c;;) una matriz real n x n tal que ¢;; = ¢j; y ¢i; = 0.
Consideremos fR™ — R dada por f(z) = Z;ljzl cijrix; para todo x € R"™. Si
0 < g < 1.y denotamos para cada p > 2

) 1/2
1£llp = <@ o If(x)lpdx> :

entonces existe constante Cy, que solo depende de q, tal que

(14) £l < Cqp" 5| £]l2-

Ademds existen Cy, Ci/ > 0 que solo dependen de q, tales que

(15) ! exp (‘ /() m) de <2

1By | Jgs Cifllz
[{z € B |f(@)] > t}] < OB exp(—CllteH).

y también

Nota 11. Anélogamente a lo que ocurria con las desigualdades tipo Gromov-Milman
para By, se puede comprobar que fijado n € N se tiene que

v(p, BY) < Cqn?/4

para todo p > 2. Por lo que, si prefijamos la dimensién n, para todo 0 < g < +o00 y
para cualquier forma cuadratica f en las condiciones del corolario anterior, se tiene
que

. 1/p . 1/2
1) |5 [ W@Fd) <Cnip| o | If@Pdr]
| q | By | q | By

Por tanto, si prefijamos la dimensién, para las bolas By con 1 < ¢ < +o00y las formas
cuadréaticas que aparecen en el corolario anterior se obtiene una mejor estimacion
que con las desigualdades de Bourgain validas para un cuerpo convexo K general y
un polinomio cualquiera de grado 2.

A la vista de que para la coleccién de bolas unidad de los espacios £j se tienen
desigualdades tipo Gromov-Milman y Bourgain, se puede preguntar si este tipo de
resultados sera valido para la familia de los cuerpos g-convexos, con 0 < g < 1, ya que
las bolas unidad de los espacios £} son los ejemplos cldsicos de conjuntos g-convexos.
Recordemos que un conjunto KX C R"™ es g-convexo (0 < ¢ < 1) si dados z,y € K y
a, 3 € [0,1] tales que a? 4+ 37 = 1 entonces ax + By € K. Es ficil comprobar que
si K es un cuerpo g-convexo (es decir, un conjunto g-convexo compacto con interior
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no vacio), la medida px asociada no es, en general, logaritmicamente céncava, si
bien verifica que si A, B € B(R™) y «, 8 € [0, 1] son tales que a9 + 57 = 1, entonces

pr (@A + BB) > 2" 4 g (A)* i (B)”.

A pesar de que es bien conocido que en teoria local de espacios de Banach la familia
de los cuerpos g-convexos (0 < g < 1) tiene un comportamiento parecido en algunos
casos a la familia de los cuerpos convexos, Litvak (véase [15]) ha demostrado que en
este caso los resultados esperables para los cuerpos g-convexos no van a ser acordes
con las desigualdades tipo Gromov-Milman-Bourgain conocidas para cuerpos con-
vexos, puesto que ha probado que es imposible que se obtenga una desigualdad de

la forma "
1 va) " o L
(i [ 1rras) " < Cpmie [ 1501

valida para cualquier forma lineal f, par cualquier g-convexo y para todo p > 0,
siendo C}, una constante independiente de la dimensién de R™. Sin embargo, si se
es un poco menos ambicioso y se permite que C, pueda variar con la dimensién,
se puede dar un resultado tipo Gromov-Milman vilido para cuerpos g-convexos.
Las técnicas necesarias para obtener este tipo de resultado pasan por obtener una
extension del lema de Borell que permitia dar desigualdades tipo Gromov-Milman
para medidas logaritmicamente céncavas, pero esta vez para medidas pux con K
cuerpo g-convexo. Usando una extensiéon de este tipo del lema de Borell, se puede
dar una desigualdad de tipo Gromov-Milman de la forma

(17) (ﬁ /| |f<x>|?dx)1/p<cpcgﬁ [ 1),

valida para cualquier cuerpo y para cualquier p > 0, siendo C,, C; > 0 constantes
que solo dependen de p y ¢ respectivamente, resultado en el que aparece explicita-
mente la dependencia de la dimensién n.
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