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Abstract. In this note we show some estimates for multilinear commutators

with vector symbol b = (b1, . . . , bm) defined by the expression

T�b
f(x) =

Z
Rn

2
4 mY

j=1

(bj(x)− bj(y))

3
5K(x, y)f(y)dy,

where K is the kernel of any Calderón-Zygmund operator. We generalize and
sharpen both classical results fromCoifman, and Coifman, Rochberg andWeiss;

and also more recent results from the first author. We show that these operators
are intimately related to certain appropriate Orlicz type maximal function of

the form ML(logL)α where the number α is related to the symbol �b.

Existe un principio no muy bien establecido en la teoŕıa clásica de Calderón-
Zygmund que de forma general afirma que todo operador integral singular está con-
trolado, en algún sentido, por un operador maximal apropiado. El ejemplo clásico
lo proporcionan los operadores de Calderón-Zygmund, los cuales, como es bien sa-
bido, están controlados por el operador maximal de Hardy-Littlewood M . Quizás
la mejor forma de expresar este principio es por medio de la siguiente desigualdad
debida a Coifman [2]. Sea T un operador de Calderón-Zygmund (ver [1], [4], [6]).
Sea 0 < p < ∞ y w ∈ A∞; entonces existe una constante C que depende de la
constante A∞ de w de tal manera que

(1)
∫

Rn

|Tf(x)|pw(x) dx ≤ C

∫
Rn

(Mf(x))pw(x) dx.

También existe una versión débil de esta desigualdad, estableciendo que, bajo las
mismas condiciones, se tiene que

(2) sup
t>0

tp w({x ∈ Rn : |Tf(x)| > t}) ≤ C sup
t>0

tp w({x ∈ Rn : Mf(x) > t}).

Este tipo de desigualdades engloba una gran cantidad de información sobre el
comportamiento de estos operadores. Por ejemplo, para p > 1 y w ∈ Ap podemos
aplicar el teorema de Muckenhoupt para concluir que T es un operador acotado en
Lp(w). De la misma forma, si w ∈ A1 se tiene que T es un operador acotado de
L1(w) en L1,∞(w).
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Por otro lado, la desigualdad (1), combinada con algunas desigualdades precisas
con dos pesos del operador maximal de Hardy-Littlewood ([8]), es la clave para
establecer la siguiente desigualdad óptima en el rango p > 1:∫

Rn

|Tf(x)|pw(x) dx ≤ C

∫
Rn

|f(x)|pM [p]+1w(x) dx.

Observamos que aqúı no estamos imponiendo condición alguna sobre el peso w.
Este resultado fue establecido en [7] generalizando algunos resultados parciales de
M. Wilson en [15]. Se puede ver aqúı reflejado la relevancia de (1) pues el método de
M. Wilson, que no usa (1), sólo se puede aplicar a operadores integrales singulares
de convolución y con núcleos C∞.
Existen en la literatura otros ejemplos donde el principio de Calderón-Zygmund

subyace. Quizás el más parecido a (1) es el siguiente resultado de Muckenhoupt-
Wheeden que establece el control de los operadores integrales fraccionarios por sus
correspondientes maximales fraccionarios:

(3)
∫

Rn

|Iαf(x)|pw(x) dx ≤ C

∫
Rn

(Mαf(x))pw(x) dx.

donde 0 < α < n y donde, como antes, w ∈ A∞ y la constante C depende de la
constante A∞ de w.
En este art́ıculo mostramos otros ejemplos de este principio para otros operadores

que son más singulares que los arriba mencionado.
Para m = 0, 1, . . . , consideramos el conmutador m-ésimo de

Tm
b f(x) =

∫
Rn

(b(x) − b(y))mK(x, y)f(y) dy, m = 0, 1, . . . .

Motivados por el conmutador de Calderón, estos operadores fueron definidos por
Coifman, Rochberg y Weiss en [3] donde se prueba que están acotados en Lp(Rn)
cuando b pertenece al espacio BMO de John-Nirenberg de funciones de oscilación
media acotada.
En [10] se prueba que el operador maximal que controla a Tm

b es ML(log L)m .
Se puede probar que este operador, que es un caso especial de la definición (8), es
comparable puntualmente al operador maximal de Hardy-Littlewood iterado m+1
veces, esto es,

ML(log L)m ≈ Mm+1 =

(m+1 veces)︷ ︸︸ ︷
M ◦ · · · ◦M .

De forma precisa se tiene que existe una constante C que depende de la constante
A∞ de w tal que

(4)
∫

Rn

|Tm
b f(x)|pw(x) dx ≤ C ‖b‖pm

BMO

∫
Rn

(Mm+1f(x))pw(x) dx.

De forma similar, el mismo principio de Calderón-Zygmund se obtuvo en [10]
para el conmutador no lineal N definido por R. Rochberg y G. Weiss en [13] dado
por

f → Nf = T (f log |f |) − (Tf) log |Tf |.
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En este caso, el operador maximal que lo controla es M2: existe una constante C
que depende de la constante A∞ de w tal que

(5)
∫

Rn

|Nf(x)|pw(x) dx ≤ C

∫
Rn

(M2f(x))pw(x) dx.

En esta nota presentamos estimaciones similares para operadores multilineales
de la forma

(6) T
bf(x) =
∫

Rn


 m∏

j=1

(bj(x) − bj(y))


 K(x, y)f(y) dy,

donde K es el núcleo de cualquier operador integral singular de Calderón-Zygmund
T y el vector �b = (b1, . . . , bm) está definido con funciones localmente integrables.
En [11] obtenemos una versión de la desigualdad de Coifman (1) para estos ope-

radores multilineales T
b. Consideramos en nuestro estudio la siguiente clase de fun-
ciones con mayor control exponencial de sus oscilaciones. Para p ≥ 1 definimos el
espacio OscexpLp por

OscexpLp = {f ∈ L1
loc(R

n) : ‖f‖oscexp Lp < ∞},
donde

‖f‖oscexp Lp = sup
Q

‖f − fQ‖expLp,Q

toman el supremo sobre todos los cubos Q de lados paralelos a los ejes. Como es
costumbre, fQ = 1

|Q|
∫
Q f denota el promedio de f sobre Q.

Denotamos por ‖g‖expLp,Q el promedio de g en el cubo Q con respecto a la
función de Young Φ(t) = etp − 1. En general, para una función de Young arbitraria
Φ, el Φ-promedio de una función f sobre un cubo Q viene definido por

(7) ‖f‖Φ,Q = ‖f‖Φ(L),Q = ı́nf
{
λ > 0 :

1
|Q|

∫
Q

Φ
( |f(x)|

λ

)
dx ≤ 1

}
,

al cual le asociamos el operador maximal MΦ = MΦ(L)

(8) MΦf(x) = sup
Q�x

‖f‖Φ,Q,

donde el supremo lo tomamos sobre todos los cubos que contienen a x (ver [8] para
estudiar propiedades y aplicaciones de estos operadores).
Observemos que del teorema de John-Nirenberg se deduce que OscexpL1 = BMO.

También se verifica que OscexpLp � BMO para todo p > 1.
En adelante supondremos que el vector śımbolo �b = (b1, . . . , bm) pertenece a la

clase
Oscexp Lr1 × · · · ×OscexpLrm

donde rj ≥ 1 para cada j = 1, . . . , m. Para simplificar la notación, escribiremos

‖�b‖ =
m∏

j=1

‖bj‖osc
exp L

rj
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y
1
r
=

1
r1

+ · · ·+ 1
rm

.

Nuestra versión de la desigualdad de Coifman (1) es la siguiente.

Teorema 1. Sea 0 < p < ∞ y sea w ∈ A∞. Sea T
b el conmutador (6) con �b como
hemos fijado antes. Entonces existe una constante C, que depende de la constante
A∞ de w, tal que

(9)
∫

Rn

|T
bf(x)|p w(x) dx ≤ C ‖�b‖pm

∫
Rn

(ML(logL)1/rf(x))p w(x) dx.

Resaltamos que no se sab́ıa siquiera que estos operadores estuvieran acotados
en L2(Rn). La desigualdad (9) muestra que el operador maximal ML(logL)1/r es el
que controla al conmutador multilineal T
b. Observamos que obviamente se tiene que
ML(logL)1/r ≤ ML(logL)m , el cual, ya comentamos antes, es comparable a Mm+1.
Como ya hemos dicho, la desigualdad (9) es una versión generalizada del conocido

resultado de Coifman de [2]. Sin embargo, el método que usamos en [11] es diferente
y está basado en una estimación puntual que podemos expresar de forma general
como

(10) M#
δ (T
b

f)(x) ≤ C‖�b‖
[
ML(log L)1/r (f)(x) + R(f)(x)

]
donde δ es un número positivo suficientemente pequeño. R denota cierto operador
✭✭residuo✮✮ menos singular que ML(log L)1/r . Para poder entender mejor esta desigual-
dad, comentaremos que (10) es una versión más general de la siguiente desigualdad
puntual probada en [9]:

M#
δ ([b, T ]f)(x) ≤ C‖b‖BMO

[
M2f(x) +Mε(Tf)(x)

]
,

donde 0 < δ < ε. En este caso el operador ✭✭residuo✮✮ es R(f) = Mε(Tf) de tal forma
que si tomamos ε < 1, este operador es menos singular que M2 ya que Mε(Tf)
es de tipo débil (1, 1) mientras que M2 verifica una estimación más fuerte de tipo
débil L logL. Estas desigualdades puntuales son variaciones de la bien conocida de
Strömberg ([14, p. 417]). No obstante, este resultado de Strömberg no es suficien-
temente preciso para deducir los resultados presentados en este trabajo, incluso en
los casos más sencillos.
Razonando como en [10, Theorem 2], del Teorema 1 se sigue la siguiente desi-

gualdad para pesos generales.

Teorema 2. Sea 1 < p < ∞ y T
b
como en el Teorema 1. Entonces, existe una

constante C tal que, para cualquier peso w,∫
Rn

|T
bf(x)|pw(x) dx ≤ C‖�b‖pm

∫
Rn

|f(x)|pM (1/r+1)p+1w(x) dx.

Destacamos que el número de iteraciones de la función maximal necesarias en el
último teorema es óptimo como puede comprobarse en [10, Section 5]. De hecho, de
la demostración del Teorema 2 se sigue una estimación más precisa:∫

Rn

|T
b
f(x)|p w(x) dx ≤ C‖�b‖pm

∫
Rn

|f(x)|p ML(logL)(1/r+1)p−1+ε (w)(x) dx
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donde ε > 0, siendo el resultado falso para ε = 0.
La estimación puntual (10) se usa también para probar el siguiente resultado de

tipo débil en el esṕıritu de (2).

Teorema 3. Sea T
b como en el Teorema 1, w ∈ A∞ y Φ(t) = t log1/r(e + t).
Entonces, existe una constante positiva C, que depende de la constante A∞ de w,
tal que

sup
t>0

1
Φ(1t )

w
(
{y ∈ Rn : |T
b

f(y)| > t}
)

≤ C sup
t>0

1
Φ(1t )

w
(
{y ∈ Rn : MΦ(‖�b‖ f)(y) > t}

)
.

Este resultado está ı́ntimamente ligado al hecho probado en [9] que afirma que
los conmutadores con śımbolos en BMO no son operadores de tipo débil (1, 1).
Para finalizar mostraremos otra variante del principio de Calderón-Zygmund. En

efecto, en [12] se obtiene una versión vectorial de la desigualdad de Coifman (1).
Para ser precisos sea T un operador de Calderón-Zygmund como antes. Para q > 0
definimos su extensión vectorial

Tqf(x) = |Tf(x)|q =


 ∞∑

j=1

|Tfj(x)|q



1/q

.

El resultado principal es el siguiente.

Teorema 4. Sea 1 < q < ∞, 0 < p < ∞, y sea w ∈ A∞. Entonces, existe una
constante C, que depende de la constante A∞ de w, tal que

(11)
∫

Rn

(Tqf(x))
p
w(x) dx ≤ C

∫
Rn

(M(|f |q)(x))p w(x) dx.

De forma similar se tiene que existe una constante C, que depende de la constante
A∞ de w, de tal manera que

(12) ‖Tqf‖Lp,∞(w) ≤ C ‖M(|f |q)‖Lp,∞(w) .

Destacamos que no está nada claro como probar este resultado usando las técnicas
clásicas de [2]. Nuestro método consiste en usar una desigualdad puntual de la forma

(13) M#
δ (Tqf)(x) ≤ CM(|f |q)(x)

donde 0 < δ < 1. Cuando δ = 1 la desigualdad (13) es falsa y el término de la derecha
se reemplaza por M(|f |rq)(x)1/r, r > 1. Es probable que en este caso se supiera la
desigualdad, pero no es suficientemente precisa para deducir nuestros resultados.
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